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16-G1

Séminaire H. CARTAN, L.N.S., 1954/55.

OPERATIONS COHOMOLOGIQUES, III.

(Exposé dc H. CaRTAN , 21.3,1955)

t.~ Uperations de Steenrod iterees.

Soit G un groupe abélien tel que pG = 0 (p premier, éventucllonment
égal a4 2)., On a défini (fin de 1'Exposé 15) des opérations de Steenrod

c B 6) —s BREED (3:0) | pour tout k 21 et tout n 1. on va
malntenant définir une opération cohomoclogique: St pour chaque entier

a =0 ou 1 (mod. 2p-2) . On pose

: Pk si a = 2k(p-1) (en convenant que Stg est 1'identité)
a Pk . . s s P
St o si a = 2k(p-1)+1 , et en particulier utp = QD s

ol ﬁé désigne 1'opération HI(X;G) —» HQ+I(X;G) , transposée de 1'opéra-

tion de Bockstein pp (%32 ) —_— Hq(X;Zp) . Chaque opération

q+l
2y B(X;6) — H™(X;G) est définie pour tous les n , et, pour chaque

n , est transposée d'une opération holomogique additive.

Soit maintenant I :f(al y cee 5 8. 5 +.s) une suite d'entiers = U,

i
tous =0 ou 1 (mod. 2p—R) , et nuls sauf un nombre fini. Définissons

a a Ca
(2) St;zstplostpzocbc Ostp:Lo-.t .

C'est une opération cohomologique additive
1(%;60) —s 1290 (xs0)
définie pour tout n ; q(I) désigne > _ 8y (ef. Exposé 15, formule (5)).
: i

Cette opération, pour chaque n , est transposée d'une opération homologique,

et la collection de ces opérations homologiques (pour une suite I doanée)
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est gtable par suspension : cela résulte du théordme 3 de 1'Expesé 15, et du
fait que (Sp commute & la suspension (en homologie), d'aprés la proposition
2 de 1'exposé & . Bien entendu, ces opérations homologiques sont indépendan-
tes du groupe G .

Propogition 1.- Dans los 7( T, m; G) , les opérations St; (pour
une suite I donnée, et tous les degrés n ) commutent avee la suspension
te . |

C'est uno conséquence immédiate de la proposition 2 de 1!'Exposé 15.

2;;.‘ oposition 2.~ Le sous-espace vectoriel A (T , 03 G) des éléments

additifs de 1o cohomologie H( M, nj; G) est stable par St; .

En offet, d'aprds la proposition 3 de 1'Dxposé 15, si
x' € A%( T , ;3 G, x est de 1o forme f“g- (y') , avee

I

y' € AN T ,A n+l 3 G) ; done St;x' = St.; to-y' = Yo st” y' est dans

=)

1'image de la suspension, c¢'est-a-dire dans A*( M, ns3 G .

2.~ Génération de A*(TT, n; G) .
On suppose toujours que pG = O . Désormais, nous considérerons unique-

ment des suites I =(al- 3 aee , 3 «..) telles que
(3) a; =0 ou 1 (mod. 2p-2) , 8 Z POy 4 o

Une telle suite sera dite cononigue. Comme au paragraphe 4 de 1l'Exposé 15,
‘nous introduisons, pour une suite canonique I , les entiers

(4)  a@)=3_"a, , n(I) = [pa,/(p-1)1 - a(T)
. 1

ot le symbole [u] désigne le plus petit cntier au moins égal & u . Lioter
que q(I) est le degré de l'application Stg .

Propogition 3.- S1 I gt une guite canonigue, St; glannule sur les
éléments do degré < n(I) .
k

. . E . T
. Démonstration : si I = (2k(p-1) , 0, ...) , o'est-a-dire St; = PI& ’
ona n(I) =2k, ot 1'on sait (Exposé 15, corollaire du théoréme 3) quc ©
s'annule sur les élémonts de degré <2k . | '

‘Envisageons maintenant le cas od I = (2k(p-1)+1 , 0, ...) , cfast .
| ; =: {3}') Pl; . Alors n(I) = 2k.+1‘ ; i1 est évident que ,@I') Pl; g' L.
le sur les éléments dc degré < 2k , et il reste & montrer qu'il s'annul:

dire S'b

aussi sur le degré 2k . Par double traznsposition, on voit qu'il suffit ¢
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le prouver lorsque le groupe G est Zp . Alors PI; est la puissance
p-iéme, et tout revient & vérifier que 1'opérateur de Bockstein B' s'e.r
le sur x'P quand le degré de x' est pair ; cela résulte auss:Ltot de la

formule donnant le Bockstein d'un produit.

Ainsi la proposition est démontrée lorsque la suite I = (a1 s see s
a; ...) aun seul terme # 0 (si Ial =1, c¢'est évident), Passons au cag
général : si a, = 2k(p-1) , on a Stp x' = PI; y' , avee
deg(y') = deg(x') + q(I) - 2k(p-1) ;
do plus, n(I) =2kp - q(I) , donc si deg(x') < n(I)., on a deg(y" ) 4 2k ,

d*od Pk y' =0 . Si maintenant a, = 2k(p-1)+1 , on a St x' = fp ,
avee deg(y') = deg(x') + q(I) - 2k(p-1)-1 ;
de plus, n(I) =2kp +2 - q(I) , donc si deg(x') ¢ n(I) , ona

k

deg(y') < 2k+1 , donc pp P y' =0 . Ceci achéve la démonstration.

Avant djénoncer le théoréme fondamental qui va suivre, introduisons 1=
notation suivante : si I désigne une suite canonique de premigre espéce
(ag 5 oev s a; 5 0, ves) 5 avee a; £ 0, on notera I' la suite do deuxid-
me espéee (&1 3 eee 9 Oy s 1,0, ...), qui est aussi canonique. Dens le

easoir I=(0, 0, ...), I' désignera (1,0, ...).

Théoréme 1.- Soit G un groupe abélien tel que pG =0, et goit n un

ntier > 1 . Pour chaque suite caononique de premiére espece I , telle guc

2n(I) , 1'application Sb s H(TT, n; G) —» Amq(l)(T\' , n3 G) est

v

. . I
un isomorphisme sur un sous-espace vectoriel, gu'on notera A (T, n; G) .

Pour chague suite cononigue de premiére espéce I , telle que n+l > n(I)

(cc qui équivaut & n> n(I')) , L'application St}I) :
n+l ’ ) (1! '
(1T , n; 6) — Amq(I )( T7, n; G) est un isomorphisme sur un sous-

1
espace vectoriel, qu'on notera Al (7T, n; G) . Enfin, A¥(m , n; G) est

(N

gomne di;;ecte_, de tous les soug-egpaces AI( T, n; G) (pour n( I) £ n) LE
AI'(W,n;.G) (pour n(I') <n) . . :

(On observera gque chaque espace AI( T, n; G) est canoniquement iso~
morphe & Hom( 7T, G) &~H'( 7T, n ; G) , et que chaque cspace al' (7 , 0
est eanoniquement isomorphe & Hom(pTT s G) szl( T,n; G)) .

3.~ Démonstration du théoreme 1.

Rappelons (Exposé 15, paragraphe 4) Qu'é chaque suite canonique I , ac
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premiére espéce, et & chaque entier n >n(I) , on a associé un homomorpLr < v
gr(n) : TM/pT — 4 +q(I)( T, n; zp)
qui est un isomorphisme sur un sous-ospace AI( M, ns Z_p) ; et qu'a chagie
suite canonique I' , de deuxi®me espéce, et & chaque entler n 2 n(I') , ou
a agsocié un homomorphisme
gI,(n) : pT[ —_— An+q(I')( T, n; ap)
qui est un isomorphisme sur un sous-espace AI,( N, n; 2) . De plus,
A*( M,n; Z ) est somme directe des AI( T, n; Zp) (pour n(I) < n} o
des Ap (T, n; Z ) (pour n(I') <n) . Rappelons aussi la définition
réourrente de gI(n) 181 I=(C, .,.) , on a gI(n) = O"n; gi
I=(ay,a,, ees) 5 avee &, =2k, (p-1)+ (ky 21, 94 égal & O ou i) |
posons K = (a2 5 ++.) 3 alors
n-n(I) .
g(n) = ¢ ¥p ge(n(I)) si u
P n(I)

]
]

0,
(5)
1.

1t
1]

gI(n) (Pp gK(n(I)) si ul

(Ovserver que n(K) <n(I)) .si I'=(1,0,...) ,ona
-1
gI,(n) = o ¢p 5 si I' z(a1 » 8y cee) 5 avec a, = 2k1(p-1)+ u, » on

pose encore K' = (a2 , ++s) 5 et on a les mémes formules que ci-dessus (en

v remplagaﬁt I par I' et K par K').

Nous voulons étudier maintenant les relations existant entre la dé compo-
sition directe A (77, n ; Zp) .-ZAI('T, n ; Z ) +AI,(TT, n j Z)

et les sous-espaces .AI( T, n; G) et AI (T, n; G , images de
H(T,n; G et Hn+1( T, njs G) par les applications Stg . Pour cela
nous allons ordonner totalement 1'ensemble des suites canoniques I , par
1'ordre lexicographique : si I = (a5 vee 52855 ...) et

J = (b1 P T ...) sont distinctes, on écrira I < J si, 1 déei-
gnant le plus petit des i tels que ay £ bi s ona a < bi . Cela étant,
le théoréme 1 résultera évidemment du

Théoréme 1 bis.- Pour chaque suite canonique de premitre espsce I,

}telle que n(I)<n, L'application H(TT,n; G) —> Hom(AI(TT,n;Zp) , C)

définie par St;[’ est un isomorphisme ; pour chague suite canonique de pre-
' midre espdce I , telle que n(I) < n+l , l'application Hn+1(ﬂ, n; G .

Hom(AI,( T, n; Zp)‘ , G) définie par StII) est un isomorphisme. Pour chaguc
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suite caononigque de premiére espéce I , telle que n(I) £ n , l'image de

Sté s HY( T, n; G — An+q(I)( T, n; G) est orthogonale aux

AJ( M, n; Zp) relatifs & toutes les suites canonigues J (de premigre ou

de deuxiéme espdce) telles que J < I . Pour chague suite canonique de pro-
midre espéce I , telle que n(I) < n+l , l'image de

!
EI> : Hml( MT,n; G — An+q(I )( T, n; G) est orthogonale aux
AJ( N, ng Zp) relatifs & toutes les suites canoniques J (de premiére ocu

de deuxiéme espéce) telles que J < I' .

Pour la démonstration., on utilisera la notation suivante :

. n .
si x' € A +q(?T, n ; G)’,:',Hom(An+q(TT R n;-Zp) , G) , et si

X eAn+q( T, n; Zp) , on notera < x , x'> 1'élément de G , image de X
par l'homomorphisme A ( T, n; Zp) 3> G défini par x' . On convient
en outre que <¢x , x' > est défini, et égal & 0, quand x €A (TT,n;% ”’“)
et x' € AX(TT , n 3 G) sont de degrés différents.

Nous nous proposons d'établir les relations _suivantes :
(6) (gl(n)s, t X'> <c—ns , X' > pour Seﬂ/pﬁy

x' € (T ;13 G) , I désignant une suite canohique de premiérc

espéce telle que n(I) <

I, -1
(7) <gp(n)t, sty > = G gt ¥ > pour te, T,

y' € Hn+1( T, n; G) , I désignant unc suite cunonique de premiérc
espéce telle que n(I) < n+l .
I —
(&) <gJ(n)s,Stpx'>=O pour se¢ TT/pT ,x e H(T,n; G,
I désignant une suite canonique de preniére espéce telle que

n(I) <n, et J une suite canonique de premidre espéce telle
que J<I.

(9) <gJ(n)t,St;x'> =0 pour tépT\' , X' €HNTT ,n; Q) ,

I désignant'une suite canonique de premidre espéce telle que
n(I) < n, et J une suite canonique de deuxiéme espéce telle
que J< I,

(10) <gJ(n)s,S’§;Y'> =0 pour 5 € T/p T , 3y € B, n; 0,

I désignant une-suite canonique de premiére espéce telle que

-n(I) € n+l s 6 J une suite canonique de premiére espéce telle
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que J < I'. .
. |
(11) <gJ(n)t,St§,y'> =0 pour t & T , 7 e (T, 05 0),

I désignant une suite canonique de premiére espsce telle que

n(I) < n+l , et J une suite canonique de deuxiéme espece telle
que J< I'.
Il est clair que ces relations établiront le théoréme 1 bis. D'ailleurs

elles sont triviales si q(I) = 0 , car Stg est alors 1l'application iden-
tique, gI(n) est o=, et gI,(n) est Crn—l‘fp . Nous allons prouver les

relation (6)-(11) per récurrence sur q(I) .

On va' se gervir de 1la formule récurrente (5) . Nous poscns done

J = (a1 ) By cee) I= (b. » by s )
Alors Stg = Stgl' Stg , §t gJ(n). = cn“n(‘”g( gL(n(J)) si a, =0 (2p-2)
gJ(n) = o" n(J)<fng(n(J)) si a; =1 (2p-2)

i

On a posé K = (tb y +00) 5 et L (a2 s> +-+) o Observons que si J /1 et

a(J) =q(I) , ona n(J) <n(I) , donc n(J) £n si n(I)<n;si J<LI'
et q(J) =q(I') , ona n(J) <n(I'), done n(J) <n si n(I)< n+l .

Remplagons Stg et gJ(n) par les valeurs précédentes dans le premier
membre de l'une quelconque des relations (6)-(11) & démontrer ; dans (&),

par exemple, on obtient

(12) <y g (n(@))s Stsl _Stg(tof)n"nm x> sioa

i

L =0 (2p-2)

(12') <cfng(n(J))s , Stsl'Stg(tc')n—n(J) x'> si a, =1 (2p-2)

(on a tenu compte de la commutation des StI avec la suspension tcr').

On est ainsi ramené au cas o n = n(J) , et ob gJ(n) commence (& gauche)
par Xp ou cfp .+ 81 a; =b, , on va prouver que 1'expression (12)ou (i2')
est égale & :

e n@)s , sth(tey™ @) o>

ce qui nous raménera au cas o la suite I est remplacée par la suite ¥ ,
telle que q(K) < q(I) ; ceci démontrera (6) et (&) par récurrence. Si
a; <b, , on montrera que 1l'expression (12) ou (12') est nulle, ce qui dinon-

tre (8). On raisonnera de méme pour les autres cas. On voit que tout revient
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& prouver les lemnes suivants :
Lerme 1.- Soient x & A*{( T, n; Zp) de degré pair, ct
x' € 8%( T, n; G tcl que pr et PI;X' aient ndne degré. Alors

<XPX,P1;X'> = <{x,x'> si deg(x) =2k,
=0 si deg(x) < 2k.

Lemne 2.- Soicnt x € A (ﬂ n Zp) dc degré pair, ot

x' € A¥( T,n; G) tel que )pr et ;31') Plgx' aient méne degré. Alors

l X_Ox R 161!3 Plgx' > =0 si deg(x) €2k .

' Lerme_3.- Soient x € A*( T, n; Zp) de deogré pair, ot

x' € A%( T, n+l ; G) tels que L()px ot Plgx' aicnt méme dogré ; alors

<(fpx , ng' > =0 si deg(x) < 2k .
Lemme 4.~ Soient x €A (7T, n; Zp) de degré pair, ct
x' € A¥(TT, n+l ; G) tels que PpX et {31') Pix' aient méme degré. Alors

k

< ('fpx s I; pr' > <X ’ tO‘X'> si deg(x) =2k ,

0 si deg(x) < 2k .

Démonstration des lemmes 1 & 4 : dans les hypothéses du lemme 1 , si le

degré de x est < 2k , lodegré de Plgx' est <« 2kp , done celui de x'

est < 2k , et par suite P];x' = 0 (Exposé 15, corollaire du théordme 3).
I1 reste & examiner le cas ol, dans les hypothéses du lemme 1 , x et X'

ont le méme degré 2k . On va prouver la rclation

(Yt s B > = Lx x>
sous ces hypothéses. Si le groupe G est ZP , la relation s'éerit
4 ka , x'P > = {x, x'> ; elle résulte de la détermination de 1'alghr-
bre de cohomologié H (T, n; Z ) faite au paragraphe 5 de 1'Exposé 9 .
I1s ensult. que l'opération homologlque (dans H ('T s 03 Z )) dont la

puissance p-iéme des éléments de degré 2k est la transoosee, transforﬂo

XP(X) dans x , pour x € H2k< T, n; Zp) . Par transposition dans
A*(TT, n; G) , on obticnt la relation cherchée.

Passons au lerme 2. Si x est de degré £ 2 /3' P;x' est de dogré
£ 2kp , donc x' est de degré < 2k-1 , et par sua.te /3 P X!
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est nul., D'ou le lemme 2.

On prouve de méme le lemme 3 : si deg(x) < 2k , le degré de P x' ect
< 2p(k-1)+R , donc le degré de x' ost < 2k - 2(p-1) <2k , et pa

P]gX'zO.

Enfin, passons au lemme 4‘, en nous rapnelant quec ﬁp(?p = (T.Kp dans

k
P
ar sultc

A*( T,n; %), ménc pour p =2 (cf. théoréme 1 de 1'Exposé §) ; il vient

b
{gx , B! Prar> = ¢ x ka’> (oY x Py >
9o Po Po* » ' 0p~ * "p

1

k
{ pr ) Pp tC‘_'x' > P

et on cst ramené au lerme 1 .

Ainsi sont démontrés les lemmes 1 & 4 , d'ol, par récurrence sur q(I) ,
les relations (6) & (11) , lesquelles entrainent le théordme 1 bis (et, par

suite, le théoréme 1).

Probléme ouvert si 1 est une suite canonique de premiére especc, le

sous-espace A ( T, n; G) est-il orthogonal & tous les espaces

AJ(.T s 13 Zp) relatifs aux suites canoniques J autres que I ? Et lc

sous-espace AL'(JT, n; G) est-il orthogonal & tous les espaces
(‘T R n,u ) rolatifs aux suites canoniques J autres que I' ? Nous nc

savons pas repondre 4 cotte question (voir Appendice ci-dessous).

4.- Détermination de toutes les opérations cohomologigues additives
(X ;7)) — H¥X ; G) , quand pG =0 .

Flles correspondent aux élémonts do A*(TU, n; G) (ef. le préambule
de 1'Exposé 15), ot sont donc nulles pour O < q <n . On supposera g =0

Commc dans 1'Exposé 14, nous noterons T(u) 1'opération cohomologique

définie per un élément u € AT, n; G) . Toute opération cohomologiquc

additive HYX ;T) —> H™'9(X , G) ost canoniquement la somme d'opérations

cohomologiques dont chacune est associéc & 1l'un des sous-espaces

-AI( M, n; G), resp. AI'('ﬂ', n; G) du théorsme 1, pour les suites
canoniques I de premidre cspéce telles que n(I) £n et q(I) =a,

resp. n(I) < n+l et q(I) = g-1 . Tout revient & expliciter une opération
associée & un élément dc AL( TT » n; G) , resp. de AL'"(1T, n; 6) 5 we
telle opération sera appelée opération élémentaire de premidre espece, resp.
de deuxiéme especc. ' |
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Déternination des onérations élémentaircs de premiére espéce :

Une telle opération (X s ) 5 H(x ; G) est de la forme T(u) , ol
u est de la forme Stéx' , avec x' € H (T, n; G) acHom( T, G) , et I
ost une suite canonique dc premidre espdce, telle que n(I) £n et g(I)=q .
Donc une telle opération est déterminée par le choix d'une suite I et d'un
homomorphisme A : 71 —=> G , ou, ce qui revient au méme, d'un homomorphisne
T/pTT —= G . En vertu de lo relation (8') de 1'lExposé 14, on a

A I e I f o PR 7 e =
T(Stpx'). g’ = Stp(T(x ).g) pour g e (X ,’)T). . Mais il est évident

que l'opération T(x') : HYX ;TT) —> H'(X ; G) ost simplement 1l'applica-

tion definlo par 1'homonorphisme At Tl —s G des coefficients.

Ainsi, 1'opération élémentaire définie per la suite canonique I et

1'homomorphisme A g'obtient en faisant d'abord 1'application

Hn(X L J— Hn(X

G) définie par A , puis en effectusnt la transforma--

tion de Steenrod St
q(I) .

Remarques : cette méme opération élémentaire peut se décomposer aussi
comme suit : on effectue l'application naturelle HNX 5 T) - HO(X; T/p TT)

5
1]; X ; @) —» H3(X; ) , q désignant 1'entier

puis l'opération StlI) s BNX ;T1/pT) —s HYX 571/pT) , et enfin 1'oppli-
cation H™MX s TT/pTT) — H'(X ; ) définie par A .

Détermination des opérations élémentaires de deuxiéme espéce @

une telle opération HN X ; ;1) —> Y% ; G) est de 1la forme T(u) , ot
u est de la forme StIy , avec y' €& Hnﬂ('T , 0 G) Zl’,Hom( T, G , et
I est une suite c‘.nonlque de premiére espeéce, telle que n(I) £ n+l et
q(I) g-1 . Donc une telle opération est déterminée par le choix d'une suite

I et d'un homomorphisme /"\- : pT\' > G.Ona alors

T(St;:y'). é: S‘b;(T(y')."%’) pour g € HN(X ;77) . Tout revient & déter-

miner l'opération cohomologique
T(y') : BNX 3 TT) — HNX 5 0)

définie per la donnée d'un homomorphisme M : _ TI—= G . Alors toute opé-
P
ration élémentaire de deuxiéme espéce s'obtiendra en composant 1'opération
. I . . 3 LY
T(y') et une opération St_ , I désignont une suite canonique de premiere

espéce, telle que 'n(I) €n+l et q(I) =q-1.
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Proposition 4.- L'opération T(y') définie par un homomorphisme

M ¢ TU—s G n'ést autre que 1'ondration de Bockstein généralisée,défi-
ES

nie comme suit : soit % e HYX ;7) ; 1l'application naturelle

F(;TT) — HOm(Hn(X) ,T) associe & E‘ un homomorphisme

g: Hn(X) —> T ., Considérons 1l'application composée

Ho (X zp) _.f?.é H_(X) £ 5 T
ot é\p désigne l'opération de Bockstein en homologie (Exposé 8, paragraphe
2) ; 1l'image de l'application composée est contenue dans le sous-groupe

pTT s d'ol une application linéaire Hn+1(X ; Zp) —_— p’ﬂ‘ , laquelle défi-
nit & son tour un élément de Hn+1(X ; pTT) ; en composant avec 1l'applicaticn

Hn+1(X 3 pTY) — g+ (x ; G) définie par. U : pﬂ' —»> G, on obtiecnt un

é1ément de Hn+1(X ; G) ', qui est le transformé de % ¢ HMX ;1) par

1'opérationde Bockstein" que l'on voulait définir.

Démonstration : soit f. : X —> K(TT, n) une application de la clas-

se définie par % € (X ;W) (Exposé 14, corollaire du théoréme 1) .
Considérons le diagramme cormutatif

| (fe)
(%52) —E%s 0 (TM,m2) — A&, (Tm2) o 7T -La o

!SP pr | l - injection

M (fg)x

H (1) — % H(T,n2) = &0 ==

Hn+1

=<

L'epplication composée de la ligne supérieure Hn+1(X 3 Zp) —> G définit

1'é1ément M EHn+1(X ; G) , tronsformé de %‘ par T(y') : il suffit de
remonter aux définitions. L'application composée de la ligne inférieure
Hn(X) —> TT  est l'homomorphisme g défini par é € HNX ;TT) . La com-
mutativité du diagramme montre alors que ’Y) est le transformé de (g nar
1'opération "de Bockstein" définie dans 1'énoncé de la proposition 4 , qui
est aingi prouvée.

Remargue : on peut, d'une maniére noturelle, associer & chague homomcr-
phisme M 3 pTT —s G ( G étant un groupe abélien tel que pG = 0 ) une

classe d'extensions de groupes abéliens

0 > G o—> F > TT —— 0 (suite exacte, F abélien) ,

et on obtient méme ainsi une correspondance biunivoque entre les éléments de

Hom(,)ﬂ ', G) et les classes d'extensions de 11 par G (voir le livre &
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paraitre de CARTAN-EILENBERG, Homological Algebra, Ch. VII, Exer. 8 ; voir
aussi [1] , theorem 26.5). Or la domée d'une suite exacte comme ci-dossus
définit une suite exacte de cohomologie ; on peut montrer que son opérobiur
"oobord' : HN(X 3 TT7) =5 Hn+1(X s G) est, au signe prés, l'opération de

Bockstein généralisée.

Autre remarque : comme dans le cas d'une opération élémentaire de¢ preo-

midre espéce, une opération élémentaire de deuxidme espéce, définie par w
suite canonique I et un homomorphisme /l/\ : pTF —> G, peut sussi sc

décomposer comme suit : on effectue d'abord l'opération de Bockstein

HY(X ;TT) —_—- Hn+1(X ; pTT) (relative & l'application identique

-

p’zT.._.> pTT) pulis on fait St H'n+l(X )T\’) — Hn+q(X 3 “Ii) ’
P
q désignant q(I)+1 ; enfin, on fait 1l'application

H9x pT\) —s H™%X ; G) définie par 1'homomorphisme M TT e

Remargue finale : lorsque 1l =G , avec pG =0 , et que M est Llup-

[

plication identique de G , l'opération de Bockstein

H(X 5 G) — Hn+1(X 3 G) est évidemment la transposée de
fp * n+1(X ; Zp) - Hn(X ; p) Autrement dit, c'est 1'opération St .

En particulier, l'opération de Bockstein (1T, n; G) —> Hn+t( Myn B C)
n'ést autre que l'application Hom( 71, G) —> Hom( p‘\T , G) induite per

1'inclusion pTT — 71 . Revenant alors au théoréme 1, on obtient :

Corollaire au théordme 1 : soit 1! un_groupe abélien tel gue pil =0

Alors, pour G . tel gue pG =0 A.*( M, n; G est somme dircete des ir.-
ges (biunivoques) des St : H( T y 1;G)—> Hn+q(I)( T, n; G) atifs

- MPerimc RN s

é toutes les suites carlon;gugg I (de premiére ou de deuxleme £spe cg) Lelles
gue n(I) €n.,

5.~ Complément dans le cas pP =2 .-

Les ¢pérations de Steenrod S‘bg sont définies pour toute valeur do
l'entier a > 0 ; on les note aussi Sqa ("corré de Steenrod") .

Par définition, on a Sq2k+l = {3'

De plus, si G=12, , ona sq ké Ez (carré de g ) lorsque

est de degré 2k . Tout cela n'est qu'une spécialisation de propriétés vala-

k s et, en particulier, Sq_1 =04

[

bles pour tout p premier. Mais, pour p=2 , on a en outre :
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Proposition 5.- Dans 1'algebre de cohomologie (X ; Z2) , on o

2k+1§ - g pour g de degré 2k+1 .

Démonstration : désignons par T le groupe cyclique d'ordre 2 , et
soit x' 1la classe fondamentale de H?k+1(7T » ’k+l 5 Z,) . I suffit dc

montrer que quk+1 = x? . Or, utilisons la détermination de 1l'algebre

de cohomologie H ( T, 2k+1 Z, ) faite dans 1'Exposé 10, théoréme 2 ; on
voit qu'il suffit de nontrer : 1° que Sq2k x' est orthogonal aux élémen’:
de A4k+2(iT 2k+1 ; 22) situés dons l'image de la suspension ; 2° que 1 on

&
2k1 .
(Xzy’ +x'> <Y9X'>_-
y désignant le générateur do A, 1( T, 2k+1 3 Zz) (qui est un groupc
cycllque d'ordre 2).

Démontrons 1° : §i u €A ('TT 2k ; 22):, on a

4k+1
< o_u , Sq2k+1 ' < a . 2k+1( GX’) > ,
ot comme Yo x' est de degré 2k , 2k+1( c°x') est nul (cf. propositicn

3 ci-dessus)., Démontrons 2° : on 2 y = X, x désignant le générateur
de AZk(TT , 2k ; Z2) . Done Yoy = ¥, Ox , qui, d'aprés 1'Exposé ¢ (propo>-

sition 1) , est égal & @ ¥ . Ainsi

<X2y: 2k+1'>=(&?2x9ﬁ28qx 5

ce qui; d'aprées le lomme 4 ci-dessus, est égal & < x, CFX';> =y, x>

Ceci acheéve la démonstration.
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APPINDICE

A 1a fin du paragraphe 3, on a posé le probléme de comparer les doux
décompositions directes de Ax( T, n; G) : celle donnée par le théoréne 1,
et celle qui résulte (par transposition) de la décomposition directe du
ALT, n; Zp) suivant les A (TV , n ; Zp) et les 4, (T, n; Zp) .

Nous ne savons pas résoudre ce probléme, mais on peut faire quelques remur-
ques.

La décomposition directe de A*( 71, n; G) donnée 2u théordme 1
provient, pur transposition, d'une décomposition directe de A*:( T, n; Z“")

i

qui ne dépend pas de G , et qu'on va expliciter.

Notons Stg 1'opération homologique dont Stg est 1o transposéce. Soit
alors I une suite canonique de premiére espéce, telle que n(I) < n : on
notera BI(’lT s n;Z ) 1l'intersection des noyaux des

Stp : n+q(I)( T, n; Z ) — A (’|T , n; Z) relatifs aux suites canoni-
ques J de premidre espéce, telles que \/'(J ) <n et q(J) = q(I) , et de:
@b . o i e o
Sty = An+q(I)( ™, n; Zp) RN An+1(ﬂ— ;B3 Zp) relatifs aux suites cano

niques J de premiére espéce, telles que n(J) £ n+l et q(J) = g-1 . Dc
méme, soit I wune suite canonique de premiére espéce, telle que

n(I) € n+l ; on notera BI( W, n; Zp) le noyau des

' S'tp )( T, n; Z P— A (—Y , N Zp) relatifs aux suites czno-

n+q(I'
niques J de premisdre espece, telles que n(J) £n et q(J) = q(I') , ot

des Stp )( M,n;2 )—> A (1T, n; Zp) relatifs aux suites

n+q_(I‘ n+l1

T#1I
canoniques J de premigre espéce, telles queY n(J) < n+l et q(J)=q(I')-1 .
Alors St? est un isomorphisme de BI( T, n; Zp) sur An( T, n g Z_‘j)
~ TT/pTT ; et Stl;: est un isomorphisme de Br,( 7T, n ; Zp) sur

(-Tsn; )N TT .

L’1somorphisme réciproque est un 1somorphlsme (naturel) () de

TT/pTT sur B (‘T s N3 Z ) (pour n(I) £n) , resp. un 1somorphls"1e

(naturel) 61, de- p_ﬂ' sur BI'(T ; 03 Zp)' (pour n(I) €n+1 ) .
D'autre part, on a considéré, au pdragraphe 3, un isomorphisme naturel

gI(n) (que nous noterons simplement g ) de TT/pTT sur AI(’T , 03 % ‘) R

‘pour n(I) <n; et un 1somorphlsme naturel. gI,(n) (que nous noterons
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simplement gI,) de DTT sur AI,(TY , n Zp) , pour n(I)< n+l .

I1 s'agit de comparenles deux décompositions directes, naturelles; dc

Ax( T, n; 2.) : l'une, suivant les AI( T, n; 2_) et les

P P
AI,(T( , n; Z ) ; l'autre, suivant les B (“‘T n ; Zp) et les
BI,(TT , N3 Z ) On peut écrire, a priori, pour x € N/pT , et n(I)sn :

0, (5y0)) + > B, (By(x))

gI(X) =
n(J) <n n(J) €£n+l

les O(JI étant des homomorphismes naturels TT/pTV — T0 /p T,

et les P 3T étant des homomorphismes naturels T7/pT1 — . T

De méme, pour yép’T» , et n(I) < n+l s

: \
e () = =2 0 (Y () L By (55,60
n(J)<n n(J5<n+1
les X 1T étant des homororphismes naturels p'TT — /T ,
et les & I1 étant des homomorphismes naturels pn —> pTT .

I1 résulte du théoréme 1 bis que O<II est 1'identité, et que é
est 1'identité ; de plus, Ky = 0 pour I<J , et I1

I <J . De plus, on voit facilement que tout homomorphisme naturel

1T
=0 pour

T/ — p'ﬂ est nul, ainsi que tout homomorphisme naturel
p T —> T1/pTt . Done Byr =0, ¥;p =0 . Enfin, on voit facilement que

tout homomorphisme naturel TI/pT — TT/PTU , resp. pﬂ — T, oot

£
de 1o forme X —> kx , ot k € Z2_ . Tout revient, finalement, & détermincr

lgs éléments X1 &€ Zp et XJI E Zp ,pour I >J . Il est plausible de
conjecturer qu'ils sont nuls.

En tout cas, on voit que

— ~
> a(T,n;2)= o> BA(TT,n; 2)
o L Y T s T

=,

etque - AIQ(TT,n;Z): i BI'(T‘-’H;Z’”).
. n(I&$n+l‘ P n(I§§n+l v




