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16-01

OPÉRATIONS COHOMOLOGIQUES, III.

H. CARTAN(Exposé do ~i. Ci~’~TA~ 9 ~ 1.3,1955 ~

Séminaire H. 1954/55.

1.- uperations de Steenrod iterees.

Soit G un groupe abélien tel que pG = 0 (p premier, éventuellement

égal à 2). On a défini (fin de l’Exposé 15) des opérations de Steenrod

Pkp : Hn(X;G) ~ Hn+2k(p-1)(X;G) , pour tout k 3-1 et tout n . On v..

maintenant définir une opération cohomologique / pour chaque entier

a ~0 ou 1 (mod. 2p-2) . On pose

. 

( 1) 

== Pkp si a = (en convenant que Stop est l’identité
( Stap = 03B2’p o Pkp si a = 2k(p-1)+1 , et en particulier St = 03B2’p >

où 6’ désigne l’opération ~ Hq+1(X;G) , transp os é e de l’opéra-

de H ~(X~Z ) _~ ~(X~p) ’ Chaque opération
2014~ est définie pour tous les n ~ et, pour chaque

n , est transposée d’une opération holomogique additive.

Soit maintenant 1 =’(a~ , ... , a~ , ...) une suite d’entiers ~ 0 ,

tous ~E 0 ou 1 2p-2) y et nuls sauf un nombre fini. Définissons

C’est une opération cohomologique additive

définie pour tout n ; q(I) désigne ~ a. ~ cf o Exposé 15, formule (5)).
, 

. i 

Cette opération, pour chaque n , est transposée d’une opération homologique,
et la collection de ces opérations homologiques (pour une suite I donnée;



est stable par suspension : cola résulte du théorème 3 de l’Exposé 15, et dj

fait que 03B2p commute à la suspension (en homologie), d’après la proposition
2 de l’exposé 8 . Bien entendu, ces opérations homologiques sont indépendan-

tes du groupe G .

Proposition 1.- Dans les H*(03C0 , m ; G) , les opérations Stp (pour
une suite 1 donnée, et tous les degrés n ) commutent avec la suspension

t(T .
’ 

C’est une conséquence immédiate de la proposition 2 de l’Exposé 15 «

Proposition 2.- Le sous-espace vectoriel G) des éléments

additifs de la cohomologie H*( 03C0, n; G) est stable par St .
Eh effet, d’après la proposition 3 de l’Exposé 15, si

~ ~ A~( h ; G) ~ x’ est de la forme ~o-(y’) ~ avec

y’ 6 A~( H ~ n+1 ; G) ; donc ’ = St~ t(r y’ = ~r est dans

l’image de la suspension, c’est-à-dire dans A ( 03C0 , n ; G) .

2.- Génération de ~(H,n; G) . 
~ 

.

On suppose toujours que pG = 0 . Désormais~ nous considérerons unique-
ment des suites 1 .’* ~ ~ ~ ’") telles que 

, 
,

Une telle suite sera dite Comme au paragraphe 4 de l’Exposé 15,
nous introduisons, pour une suite canonique 1 ~ les entiers

où le symbole [u] désigne le plus petit entier au moins égal à u « Noter

que q(I) est le degré de l’application 

Proposition . - Si I une suite canonique, StIp s’annu,le sur L;:.;,

éléments d°- degré  n ( I ) . 
, ,

Démonstration : si 1 = (2k(p-i) , É , ... ) , c’est-à-dire StIp = P"° ,> .. -~ -..".-- :... P P
on a n(1) = 2k , et l’on soit (Exposé 15, corollaire du théorème 3) qi..: i.

s’annule sur les élémonts de degré  2k . ..

Envisageons maintenant le cas où 1 = (2k ( p-1 ) + 1 , 0 , . , . ) ., c " ..

dire 03B2’p Pkp . Alors = 2k+1 ; il évident Àl Pkp s’ ann-
le sur les éléments dû degré  2k , et il reste à ,montrer qu’il s’ anii.il. ..

aussi sur le degré 2k . Par double transposition, on voit qu’il tl....



k
le prouver lorsque le groupe G est Z . Alors P est la puissance

et tout revient à vérifier que l’opérateur de Bockstoin 03B2’p s’ar ...-
le sur x’p quand le degré de x’ est pair; cela résulte aussitôt de la

formule donnant le Bockstein d’un produit.

Ainsi la proposition est démontrée lorsque la suite 1 = ... ~

a.....) Il un seul terme ~ 0 ( si a. = 1 , c’est évident). Passons au cas

général: si a1 == 2k(p-l) , on a St x’ = Pp y’ , avec

. de plus, n(l) = 2kp - q(I) , donc si deg(x’)  n(l). ~ on a 2k ,

d’ °ù . P~ y’ = 0 . Si maintenant a, == 2k(p-l)+l , on a St~ x’ = P) y’ ,
avec deg(y’) = deg(x’) + q(l) - 2k(p-l)-l ;
de plus, n(l) = 2kp + 2 - q(I) , donc si deg(x’)  n(I) , on a

, 

deg(y’)  2k+1 , donc /3’ P y’ = 0 . Ceci achevé la démonstration.

Avant d~énoncer le théorème fondamental qui va suivre, introduisons la
notation suivante : si 1 désigne une suite canonique de première espèce

... , ai , 0 , ...) ,avec 0 , on notera r la suite de deuxiè-

me espèce ... , Ili ’ 1 , 0 , ...) ~ qui est aussi canonique. Dans le
cas où I=(0~0~...)~I’ désignera (1~0~...).

Théorème 1.- Soit G un groupe abélien tel Que pG = 0 , et soit n un

entier ~ 1 . Pour chaque suite canonique de première espèce 1 ~ telle 3ue

l’application St~ : TT , n ; G) -~. n ; G) est

un isomorphisme sur un sous-espace vectoriel. Qu’on notera A ( ( 03C0 , n ; G) .
Pour chaque suite canoniQue de première espèce I , telle ue 

(ce qui équivaut à n~ n(l’)) , l’application 

Hn+1(03C0 , n ; G) ~ An+1(I’) ( 03C0, n ; G) est un isomorphisme sur un sous-

espace vectoriel, qu’on notera A T ( 7T y n ; G) Enfin. A*( 03C0 , n ; G) 

somme directe de tous les sous-espaces AI(03C0 , n ; G) (pour n(I)  n) et

n ; .G) (pour n(l’) ~n) . 
.. 

"

(On observera que chaque espace A ( n ; G) est canoniquement iso-

morphe à Hom( G) n ; G) , et que chaque espace A" (il , n ;
est eanoniquement isomorphe à Hom(. G) n ~ G)) .

3.- Démonstration du théorème 1.

Rappelons (Exposé 15, paragraphe 4) qu’à chaque suite canonique 1 ~ do



première espèce, et à chaque entier on a associé un 

qui est un isomorphisme sur un sous-espace Zp) ? et qu’à

suite canonique l’, de deuxième espèce, et à chaque entier n 3 n(I’) , on

a associe un homomorphisme

qui est un isomorphisme sur un sous-espace A~,( n ; Z ) . De plus,
A ( TT . n ; Z ) est somme directe des A.,( n ; Z ) (pour n(l) ~ n) o-~.

des A-,( TT , n ; Z ) (pour n(I’)  n) . Rappelons aussi la définition

récurrente de si 1 = (0 , ...) y on a = -r ; si

I = a~ ,...), avec a~ = 1 . ~ égal à 0 ou l) .

posons K = (a~ ~ ...) ! alors

(Observer que n(K) I’ = (l , 0 ~ ...) , on a

g~,(n) = o-~’~p ! si l’ =(a~ , a~ ,...), avec a~ = 2k~(p-l)+ u~ , on

pose encore K’ = (a~ ...) ~ et on a les mêmes formules que ci-dessus (en
y remplaçant 1 par l’ et K par K’ ). 

Nous voulons étudier maintenant les relations existant entre la décompo-

directe Zp)= 03A3I AI(03C0 , n ; Zp) + AI’ (03C0 , n ; Z )
et les sous-espaces AI( TT , n ; G) et &#x26;!’( 03C0 , n ; G) , images de

H~( TT , n ; G) et H~( n ; G) par les applications St~ . Pour cela,
nous allons ordonner totalement l’ensemble des suites canoniques 1 ~ par .

l’ordre lexicographique : Si 1 = (a~ , ... y a~ y ...) et

J = (b1 , ... , b. , ...) sont distinctes, on é crira I ~ J si , i dé si-

gnant le plus petit des i tels que a~ b~ on a a~  b~ . Cela étant,
le théorème 1 résultera évidemment du

Théorème 1 bis.- Pour chaque suite canonique de première espèce I ,

telle que n(l)  n , l’application Hn( TT y n ; G) ~ Hom(AI (03C0, n;Zp) , G)

définie par StIp est un isomorphisme : pour chaque suite canonique de pre-
’ 

mière espèce 1 y telle que n(I)  n+1 , l’application n ; G) ~

Hom(A..,( T!’ ~ n ~ Z ) y G) St~ est un isomorphisme. Pour chaque



suite canonique Éc première espèce I g telle ue n(I) £ n , l’image de

Hn( 03C0 , n ; G) ~ An+q(I) fl , n ; G) est orthogonale aux
P 

~~’ °°

" , n ; zp> reiatifs à ies SUites canoniques J 

de douxième espèce) telles ue J g I . Pour chaque suite canonique de pre-
mière %,gp,§çe I , telle ue n(I)  n+1 , de

StIp : Hn+1( fi’ , n ; G) ~ An+q(I’) ( V , n ; G) £st orthogonale aux

A ( fi n o z ) relatifs à toutes les suites canoniques J (de première cu

àç_ deuxième e_sp§ g,e ) telles ue J  I ’ .

Pour la démonstration, on utilisera la notation suivante :

si G , n ; G) ~Hom(Ap+1 ( fl , n j Z ) , G) , et si
, 

x E à ( 03C0 , n ; Z ) , on notera £ x , x’ ) l’élément de G , image de x

n+q . P 
/’

par l’ homomorphisme A 
nl’oq 

( fi , n ; Z ) p --p G défini par x’ . On convient

en outre que  x , x’ > est défini, et égal à 0 , quand x E A* (03C0 ,nj Zp)
et x’ É À*( fl , n ; G) sont de degrés différents.

’

Nous nous proposons d’établir les relations.suivantes : 1
~~~ ~ ~~j ~~ .~ °’°° ~~~~ ’ ~~ ~ ~ ’

, 

x’ 6 X9( fi , n ; G) , I désignant une suite canonique de première
espèce telle que n(I)  n .

 7> .  n> t , St§ Y’ > = 03C6p t , Y ’ > Pour t ~p W ,
y’ é Hn+1( TT , n ; G) , I désignant Une suite canonique de première
espèce telle que. n(I) £ n+1 .

~~~ ~ ~~§ ~~ ~ °°°’ ~ ~~~ ’ ’ ~ ~ ~~ ?

I désignant une suite canonique de prenière espèce telle que
n(I) $ n ,, et J une suite canonique de prenièrc espèce telle

que J  1 .

~~~ ~ ~~j ~~ ? ’°°’ 9 p" ’ ~~ ’

I désignant une suite canonique de première espèce telle que
n(I) $ n , et J une suite canonique de deuxième espèce telle

que J g 1 ..

( 1°)  gj(n) S , S(§ Y’ > * ° pour S é "/P’ E , Y’ é n ; G) ,

I désignant une-suite canonique de première espèce telle quc
- n(I),  n+1 , et J une suite canonique de première espèce telle



que J~I’ . . 

(11) gj(n)t , St~ y’ > = 0 G) ,

1 désignant une suite canonique de première espèce telle que

n(l) ~ n+1 ~ et J une suite canonique de deuxième espèce telle

que J~I’- .

Il est clair que ces relations établiront le théorème 1 bis. D’ailleurs

elles sont triviales si q(l) = 0 , car St est alors l’application iden-

tique, g-(n) est 03C3n , et g-r,(n) est Nous allons prouver les

relation (6)-(ll) par récurrence sur q(l) .

On va se servir de la formule récurrente (5) . Nous posons donc

On a posé K = (b~ , . o . ) , et L = (a~ , . a . ) . Observons que si J q I et

q(J) = q(I) , on a n(J)  n(I) , donc n(J) £ n si n(I)  n ; si J / I ’

et q(J) = q ( I ’ ) , on a n ( à )  n ( I ’ ) , donc n ( J ) £ n si. n ( I )  0

Remplaçons StIp et gj(n) par les valeurs précédentes dans le premier
P . 

’ 

.

membre de l’une quelconque àes relations (6)-( 11) à démontrer ; dans (8) ,
par exemple, on obtient .

( on a tenu compte de la commutation des St avec la suspension t03C3 ).
On est ainsi ramené au cas où n = n(J) . et où g.r(n) commence (à gauche)

par 03B3p p ou 03C6p .Si a. = b1 , on va prouver que 1’ expression (12) ou (12’)
est égale à s

ce qui nous ramènera au cas où. la suite I est remplacée par la suite K ,
telle que q(K)  q(I) ; ceci démontrera (6) et (8) par récurrence. Si

al  b1 , on montrera que l’expression (12) ou (12’) est nulle, ce qui 
tre (8). On raisonnera de même pour les autres cas. On voit que tout revient



à prouver les lemmes suivants i

Lemme 1. - Soient x E À ( T7 , n ; Z ) de degré pair, et

i’ E A*( 7i , n ; G) tcl que 03B3p x et aient même degré. Alors
,- 

~ ~

Lennc 2. - Soient x é Ji ( 03C0 , n ; Z ) de degré pair, et

x’ C À*( 03C0 , n ; G) tel que 03B3p x et j3 ’ 
1 aient même degré. Alors

P , P P

’ 

Lemme 3.- Soient x ~ A ( TT , n ? Z) de degré pair, et
2014’2014 ~ p 

,

x’ ~ A*( 03C0 , n+1 ? G) tels que 03C6px et aient même degré ; alors

. 

Lemme . - Soient x E À ( W , n j Z ) de degré pair, et

x’ C A*( 03C0 , n+1 ; G) tels que iq x et j3 ’ aient même degré. Alors
P . P P .

Démonstration àes lemmes 1 à 4 : dans lcs hypothèses du lemme 1 , si le

degré de x est  2k , le degré de est  2kp , donc celui de x’
P

est  2k , et par suite Pkx’ = 0 (Exposé 15, corollaire du théorème 3).
P 

,

Il reste à examiner le cas où, dans les hypothèses du 16none 1 , x et >i’

ont le. même .degré 2k , 0 0n va prouver la relation

sous ces hypothèses. Si le.groupe G est Zp’ la relation s’écrit
~ Y x ~ = ( x , x’J> ; elle résulte de la détermination de l’algè-

bre de cohomologiè H*( n ~ Z ) faite au paragraphe 5 de l’Exposé 9 ,
Il s’ensuit que l’opération homologique (dans H ( n ; Z )) dont la

puissance p-ième. des éléments de degré 2k est la transposée, transforme

Y (x) dans x , pour x E TT y n ; Z ) . Par transposition dans

obtient la relation cherchée.

Passons au lenme 2. Si x est de degré . 2k , /3’ est de degré

2kp , donc x’ est de degré 2k-1 , et par suite ’ P P 

/3 
°



est nul. D’où le lemme 2.

On prouve de nome le lemme 3 : si deg(x)  2k , le degré de PpX’ cet

2p(k-l)+2 , donc le degré de x’ est  2k - 2(p-1) 2k , et par suite

= 0 .

Enfin, passons au lemme 4 , en nous rappelant que = dans

A ( n ; pour p = 2 (cf. théorème 1 de l’Exposé. S) j il vient

et on est ramené au lemme 1 . 
’ ’

~ 

Ainsi sont démontrés les lemmes 1 à 4 , par récurrence sur q(l) ~
les relations (6) à (il) ~ lesquelles entraînent le théorème 1 bis par

suite, le théorème 1). ,

Problème ouvert : si 1 est une suite canonique de première espèce~ le

sous-espace n ; G) est-il orthogonal à tous les espaces

Aj( n ; Z ) relatifs aux suites canoniques J autres que 1 ? Et le

sous-espace n ; G) est-il orthogonal à tous les espaces .’

relatifs aux suites canoniques J autres que r ? Nous no

savons pas répondre à cette question (voir Appendice ci-dessous).

4.- Détermination de toutes les opérations cohomologiques additives

TD 2014~ G) , uand pG = 0 . 
’ 

’ 

’

Elles correspondent aux éléments do A*( n ; G.) (cf. le préambule

de l’Exposé 15)~ et sont donc nulles pour 0  q :n . On supposera 

Comme dans l’Exposé 14, nous noterons T(u) l’opération cohomologique
définie par un élément u ~An+q( 03C0 , n ; G) . 0 Toute opération cohomologique

additive 2014~ G) est canoniqucment la somme d’opérations

cohomologiques dont chacune est associée à des sous-espaces

7f ~ G) , resp. A ( n ; G) du théorème 1 ~ pour les suites

canoniques 1 de première espèce telles que n(l) ~. n et q(I) = q ~
resp. n(I) ~ n+1 et q(I) = q-1 . Tout revient à expliciter une opération
associée à un élément de AI(03C0 , n ; G) , resp. de une

telle opération sera appelée opération élémentaire de première espèce, resp.
de deuxième espèce.



Détermination des opérations élémentaires de première espèce :

Une telle opération TT) - G) est de la forme T(u) , où

u est de la forme avec x’ n, G) , et 1

est une suite canonique de première espèce? telle que n(I)  n et 

Donc une telle opération est déterminée par le choix d’une suite 1 et d’un

homomorphisme 03BB : n ~ G , ou, ce qui revient au même, d’un homomorphisme

03C0/p03C0 ~ G . En vertu de la relation (8’) de l’Exposé 14, on a

= pour ~ ;T1[) . Mais il est évident

que l’opération T(x’ ) : 2014~ G) est simplement l’applica-

tion définie par l’homonorphisme ~ : Tf 2014.~- G des coefficients.

Ainsi, l’opération élémentaire définie par la suite canonique 1 et

l’homomorphisme 03BB s’obtient en faisant d’abord l’application

Hn(X ; 03C0) ~ Hn(X ; G) définie par A . puis en effectuant la transforma-
’ 

tion de Steenrod StIp : Hn(X ; G) ~ Hn+q(X ; G) , q désignant l’entier
’ q(l) .

Remarques : cette même opération élémentaire peut se décomposer aussi

comme suit : on effectue l’application naturelle ~ HT (X? 03C0/p 03C0),

puis l’opération StIp : Hn(X ;03C0/p03C0) ~ Hn+q(X ; 03C0/p03C0) , et enfin l’appli-

cation 2014~ G) définie par À .

. Détermination des opérations élémentaires de deuxième espèce :

une telle opération H~(X ;’!T) 2014~ H~~(X ; G) est de la forme T(u) , où

u est de la forme StIpy’ , avec y’ C Hn+1(03C0 , n ; G) G) , et

I est une suite canonique de première espèce, telle que n(I)  n+1 et

q(I) = q-1 . Donc une telle opération est déterminée par le choix d’une suite

1 et d’un homomorphisme 03C0 ~ G . On a alors 
’

. 

T(StIpy’). 03BE= StIp(T(y’).03BE) pour 03BE ~ Hn(X ; 03C0) . Tout revient à dëter-
’ 

miner l’opération cohomologique

définie par la donnée d’ un homomorphisme  ô 
p 

03C0 ~ G . Alors toute 

ration élémentaire de deuxième espèce s’obtiendra en composant l’opération

T(y’) et une opération St ~ I désignant une suite canonique de première

espèce, telle que n(I) Ç n+1 et q(I) = q-1 . 
’



Proposition 4.- L’opération T(y’) définie un homomorphisme

é D03C0 ~ G autre que l’ opération de Bockstein généralisée, défi-

nie comme suit : soit r C Hn(X ~ ’~ ) 9 Inapplication naturelle
......~ associe à ~ un homomorphisme

g : H.(X) -...~ Considérons l’application composée

ou ~ désigne de Bockstein en (Exposé 8, paragraphe

2) ; l’image de l’application composée est contenue dans le sous-groupe

n ; Z ) laquelle défi-nit à son tour un élément de Hn+1(X ; TT) ; en composant avec l’application
H~~~(X ; TT) 2014~ ~~(X ; G) définie par U : .,~ 2014~ G ~ on obtient un

’ P . 

~ P

élément de Hn+1(X ; G) , qui est le transformé de 03BE é par

l’opération"de Bockstein" que l’on voulait définir.

Démonstration : soit f~ : X2014~ n) une application de la 

se définie par 03BE ~ Hn(X ; Tr) (Exposé 14, corollaire du théorème l) .

Considérons le diagramme commutatif

L’application composée de la ligne supérieure Z ) 2014~ G définit

l’élément ~ ~ Hn+1(X ; G) , transformé de $ par T(y’ ) t il suffit de

remonter aux définitions. L’application composée de la ligne inférieure

H n (X) ~ ff est l’homomorphisme g défini S cori-

mutativité du diagramme montre alors que fi est le transformé de f par

1 opération Bockstein" définie dans l’énoncé de la proposition 4 , q~

est ainsi prouvée.
Remarque : on peut,, d’une manière naturelle, associer à chaque homomer-

phisme ’ /U : P 
TT ~ G ( G étant un groupe abélien tel que pG = 0 ) une

classe d’extensions de groupes abéliens

et on obtient même ainsi une correspondance biunivoque entre les éléments de
ù ’, G) et les classes d’extensions de fi par G (voir le livre à

P 
.



paraître de CARTAN-EILENBERG, Homological Algebra, Ch. VII, Exer. 8 ; voir

aussi [l] ~ theorem 26.5). Or la donnée d’une suite exacte comme ci-dessus

définit une suite exacte de cohomologie ; on peut montrer que son 

"cobord" : H~(X ;n) ~ G) est, au signe près, l’opération 
Bockstein généralisée.

Autre remarque : comme dans le cas d’une opération élémentaire de 

mière espace, une opération élémentaire de deuxième espèce, définie par 
suite canonique 1 et un homomorphisme U : Tf 2014~ ~ ~ peut 

. 

aussi se

décomposer comme suit s on effectue d’abord l’opération de Bockstein

H~(X ,~) 2014~ Tf) (relative à l’application identique

7T-~ puis on fait H~~(X ; ~ H~~(X ~ 

q désignant q(l)+l ; enfin, on fait l’application

_9. Hn+q(X ; G) définie par l’homomorphisme  : p TT ~ C . *

Remarque finale : lorsque TT = G , avec pG = 0 , et que est 

plication identique de G , l’opération de Bockstein 
i

G) _~. G) est évidemment la transposée de

Z ) ~ H (X ; Z ) . Autrement dit, c’est l’opération 

En particulier, l’opération de Bockstein n ; G) ~ Hn+1(03C0, n ,_ G) >

n’est autre que l’application Hom( §il , G) 2014~ G) induite 

l’inclusion p03C0 ~ Tf . Revenant alors au théorème ly on obtient :

. Corollaire au théorème 1 : soit un groupe abélien tel pue 0 . ;

Alors, pour G tel ue pG = 0 , A*( 03C0 , n ; G) est somme directe des ima-

ges (biunivoQues) des StIp : Hn( Ti , n;G)2014.> Hn+q(I)( TT , n ; G) rétifs
à toutes les suites canoniQUes 1 (de première ou espèce) 
que n .

5.- Complément dans le cas p = 2 .-

Les opérations de Steenrod" Sta2 sont définies pour toute valeur ci

l’entier a ~ 0 ; on les note aussi Sq ("carré de Steenrod") .

Par définition~ on a = ~ ’ et, en particulier, Sq = *

De plus, si G = Z~ ~ on a = ~ (carré de ~ ) lorsque 
’°~’

est de degré 2k. Tout cela n’est qu’une spécialisation de propriétés 
bles pour tout p premier. Mais~ pour p=2 ~ on a en outre :



Proposition 5.- Dans l’algèbre de cohomologie H*(X; Z2) , on a
. Sq2k+103BE = 03BE2 pour 03BE de degré 2k+l .

Démonstration : désignons par TT le groupe cyclique d’ordre 2 y et

soit x’ la classe fondamentale de H~~~(T!’ ~ 2k+1 ; Z~) . Il suffit de

montrer que = x’ . Or, utilisons la détermination de l’algèbre
de cohomologie H*( 2k+l ; Z~) faite dans l’Exposé 10, théorème 2 ; on

voit qu’il suffit de montrer : 1° que Sq2k+lx’ est orthogonal aux 
de A.~( H’ y 2k+l ~ Z~) situés dans l’image de la suspension 1 2~ que 1 on

a .

y désignant le générateur de A~, .( 2k+1 ; ~ ) (qui est un groupe
cyclique d’ordre 2).

Démontrons l’° : si u 2k ; Z 2 ).~ , on a 
,

et comme t03C3x’ est de degré est nul (cf. proposition
3 ci-dessus). Démontrons 2° : on a y = désignant le générateur
de 2k ; Z~) . Donc ~y = qui, d’après l’Exposé 8 (propo-

sition 1) , est égal à Ainsi 

ce qui, diaprés le lomme 4 ci-dessus, est égal à x , t03C3x’> == y , x’ > "

Ceci achevé la démonstration.
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APPENDICE ..

A la fin du paragraphe 3 y on a posé le problème de comparer les deux

décompositions directes de A*( 03C0 , n ; G) : celle donnée par le théorème 1,
et celle qui résulte (par transposition) de la décomposition directe de

A*( 03C0, n ; Z ) suivant les n ; Zp) et les A-,(TT , n ; Z ) .
Nous ne savons pas résoudre ce problème, mais on peut faire quelques remar.-
ques.

La décomposition directe de A~( T~ n ; G) donnée au théorème 1

provient~ par transposition~ d’une décomposition directe de A ( n ~ Z~)
qui ne dépend pas de G y et qu’on va expliciter. 

’ 

Notons St" l’opération homologique dont St est la transposée. Soit

alors 1 une suite canonique de première espèce, telle que n(I)  n ; on

notera n;Z) l’intersection des noyaux des

St~ : A~ ~)( TT ~ n ; Z ) 2014~ ~n~ ~ ~ ~ ~p~ relatifs aux suites 

ques J de première espèce, telles que J, t I n(J) n et q(J) = q(I) , et de.;

~J ~ ~n+q(l)~ ~ ~ ? ~p) 2014=~ ~n+1~ ? ~ ~ ~) relatifs suites 

’ 

niques J de première espèce~ telles que n(J) ~ n+1 et q(J) = q-1 . De

même, soit I une suite canonique de première espèce, telle que
~ 

n(l) ~ n+1 ; on notera B~( n ; Z ) le noyau des
’ 

~J ~ ~n+q(l’)~ ~ ? ~ ~ ~p~2014~- ~ ~ ~ ~p~ relatifs aux suites 

niques J de première espèce, telles que n(J) n et q(J) = q(I’) , et

des St~ : ~q(i)( T~ ~ 11 ! ~p~2014~ ~n+1~ ~ ~ n ! 
relatifs aux suites

canoniques J de première espèce, telles que  n(J)  n+1 et 

Alors StpI est un isomorphisme de 03C0 , n ; Z ) sur A ( n ; Z. )
~ 03C0/p TT ; et est un isomorphisme de B-.., ( 03C0 , n ; Z ) sur

. 

~+1~~ ~ ~p~p~ ’ ° .. 

’

’ 

L’isomorphisme réciproque est un isomorphisme (naturel) 6-,. de

TT/pn sur n ; Z ) (pour n(l)  n) , resp. un isomorphisme
(naturel) ~ de p7T sur B~(~T , n , Zj. (pour ~n+1 ) . °

D’autre part, on a considérée au paragraphe 3, un isomorphisme naturel
(que nous noterons simplement g.. ) de TT/p(T sur n ~ Z~) ,

pour n(l) n ; et un isomorphisme naturel. (que nous noterons
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simplement g~) de sur A~(7ÏB n ; Z ) , pour n(l)~ n+1 . a

Il s’ agit de compare les deux décompositions directes y de

n; Z ) : l’une, suivant les n; Z~) et les

A-,(TT y n ; Z. ) ; l’autre, suivant les BI(03C0 , n ; Z ) et les

BI’(03C0 , n ; Z ) . On peut écrire, a priori, pour x et 

les 03B1
JI 

étant des homomorphismes naturels ~ lï/p 

et les étant des homomorphismes naturels .

Démène~ pour y~ et 

les Y étant des homonorphismes naturels 03C0 ~ Tf /p 03C0 ,

et les (03B4 JI étant des homomorphismes naturels TT ~ p03C0 . 

,

Il résulte du théorème 1 bis que 03B1II est l ’identité , et que 03B4II
est l’identité ; de plus, 03B1JI = 0 pour I ~ J , et 03B4JI = 0 pour

I ~ J . De plus, on voit facilement que tout homomorphisme naturel

03C0/p03C0 ~ p03C0 est nul. ainsi que tout homomorphisme naturel

p03C0 ~ 03C0/p03C0 . Donc 03B2JI = 0 , 03B3JI = 0 . Enfin, on voit facilement que
tout homomorphisme naturel 03C0/p03C0 ~ 03C0/p03C0 , resp. p03C0 ~ p 03C0 , est

de la forme x ~ kx , où Zp . Tout revient, finalement, à déterminer

les éléments Z et ~ Il est plausible de

conjecturer qu’ils sont nuls.

En tout cas y on voit que


