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Séminaire H. CARTAN, E.N.S., 1954/55. 14-01

OPERATIONS COHOMOLOGIQUES, I.

(Exposé de H. CARTAN, 7.3.1955)

N.B. : La matidre de cet exposé et des deux suivante.a été remanide apres expo-

sition, en vue de la présente rédaction.,

st

Dans cet Exposé, nous nous proposons de développer 1'idée indiquéc dans le
paragraphe 3 de 1'Exposé 1. Comme le cadre des epaces topologiques les plus géné
raux ne permet pas une théoriec satisfaisante, nous adopterons ici, avee Filenberg-

Maclane [ 1], le cadre des complexes CSS (complexes "semi-simpliciaux corplets” au

sens d'Eilenberg-Zilber [2]), qui comprennent comme cas particulier les complexce

singulicrs des espaces topologiques,

1.~ Complexes (SS.

On a défini une notion de complexe dans 1'Exposé 12. Nous nous bornerons ic.
au cas des complexes sur l'anneau Z des entiers ; ainsi un complexe X ¢ot une

somme directe E X de groupes abéliens libres, munie d'applications linéai-

res 120
: =K =K i<
d; = Kq_—* Kq—l et s, = - el (0g1i<q)
satisfaisant aux relations
(1.1) didj+1 = djdi , (i<3)
(1.2) 535,151 = 535 (1<)
\ - - .
(1.3) dj+1si = Sidj (1< 3j)
(1.4) disj+1 = dei (1 <3j)
(1.5) disi = di+1si = identité.

Les di ‘s'avpellent les opérateurs de face, les Ss opérateurs de dégénéress

cence.

Un tel complexe est un comnlexe CSS si, pour chaque q , la base du groupe
Xd est domée (les é1léments de cette base prennent le nom de simplexes), et si

les di et les s transforment les é1éments de base dans des éléments de teace.
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Si X et X' sont deux complexes CSS, une application CSS

f:X—=>x
est une application linéaire qui envoie les simplexes de Xq dans les simplex 3
de Xé et satisfait & fdi = dif ’ fsi = Sif . Deux telles applications £ ¢t

g seront dites CSS-homotoves si, pour chaque q > 0 , on a g+l aprlications

linéaires ki : Xq - X&+l (transformant les simplexes de Xq en simplexse de
lé+1 ) qui satisfassent aux conditions suivantes :
(2.1) TR k8, (i <3j)
(2.2) kj+lsi = Sikj (1 €3)
(2.3) d5,1k; = kidj (1<3j)
(2.4) dikj+1 = kjdi A<
(2.5) 9 o1¥501 = G300k . (1 <q)
(2.6) doko =f, dq+lkq =g .

Alors k = E (-l)iki est une homotopie (au sens classique) de f 2 z ,
O<i<g .

si on munit X et X' des opérateurs différentiels 4 = E:: (—1)ldi . L'opéra-

teur k (de méme que d ) passe aux complexcs normalisés kN et X& (quoticnts

de X et X' par le sous-groupe des élémenis de la forme ;X 5 Tesp. g,x! ),

ainsi d'ailleurs que f et g ; dans les complexes normalieés., k est alors

une homotopie de f & g .

Soit X un complexe C3S ; on a la notion évidente de gous-complexe ¥

(pour chague q , le sous-groupe Yé<: X est stable pour les =h ot los

et a pour base unc partie de la base de Xq ) 3 d'ol la notion de complexe-

quoticnt X/Y :{E)C)Xa/Yd » muni des s, ct.des d, obtonus par passage au

quotient. Le normalisé (X/Y)N s'identifie au quotient’ XN/YN (quoticent de
groupes abéliens munis d'opérateur différentiecl 4 ).

Soit X un'complexe C3S, et soit G un groupe abélien de coefficiecnts. On
notoré Cn(X;G) le groupe des n-cochalnes normalisdes de X , c'est-a-dire diz
applications des simplexes de Xn dans G qui s'annulent sur les simplexes dé-
générés. L'opérateur différantiel -4 : X - X définit, par transposition,

1'opérateur cobord

$ : c™(x;6) —> ™ 1(x;0)
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tcl que 68 =0 . Lo no 7%(2;6) de & a - lcs (normali -
=C., yau (%3G e se compose des n-cocyclcs (norrull

sé3) ; le quotient de 2"(X;G) par 1l'image de S s Cn—l(X;G) - ¢M(7;0) s

iy

ot

. Nyar o
le groupe de cohomologie E (X;G) .

Une application €SS de X dans X' définit des homororp ismcs
ng. n . . . .
B (X';G) —> HY(X;G) , et deux applications CSS-homotopes (ou méme simplimint o-
motopes, au sens classique) définissont le¢ méme homomorphisme des groupcs de co-

homclogie.
Znfin, ranpelons que si on a une suite exacte de complexes CSS ¢
0—=>Y—=X—XY—0

on a unc suite exacte de cohomologie

co = W(/T6) — HE(X;6) — HR(Y;6) = B /e) — ...

Cas des espaces tovologigues : si W ost un'espace topélogique, le com—
plcxe singulier (simplicial) S(J¢) est un complexe CSS ; toute application con-
tinue )¢ — OC ' définit une application CSS des complexes singuliers
s(XC) = 8(X') ; toute déformation (topologique) d'ime application continuc
dans unc autre définit (par'subdivision simpliciale du prisme de déformatigp)ﬂ
une CS3-homotopie des apnlications correspondantes S(JC) — S(XC') . Tout?;gzg—
ce Qé d'un espace X définit un sous-complexc S(?J) de S(X) ; la ccho-
mologie de S(DC)/S(?J) est la cohomologie rolative HY(OG mod ?f;G) .

2.- Soit T un groupc abélien. Les complexes K(T,n) ot L(TT,n+l) , défi-
nis dans 1'Exposé 13, paragraphe 5, sont des complexes CSS, munis en outre d'unec

multiplication (chaque KO(TT,n) , Tesp. Lq(ﬂ',n+1) , cst un anneau commutatif) ;

K(T ,n) est un sous-complexe de L(T,n+l) , ot ce dernier cst acvelique. Four
a<n, Kq(TV,n) et Lq(TT,n+l) ont un seul simplexe (41lément de base), 1'41&-
ment unité lq dc l'anncau., Pour q = n , Kn(TT,n) et Ln(TT,n+1) coincident ;

un n-simplexe est défini par un é1ldment de T

L'apnlication b qui associe & chaque n-simplexc cet élément de T est

une cochaine, élémont de C"(L{wmn+1);m) , appelée cochaine fondarontale de

L{M,n+1) . On définit et note de méme le gcocrcle fondamental de E(T,n) .

Enfin, pour q > n', il existe un simplexe y de Lh(ff,n+1) et un seul
tel que, pour toute suite d'entiers i1 9 eee iq—n distinets et <q ,

diq «- diq_ﬂY soit .un simplexc donné de. Ln(TT,n+1) .

Soit maintenant X wun complexe CSS, et u une n-cochaine, élérent de

¢™(%;G) . A chagque g-simplexe x de Xq , associons l'unique q-simplexe 1_
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de Lq(TT,n+l) si gq<n j;ctsi g»n, associons & x 1l'unique gq-simplexe
vy de Lq(TT,n+l) tel que

(3) | uldsy-edig x) = b(dip..dig p y)

pour toute suite d'entiers distincts ¢t < g . I1 est évident que

il’ e .,iq—
la rclation (3) définit une correspondancc biunivogue entre 1'ensemble o ()

et 1'enscmble des anplications 0SS de X dans L(7,n+l) . On notera 2, Llom-
plication associde & une cochaine wu . Il cst clair que - est le preduih dos
applications g, et g, s c'est-a~-dire 1l'anplication qui, & chague simplcxc ¥,

associe le produit (gux).(gvx) dans 1l'anncau Lq(TF,n+1)

L'application g, * X = L(T,n+l) est l'unique avplication CSS qui trens-

forme la coghainc fondamentale b de L(T,n+l) dans la cochalne u .

Pour que 1l'application g, Ppronne ses valcurs dans ls sous-complexc
K(T,n) de L(W,n+l) , il faut et il suffit que la n-cochaine u soit un co-

. e o n
cycle. On obtient ainsi une correspondance biunivoque entre Z(X;1r) et l'e

scmble des applications CSS de X dans X(T,n) ; on notera f =~ 1'apnlica:icn
X = K(7",n) associde & un cocycle u € 2R (Z;TT) £y ©St 1o produit dus
spplications f_ et f_ . L'application f ¢ X =2 K(T,n) est l'unique arnli-
cation CSS qui transforme lc cocycle fondamental b & 72 (K(TT,n); TN) dans 1o

cocycle u .

‘Théoréme 1.- Pour guc les applications fu et £ s X = K(7T,n) définics

Ny . iq - . s ,
par deux cocycles de 2 (X;TT) soient homotopes, il fsut ot il suffit que u 2%

v soicnt homologues (i.e. définissent le méme élément de la cohomologie

HY (X3 ) ).

Démonstration ¢ la condition cst nécessaire ; d'unc facon précisc, si u
ct f sont homotopes (au scns classique, q1i a priori est plus faible que 1o
bSS-homctop;e), alors les deux homomorvhismes gl (TTyn;T) —> Hq(X T) définis
par fu et fv sont egaux pour tout gq , ot en particulier la classc fondamer-
tale de H™(T,n; ) a momb image dans 1 (X T0) 5 autrement dit, uw et v

ont mime image dans H© (X )

Montrons rcintenant que la condltlon est suffisante ; plus précisément, ci
les cocycles u et ‘v sont homologues, alors les applications fu ot fv sont
CSS-homotopes (il en résultera que, pour fu et fv , 1l'homotopie au secns clas-
sique équivaut & la CSS-homotopie). Soit donc u-v = §w, avec W € Cn*l(X;G)

On va d'abord construire une CS3-homotopic de £ ( £ dsignant 1'ec-

f X
sw ° o
plicaticn triviale définic par le cocycle O ), comme suit : soit
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s: L (T,n) -€>Kq+l(Tr,n) 1'apolication de "suspension", composée de

;I ot do : I taonlicet . am
€ Lq(TT,n) — Lq+l(TT,n) ot de p @ Lq+l(T‘,n) — Kq+1(TT,n) . Ltapnlicet.om

£ est définie paer l'application Cn_l(ﬁkq;TT) - Cn‘l(glh :T0) qui, & chagus

+1°

cochaine u.é.Cn—l([kq;TT) , associc la cochaine v e.Cn‘l([)Q+1;TT) tolle quo

v(mo,...,mn_l) =0 si m =0,

= u(mO—l,...,mn_l—l) si m >0
(avec les notetions de 1'Zxposé 13, peragraphe 5). L'application p ost définic
v 1. P " " n-1 . n < 11
par l'application "cobord" C ([§q+l,YT) -7 (lﬁq+l’1‘) .

s . ', PR Ae Tl ==t
30it elors k X - Kq+1(Tr,n) 1'application composéc O o g .« Il =8

immédiat que

¢ — La — .
(4) s, k=ks, , 4  k=Xxd , dk=ILg

(observer que p o g, = fsw) . Définissons decs applications

LI Xq - KQ+1(TT,n) , pour 0<1i<q, cn posant

' Cponia i
ou encore 3 ko =k , ki+1 = Sodi+lki H

un calcul fastidieux montre que ces k satisfont aux relations (2.1) & (2.5).

et que

= £ =7f
ke = Ty o dq+lkq "o

Pour obtenir une CSS-homotopie de f & fv , posons, pour tout simoloxc

u
x € X
X = ' w
(6) , kix = (sifvx).(kix) (produit dans Kq+l( ,n) ).
'y = (G - N (P o) = £ o«
On a d k)x = (dosofvx).(dokox) = (fvh).(%wu) =f% ,

3 1y — ) - - -
cq+1kqx = (dq+lsqfvx)’(dq+lkq“) = (fv“)'(lq) =fx,

et on vérifie facilcment que les ki sotisfont sux relations (2.1) & (2.3), =G

k, sereit remplacé par ki . Ccci achéve la démonstration.

Corollairc du théoréme 1 : si, & chaquc OsSS-application f ds 1 darc

K(TT,n) , on associc la classe carsctéristiquc de f , clest-a-~dire 1'&idm.
N/ . N n X
£ e H'(X;T) , image de la classe fondementale Beu (W,n; ) par I, =
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obticnt une correspondance biunivoque entre les classes d'applications 0SS (1e
mot "classe" étant pris au sens de l'homotopic) ct les éliments du groupe du co-
homologic H (X;T) .

Par ebus dc langage, on notera f_ l'unc quelconque dcs applications

|

X — K(T,n) ayant pour classe ceractéristique un élément donné § du
HYX;TT) ; on a done

(7) f?(@):i.

La corrcspondance biunivoque €'—9 fe est naturclle, dans 1lc s
soit h : X = X' une application CSS ; soit h™ : HM(X';7) = H'(¥;77) 1'ho-
momorphisme défini par h ; alors, pour '€ B (X'377) , on a
hlo foy = Bz

3.- Opérations cohomologigues.

Soit X wun complexe CSS ; soicnt donnés deux entiors n ct q , et devx

groupes abéliens T et G ., Etant donné dqux é1éments
e (5;m) ot uwe HY(T,n;6) ,
considérons les classes d'applications
fe: X —> K(7W,n) et £, K(7,n) => K(G,q) .

La classe f_ o f_: X — K(G,q) définit un é1ément de B1(:;G) , que nous nol -
Tu o .

rons T(u,g) . Nous définissons ainsi une loi de composition centre groupcs d. co-

’ 3 - . . . 2 o r sl

homologie. Cettc loi est associative, dens le sens suivant : si v & H (Gya3G")

la considération de 1'spplication f_ o f o fp montre que
A , z

(8 (v, T(w,5)) = T(T(v,u),%) .

On notera que

(9) T(u, ¥) = f%(u) .

Pour u € H3(TT,n;G) donné, considérons 1'application partielle
< - T(u,&) de H(X;77) dens H3(X;G) (qui n'est pas additive en général ;
voir paragranhe 5 ci-dessous) ; c'est unc fonction lindaire de u , notée ™(u) .,
D'aprés (8), on a '

(84) | T(v) o T(u).= T(T(v) .u)

pour u E.Hq(TT,h;G) et v € H'(G,q;G') . L'épplication
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T(u) ¢ HY& ) = B2(%;G) , pour un u donné, cst définie pour tous los
CSS—complexes X , ct est naturelle : si h : X —> X' est unc application CZ,

lc diagramme suivant cst commutatif

- - T(u)

P (xt ) —— 53(X';0)
ih* ¥
b T

i (x; T) ———> Hq(X;G)

Récivproquement, pour des cnticrs n ot donnés, ot des groupcs ebalion
¢ ’ 9 g P

m

T ot G donnds, considérons unc opération cohomologique

F: B ) — 23(X;G) , définie pour tous les CSS-comploxes X , o natur. 1-
le. Alors il cxistc un u & H3(T,n;G) et un soul tel que F = T{u) , & savolr
u=F(p), ol Be H (T ,n; ) désigne la classe fondamentale. C'ost évidint,
aprés tout ce qui précede.

On a donc défini une correspondance biunivoque entre les opérations conorc-
logiques (naturclles) pour n,q,7 ct G donnés, et les é1éments du groupe

Hq(ﬁ',n;G) . Cctte correspondance respecte l'addition.

4.~ Cas dc la cohomologic rglative.

Soit Y un sous-comploxe d'un CSS-complexe X , et considérons lc Cob-
complexc ¥/Y . Le¢ théoréme 1 ot son corollaire s'apnliquent au complexe /v
Pour 1l'intcrpréter, il est bon de songer que lcs applications f

Z/Y) =K (T ' ko (X -
F / ) Kq( »n) , resp. k, (z/Y)q Kq+l
biunivoque (évidente) avec les applications Xq - Kq(TT,n) , TCSD.

(tryn) , sont on correspondence

Xq —9'Kq+l(TT,n) , qui_induisent sur lc sous-complexe Y 1l'apolication triviai:
(i.e.: dont la veleur, sur chaque simplexe de . Yq , est 1'é1lément unité 1q s

’ . ‘ . : n n+lo
Proposons-nous d'interpréter 1'homomorphisme S HNY; ™) =B (4 00

de la suite exacte de cohomologie. Soit V) e H*(7; ) , et soit

rCSp. lq+1

£ :Y—=>K%(7T,n) une application de la classe corrcspondente; on cherche un.
application f5 : X/Y —*-K(Tr,n+1) de la classe qui corfespond a

5KYp e-Hml(X/Y;*(T) . Notons, par abus de langage, ) un cocycle de la clusss
dc v ; d'aprés la définition mdme de 1l'application & , on doit ruomortor .
‘en unc cochaine €e c™(x; ) , puis prendre 6%t € Zn_l(Y;TT) ; 1'anplication
fS(W) cherchée est définie ﬁar le cocycle O& . Or la cochaine % Aéfinit un.
application

X = L("T,n+1)
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qui prolonge f‘? : Y =>K(TT,n) (on identific K(T,n} & un sous-complexc o
L(T,n+l) ) ; si on compose avec la projection canonique

p : L(T,n+1) => K(7T,n+1) , on obtiont unc application X => K(WT,n+1) qui o=%
triviale sur le sous—complcxe Y , d'ol une avplication X/Y —> K(TT,n+l) ;

c'est unc application de¢ la classc cherchée féfﬂ) .

Théoréme 2.- Soit u € Hq+l(TT,n+l;G) , ot soit ou € HY(TT,n;0)

formé da u par la suspchsion (la suspension des cochaines est déduitc de 1n

[

[

o Lran:

3

suspension K(TT,n) —> K(TT,n+1) par transposition). Soit Y un sous-comploxe
de X ;simel (™) et §e /LT, ma

(5) 8 T(u,) = T, é7) € 2 (x/x;0) .
Autromont dit, le diegre me suivant est commutatif

. T(c u)
B (¥;77) ——> HY(¥;6)

$
rﬁ-ll8 T(u) +1 \L
g (/rm —— 1T (x/156)

Démonstration : avec les notations des lignes précédant 1'énoncé du théor:-
me, nous avons un¢ application g_: X => L(TT,n+1) qui>indujt sur Y ltappli-
cation f@A: Y = K(7,n) , et définit, par passagc aux quotients, unc arnlica-
tion g : X/Y = L{T,n+1)/K(™,n) ; cette derniére, composéc avee la projec-
tion p : L(T,n+1)/(K("W,n) = K(7T,n+1) , donne f5q s X/Y =» K(TT,n+l) .

Considérons lc diagramrme corrutatif

I

HY(TT,n;G). > 11(1;6)

? . A3
HU (L (7T, e 1) K (T ,n);36) B> 59 (x/v;0)

x
r .
B (7 S ne156) &m
¢ est un isomorphisme, puisque L(T,n+l) est acyclique, et le composé

(5)"1 p* n'est autrc que la suspension & j; ceci prouve la formule (9).

Réciproguc du théoreme 2 : soicnt u & HQ+1(TT,n+l;G) ¢t u'e Hq(TV:ngﬁ}

tels que, pour tout couple (X,Y) formé d'un complexe X gt d'un sous-compl ¥

Y , le diagramme

T(u')

B (Y3 7T) > 53(Y;0)
1l3‘ T(u) llg
B (/) ——— BPT(E/Y;0)



soit cormutatif. Alors u' =g u .

Démonstration : appliquens l'hypothésc au corplcxe X = L(W,n+l) ot au

sous-complexc ¥ = K(T,n) . On a un diagrarmc corrutatif

Hn(Tr . __?..(El.). q .
,n3 1) - H("T,n;G)
lS T(u) l o

' \
# (L (T, 0e1) /(T )3 1) ———> B (T ,ne1) /K T,m)50)

T

ES

p T (u) Ip
(T ne1; ) — s B, n4150)
d'olu la commutetivité du diagrarme
+1; . T(u) +1 |
(1T, n+1; ) gl (“T,11+1;G)
o T(u') I
#(w,n; W) . ———> HI(W7,n;G)

Or la classe fondementale P' € HY(T,n;T) cst o , B désignant la cleeuic
fondomentale de Hn+1(TT,n+1; m) 5 corme T(uw).B =u et T().B'=u', il

vient uw' =ocu.

5.- Opdrations cohomologiques additives.

On se propose de caractériser les élérments u € Hq(YT,n;G) tcls que 1'opé-
rotion cohomologique T(u) soit additive, i.c. 3
(10) T(u,8+%") = T(u,%) + T(uw,§') ,

quel que soit le C3S-comnlexe X et quel que soit le couplo (%, §') 4
ments de HO(X;7) .

Définition : une CSS-application f : k(T ,n) = X(G,q) scra dite
" multiplicative si le diagramme ‘
f xft
K(T,n) x K(w,n) —> K(G,q) x K(G,q)
P }

k(T ,n) —L—  k(e,q)

ol W oet v désignent les applicatidns définies par la multiplication du cor-
plexe K(T,n) , resp. K(G,q) , cst "prosque commutatif" ; ceci signific, d'une
fagon précise, que les applications Vo (fxf) et fow sont homotopes.

Théoréme 3.- Pour que 1'opération cohomologigue T(u) soit additive, il
faut ot il suffit que chaque application f : K(TT,n) = K(G,q) de_ la classs
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définic par uw soit pbesque multiplicative.

’ . . s Nt . ~ 4
Déronstration : soicnt § ot §'€ H (X; T) , et soicnt. f§ et £, dee

applications X —> K('T,n) ayant § ot §' corme classes camctéristi-‘quas.
Soit g 1l'application X — K(7,n) x K(7,n) définie par g(x) = (fg(x),fg.,(:<:)i\
pour tout simplexe x deo X . L'application composée Yo g ¢ X —'?’Kj(;»f,nﬁ a
pour classe caractéristique la sorme $+ §' . Donc f oo g: X = 1{G,q)
pour classc caractéristique T(u,f+§') . L'application

(fuxfu) o g : X —>K(G,q) x K(G,q) a pour classe caractéristique

(T(u, %), (T(w,¥')) 5 donc vo (£xf ) og: x> X(G,q) a pour classc enr cti-
ristique T(u,%) + T(w,') . La relotion (10) signific donc que les epplications

fu oHog ¢t Vo ‘(fuxfu) o g sont homotopes.

Cels posé, supposons que 1'application fu soit presque rmuitiplicative
£ oW et Ve (fuxfu) sont homotopes ; dome f oo & at Vo (fuxfu‘,‘- o g
sont homotopes, ot 1l'opdration T(u) est additive. Réciproquement, sunmosons
que T(u) soit additive ; prenons X = K(T,n) x K( T7,n) = K(TTx™,n) , vt pre-
nons pour ¥ et %' lcs élémonts de HA (T x W ,n;.'W) , irages réciproques de la
clesse fondamentele de HU(T ,n;T) pour les deux applications (7 xT,n) —>
K(Tr,n) définies respcctivement par los homororphismes (x,y) = x ot
(x,y) >y de T x T dans T (ces applications nc sont autres que la pro-
mitre ot la deuxidme projection du produit K(7,n) x K(W,n) dans K(V ,n) ).
Alors g : X => K(wW,n) x K(W,n) est l'application identiquc, ¢t par suite
f,oop et Vo (qufu) sont homotopes ; donc 1l'applimation £ =~ cst presque

multiplicative.

Théoréme 4.~ Pour gue 1'opdration cohomologique T(u) soit additive, il suf-

fit que u € HA(T,n;G) soit dans 1'image de 1a suspension
o ¢ (1 ,ne1;6) — H3(T,n36) . (ef. [1], théordne 16.2).

‘vesonstration : Soit u = o~ u' ; nous devons montrer que les deux appli-
cations fﬁ op et vo (£, x £)) de k(T ,n) x k(T ,n) dans x(G,q)
définissent le méme homomorphisme des groupes de cohomologie. D'aprés la théoric
des obstructions rappelée dans 1'Exposé 1, paragraphe 3, il existe une applica-
tion continue f : X —>Y d'un.espace X du type ‘J{(Tf,nu) dens un ¢space
Y du type I (G,q+l) , telle que 1'image ¥ de la classe fondamentelc de
Hq+1(G,q+1 5 G) soit 1'élément donné u'e Hq+l(Tr,n+l s G) . Prenons un

point a & X ot son image f(a)€ Y ; soit X' 1l'expace des lacets de
X aupoint a , et Y!' 1'expace des lacets de Y



au point f(a) . Alors f induit une application continuc g : X' — ¥' , corp
tible avee la rultiplication des cspaces X' et Y' ., D'aillcurs X' ob Y
sont dds espaces du type “K(T,n) ot H(G,q) respectivenent, ct lao classc no-
ractéristique dc 1l'cpplication g est l'image par gx de la classe fondancniol
de H%(G,q;G) ; c'ost done o u' = u . Ainsi u est le classe caractiristiqu.

d'une application multiplicative d'un cspace X' du type H(TW,n) dans un ca-

pacc Y' du type ¥ (G,q) , tous doux douds d'unc multiplication. Soit L 1'ew-
plication des complexes singulicrs S(X') —> S(¥') définic par g . Alers 1.
diagramme

hxh
S(X') x 8(X') ——> s(¥') x 3(¥")

| s !

s(xY) ———> s(y")

ou les fleches verticales désignent.les applications définies per le multipli:.-
tion des ospaces X' ot Y' , est corrutatif. En passant ala cobomelogie, on ob-

tient encore un diagrarme corrutatif, ot ceci achéve la démonstrotion.

6.~ Cas des opdrations modulo p (p premier).

Dans ce dernicr numéro, on suppose que pG = O ; sutrement dit : tout 41lé-
ment du groupe G .est d'ordre p (promicr). Alors Hq(Tr,n;G) s'identific o
noniquement & Hom(Hq(TT,n;Z ),G) , espace vectoricl des applications lindairca
du Z_-espace vectoriel H (1T,n;Z_ ) dans le prospace vectoricl G . On o donc
la notion d'un élément u E.Hq(TT,n;G) orthogonal & un sous-csvacc donnéd ¢

1l'espace d'homolosic Hq(TF,n;Zp) .

Théoréme 5.- Pour qu'un élément u.C_Hq(TT,n;G) (avec pG = 0 ) définissc

une opération T(u) additive, il faut ot il suffit gue u soit orthogonal au

scus-espace des é1lémcnts décomposables de Hq(TT,n;Zp) . (Rapoclons qu'un é14-
ment de degré q est décomposable s'il est sorme de produits d'élémonts do deo-

grés . <q ).

Démonstration : d'aprés le théoréme 3, il s'agit d'exprimer gue les deux
applications fu‘o p et vo (fuxfu) ont mémec classe caractéristique
v e.Hq(K(TT,n) x K(TW,n);G) . Or v s'identific & un homomorphisme
Hq(K(TF,n) X I'\Z(TT_,n);Zp) - Hq(G,q;zp) 2z G . On doit donc exprirer la comruiuti-

vité du diagrammc

Hq(K(“,n) T K(W,n);zp) —> Hq(K(G,q> x K(G,q);zp)

J .
Hq(K(TT ,n);zp) nd Hq(l,{(G’Q);Zp)
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s los homororphismes horizontaux sont induits par fuxfu ot fu reespectivo-
rent, ¢t les herororphismes verticaux par la rultiplication do K(T™,n) , roeo.

de X(G,q) . Autrement dit, on doit avoir corru-ativité dans lo dicgrerve

2 (T2 p) @B (Tyn52)) —> B (6,q;2 ) ®1 + 1 ®H (G,q52)

= |
i+j=q l |

H (7,n ) —_ Hq(G,q,Zp) ~ G

et pour cela il faut st il suf it que, pour 0 < i < q , 1l'application cormpocde

@ W . .
Hi(TT,n:Zp) ®>Hq 1(TT,n,u ) —™> H (\',n vA ) —> G, o @ est défini pir ~ul-
tiplication e¢n homelogic mod P ct ol q) est 1'applicetion définie par 1o
classc de cohorclogie u , soit pulle. Ceci .xprime que u est orthogonal ~ux

éléments ddcomposables de Hq(TT,n;Zp)

-Rerarque : cn supposunt toujours pG = O , unc condition nécessairs ot & f-
fisante pour que T(u) soit additive cst que 1'application
Hx(TV,n;Zp) - Hx(G,q;Zp) des algebres d'horologic, définie par
£t K(W,n) = K(G,q) , soit pwltiplicative.

(En effet, si cette anplication cst multiplicative, elle s'annule sur 1lis
produits d'élérents de H, (Tf,n yA ) ct Hq l(T!‘,n Z ) , pcur i > 0, Récipro-
qucment, si T(u) est &lethu, lp eritérec du theorere 3 cntraine que 1'eppli-

cation des algébres d'hornologic est rultiplicative).

Autre rorargue : on verrs dans 1'Exposé suivant que le sous-espoce de

Hq(TT,n;G) forné des #1éments orthogonaux oux 41éments décompossbles de 1'ro-

mologic Hé(Tr,n;Zp) » est cxactement 1'image de le suspension

Hq+1(TT,n+1;G) - H4(7,n;G) , lorsque pG = 0 . Lc thdoréme 5 & done DOUT COri-

séquence que les opérations cohomologiques additives T(u) sont cxecterent

celles assocides aux éléments u situds dans 1'inage de 1o susvension ; ceci

compléte le théoréme 3 dans le cas ot pG = O . On ignors si cc résvltet =st

encore vrai sans restriction sur le groupe G .
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