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COMPARAISON DE LA BAR-CONSTRUCTION

A LA CONSTRUCTION W ET AUX COMPLEXES K(03C0 , n) .

J. C. MOORE,(Exposé de J. C. MOORE, 14.2.1955)

Séminaire H. CARTAN, E.NoS., 1954/55. e

ERRATUM à_!’Exposé 3.- -hu paragraphe 4 , la démonstration du théorème

2 (de l’Exposé 2) est incomplète : page 3-07, lignes 4-5 , pour pouvoir

appliquer le théorème A , il faudrait avoir vérifié que l’isomorphisme

transforme l’opérateur d de dans

u x; n 2014~ (-1)~ u ~ (dn) , avec q = deg(u) . Or ceci n’est pas toujours

vrai ; par exemple, c’est faux si M est acyclique et H (A) ~ / .

Toutefois, si l’augmentation de A définit un isomorphisme ~:’ " ’’B~

~P~ est compatible avec d (Voir proposition 1 , ci-dessous, paragraphe

1).

La démonstration de l 1 Exposé 3 ~ ainsi modifiée, ne prouve donc le

théorème 2 de l’Exposé 2 que dans le cas où ~H~(A’) ~ A .

Cependant le théorème est vrai sans restriction. En effet, grâce à la

remarque qui suit l’énoncé du théorème 2 (Exposé 2 , page 2-09) ~ on est

ramené à le prouver dans le cas où M est la bar-construction J~(A) ~

et M’ est la bar-construction (h (A’) ~ l’homomorphisme A -~A’ définis-

sant un isomorphisme H(A)~H(A’) . Or on sait que, dans ce cas, et à

condition do supposer A/A et A’//B libres, H(~(A))-~H(~~(A’)) est

un isomorphisme (cf. Eilenberg-MacLane, Ann. of Math. 58, 1953, p. 55-106 ;

voir p. 84, th. 13.1~ dont la démonstration vaut même si A et A’ ne

sont pas anticommutatives).



1.- Préliminaires sur les modules différentiels filtrés.

Nous conservons les notations de 1 ’Exposé 3 pour la suite spectrale.

Soient. A une DGA-algèbre, M un DGA-module sur A , N un DGA-module

sur  (ayant une A-base homogène), un DGA-homomorphisme de M sur

N . On suppose donnée une filtration sur définie par des sous-modules

. F (M) satisfaisant aux conditions de l’Exposé 3 (p. 3-01)~ et en outre aux

conditions suivantes : (1) chaque F (M) est stable pour les opérations de

A ? (2) l’application 03C8 : M ~ N envoie F (H) sur 03A3Nq .’ 
’ ’ 

. 
- P 

, . Considérons A ~ N comme un DGA-module sur A , avec la différentielle

d(a ~ n) = (da)  n + (-1~ a ~ (dn) , où d = deg(a) . Considérons la filtra-
tion

. F N) = A N définie par le degré de N ; on a

P 

N)/F .(A A ~) muni de la différentielle de A .

Supposons de plus qu’on se soit donné un homomorphisme

pour chaque p , un homomorphisme ~ A ~ Np ;

et que ~a soit compatible avec les structures de A-module et les 
tielles d° . Su pp osons en outre que si on compose

où le premier homomorphisme est défini par l’injection et où

le dernier est n ~ (6 a)n , on obtienne l’application Mp 
~ N induite

par 03A8 .

Dans la situation précédente, 03C8o induit un homomorphisme des moduler;

de do-homologie, c’est-à-dire un homomorphisme



~ est compatible avec les structures de modules à gauche sur l’algèbre 
duée H(A) . Mais il n’est pas certain que (P soit compatible avec les diffé-

rentielles d1 . On notera que la différentielle d de envoie

a dans (-1)Ci. a ~ (dn) pour a 6 H (A) de degré ci...

Proposition 1.- Dans la situation précédente, supposons que 03C61 soit un

isomorphisme, et Que l’augmentation de A définisse un isomorphisme

/B . Alors 03C61 est compatible avec dl, et définit donc un isomor-
.phisme

Démonstration : soit u ~ H(A) , n ~ Np .Prenons m ~ M tel que
P 1 P

~(m)=n ; l’image m’ de m~F (H) dans E (M) est telle que
1 . P .

~(m’) == lS)n . Soit a un cycle de A dont la classe d’homologie soit u ~

l’image de am ~ F (M) dans E (M) est Puisque, dans F (M) ,
.. .r ’"
on a

il s’ensuit que cp (d m") == (-1) (dn) , ce qui démontre la propo s ition..

2.- La suite spectrale d’une construction.
Soit R un complexe (au sens de l’Expose 12). La notation R~r 

le complexe normalise (Exposé 12~ paragraphe l) muni de sa structure Se
-module différentiel gradué ( RN n’est pas un "complexe"). Si de plus R

est un complexe d’anneaux (Expose 12~ p. 12-02)~ alors R~ sera considéré

comme muni de sa structure d’algèbre différentielle sraduée. Rappelons que la
multiplication de’ R., est alors définie par l’application composée
R.. ~ R- ~ (R x R).. ~ RN , dont la seconde est défini-e par la multiplica-
tion de chaque algèbre R . Rappelons aussi que si la multiplication de R

est commutative, celle de RN est anticommutative (au sens strict).

Soit une construction, au sens de l’Exposé 12~ paragraphe 2.

Alors UN est un DGA-module sur la DGA-algèbre RN , pour la multiplication
définie par l’application composée ~ (R x U)N ~ UN . On va se
placer dans la situation du paragraphe 1~ A étant remplacée par R~ ~ r’’

par UN et N par U,j . L’application 03C8 du paragraphe 1 est remplacée 
l’application naturelle UN ~ U,, . Nous définissons une filtration Fp (UN)
comme suit : soit U" le sous-complexe de U engendré par les éléments de
degré p , c’est-à-dire le plus petit ensemble de U contenant U et 

pour les opérations ô. et s.. Nous posons 
’



Il est immédiat que.cette filtration satisfait aux conditions du paragraphe 1.

, 

On va prendre pour W : ~1 --~ ~ T ;5~~ U N ).’application induite

par 
P 

p

définie dans l ’Exposé 12, p, 12-02 ; f , étant compatible avec les filtra-

tions, induit bien une application -+ 69 

Si on compose, f avec, 1 ’ application 51 .S,> "7-1 - "x définie par l’aug-
mentation de retrouve bien l’application naturelle UN -+ Il

faut vérifier que 03C6o est compatible avec les opérateurs d° . Il en est 4n;5-

demment ainsi dans le cas où la constraction (R,U,V) est un produit cartésien,
car alors 1 est compatible avec les différentielles. il suffit donc de mon-
trer que la différentielle . d° de est la même que pour un produit

cartésien.

. Or un élément x fi F (U ) est une somme d’éléments de la forme
_ 

P. P+q . 

_ 
-

rp+q  sil ...siq où l’on peut supposer i1>...>iq , et p ~ Up .

Le à. de cet élément est . 

’

.1

De plus ~jsil ... siq (l x u ) p est de filtration au plus sauf si j est

égal à l’un des entiers. i2+1 , i2 , ... , i +1 , i ; si j==i
ou i . (avec )~ on a

Oh aurait évidemment la même formule si U était un produit cartésien R x ~~ .

Pour pouvoir appliquer à cette situation la proposition 1 ci-dessus, il

reste à vérifier que ~ définit un isomorphisme

Or cp~ est induite par : f ; dans l’Exposé 12, ’p. 12-02, on a défini

et une homotopie 03A6 entre et l’identité ; corme Ç .est naturelle,



~ respecte la filtration, donc (cf. l’application composée

définit, par passage à l’homologie, l’application identique. Il s’ensuit que

03C61 est. un isomorphisme. Finalement ; on a prouvé :

Proposition 2.- Si est une construction, et si = ~ ~

la suite spectrale de la filtration a pour terme E le module

HO~)~U~ ~ et la différentielle dl envoie dans (-1)~ a-~(du) .

avec d = deg(a) . On a donc E~(U~)~ H(H(~) g)~) .
3.- Comparaison de la construction W et de la bar construction.

° 

Soit R un complexe d’anneaux (non supposes commutatifs) . On notera

le normalisé du complexe W(R) défini dans l’Exposé 12 (p. 12-C4 ,

12-05). L’image de l’application composée M(R) 2014~ W(R) -~ s’identi-

fie au normalise de M(R) .

Théorème 1.- Soient A une DGA-algèbre, et R un complexe 

Soit f : A~RN un DGA-homomorphisme. Alors il existe un DGA-homomorphis-

me et un seul ..

compatible avec f, et tel que g(S(A))c o Soit 1 : OE (à) -* 

Inapplication induite par g ; si f induit un isomoRphisme 

et si (RN’)~^ , alors g : H((B(A)) est un isomor-

phisme.

(Ce .théorème, essentiellement dû à Eilenberg-MacLane, est énoncé p. 98
. du mémoire cité en [l] dans l’Exposé 12, sous des hypothèses légèrement

- différentes).

Démonstration : l’existence et l’unicité de g se prouvent exactement

comme dans la démonstration du théorème 5 de l’Exposé 4~ parce que tout cycle

d’augmentation nulle de est le bord d’un unique élément de 
.

(cf.. Exposé 12, démonstration du théorème 2). L’application g est compatible

avec les filtrations. D’après la proposition 1, on a = H(A) (A) J
la différentielle dl étant induite par l’opérateur d de (B(A) . D’après
la proposition 2, E~(W~(R)) = H(R~) et d~ est induit par l’opéra-
teur de Si de plus f induit un isomorphisme H(A) -~ H(R~) ~ nous
sommes exactement dans les conditions d’application du théorème A de



l’Exposé 3 (p. 3-04). On en conclut que g : H(~(A)) 
-~ est un

isomorphisme. C.Q.F.D.

_ 

Rappelons que si la DGA-algèbre A est anticommutative, 03B2(A) et

sont douées d’une multiplication qui en fait des DGA-algèbres anticon-
mutatives (Exposé 3, proposition 3 et théorème 4)* Il y a une propriété 

gue pour la construction H : supposons que le complexe d’anneaux R soit

commutatif (alors la DGA-algèbre RN est anticommutative) :’l’application

R x R ~ R définie par la multiplication des anneaux R est alors 

cative ; d’après le théorème 2 de l’Exposé 12, elle définit une application g

de x R) = M(R) x M(R) dans M(R) ~ qui applique R) = x 

dans 
. 

~(R) . Il est facile d’expliciter g : rappelons que = ’x .« m

et M (R) = ... ~ définissons une multiplication dan~

’~ (R) par (r ~ ... ~r ).(r. -~ ... (~ = ... ~ 

induit sur W (R) la multiplication ... ~ ro).(r’q-1 ~ ... ~ r’o) =
= (r q-1r’q-1) ~ ... ~ (r oo r’) . Pour montrer que c’est bien la multiplication
g cherchée, il suffit de prouver qu’avec cette multiplication M(R) et 

sont des complexes d’anneaux augmentés (d’ailleurs commutatifs). Or cola ré-

sulte des formules ..

et du fait quo, R étant commutatif, on a 
"

Proposition 3.- Soient A une DGA-algèbre anticommutative, R un com-

plexe d’anneaux commutatifs, et f : un DGA-homomorphisme. Alors 
DGA-homomorphismes g : B(A) ~ WN (R) et  : B(A) ~ WN(R) da théorème 1

sont compatibles avec les structures multiplicatives yce sont des 

phismes de 
’

La démonstration est la même que pour le théorème 5 de l’Exposé 4.

4.- Comparaison des constructions itérées.

. Soit R un complexe d’anneaux augmentés, commutatif. Alors est

aussi un complexe d’anneaux augmenté, commutatif. On peut donc définir, par



récurrence sur l’entier n, des complexes d’anneaux augmentés 9 3

et’ 
° ~(n~ F~ comme suit :

On posera ~~(R)=~(~(R)) .
Soit alors A une DGai-aÎgè’bre anticommutative, et f : A -~ R~ un

DGA-homomorphisme. Grâce à la proposition 3, on définit par récurrence des

DGA-homomorphismes

en convenant que est l ’homomorphisme que le théorème 1 attache au

DGA-homomorphisme g~ . Si de plus f induit un isomorphisme de H(A) sur

et ai H (R~) ~ ~ ~ alors une application répétée du théorème 1 montre

que, pour tout n ~ induit un isomorphisme de H((B ~ (A)) sur

H(W~(R)) . °

Appliquons ceci au cas où A est l’algèbre d’un groupe abélien

et où R est l’unique complexe d’anneaux tel que R - Z(~) pour tout

q (les s. et les d. étant l’application identique) ; alors = A .

. Prenons pour f l’application identique. On constate, par un calcul direct et

élémentaire, que l’application de S (A) dans est un isomor-

phisme (chacune de cesDGA-algèbress’identifie au complexe non homogène, nor-

malisé, du groupe discret ’n- ) . A partir de lè.., on est dans les conditions

d’application du théorème 1 ; on trouve donc des DGA-homomorphismes naturels

qui, par. passage à l’homologie, donnent des isomorphismes.

Il reste à montrer que l’algèbre d’homologie s’identifie,

d’une manière naturelle, à 03A6’algèbre d’homologie d’un espace du

type et que, plus généralement, pour tout anneau /~ de coeffi-

cients, $) /B) s’identifie canoniquement à /B) . Cela ..ri

résulter de la comparaison du complexe W(n) (R) au complexe d’Eilenberg-

MacLane K(’n,n) .

5.- Comparaison de avec la construction M itérée. (Cf. le mémoire

cité en [1J dans l’Exposé 12).

Soit 1T un groupe abélien (noté additivement) ; 0394q désignant le



"simplexe" ~0,l,...,q~ de dimension q, nous notons C (~~’) le groupe

des n-cochaînes alternées On peut le décrire comme le groupe des

fonctions u, à valeurs dans TT y définies pour chaque suite croissante

~m ,....~m ~- d’entiers ~.0 q , et nulle quand ces entiers ne sont pas

tous distincts ? le groupe est nul pour n > q . L’opérateur cobord

est défini par

On a ~ = 0 . On note ,Tr) le noyau de $.: -~ C~(~) ,
et B"(~ ;fr) l’image de 3 : C~’~ ~) -~ Il est classique que

;Tr) =Z~(A ~) pour n~l . 
.

Considérons la suite exacte

Déf ini s sons ~ : 
q 

;03C0) -’~ Cn ~~ 
g par

Un calcul immédiat montre que est l’identité. La suite exacte (1) 

définissent une décomposition directe 
.

à savoir : toute n-cochaîne de , . d q s’écrit d’une seule manière 

d’un n-cocycle et d’une n-cochaîne nulle sur toute suite

(m ,...,m ) telle que m = 0 .o n o

On définit des homomorphismes (de groupes abéliens)

comme suit : soit ~ : !~0,...,q~ -~{0,...,q+l} l’application telle que

B(j) = J pour j  i ,. 03BBi (j) = J+l pour j  i ; soit ~i :{ 0,...,q+1}
~ { 0,...,q} l’application telle que ~i (j) = J ~i (j) = j-1



pour j > i . Alors c~. i est défini par

et si est défini par

Il est immédiat que les cL et les s. satisfont aux identités du paragraphe
1 do l’Exposé 12. De plus, ils induisent des applications (encore notées ~i ,,
resp. s. ) de dans resp. de Zn(0394q;03C0) dans

Z~~-rr) .
Proposition 4.- L’application composée

est un isomorphisme.
’ 

En effet, on à une corrospondance blunivoque entre les n-cochaîmes cie

a q , ;t les n-cochaînes de aq+ i nulle s sur toute suite mo , ... > rn.> t.i=-ii

que m = 0 . 
’ 

.

o

Définition: les groupes Cn(0394q ;v) et étant désormais notés

multiplicativement, soit K (Tr,n) l’algèbre du groupe Zn(0394q;03C0) à coefficient

dans l ’anneau Z des entiers, et soit L (C,n+1) l ’algèbre du groupe
. à coefficients dans Z . Ce sont des algèbres commutatives à él]-
ment unité, et la première s’identifie à une sous-algèbre de la seconde. Les

homomorphismes à, i et s. définis ci-dessus induisent des homomorphismes

d’algèbres

Ainsi, 03A3 Kq (03C0,n) et 03A3 L (03C0,n+1) sont des complexes
.

d’anneaux ; l.e premier s’identifie à un sous-complexe du second; ils sont
commutatifs. Ces complexes sont munis d’une augmentation évidente, qui 

chaque , é lément de la base de K (resp. d:~ L (~î,n+~~~ dans 
q q.

l 

L’application Z définit une application biunivoque



qui permet désormais d’identifier le premier de ces complexes à. un sous-complexe

du second. La décomposition directe (2) montre que L(03C0,n+1) s’identifid alors

au produit x d’une façon précise, on a 
h ~ K comme algèbre, et on vérifie que

...

et à in ;ui . un isomorphisme de K 
q+ (fi,n+1 ) gyt L (W,n+1) : cela résulte

de la proposition 4. Enfin, l ’augmentation est un isomorphisme Ko (lÎ",n+1) suJr

Z , Ainsi,

~ 

est une construction satisfaisant à la condition (M) (Exposé 12, p. 12-04).

En vertu do l’unicité de la construction sur un complexe R donné

(Exposé 12, p. l~~o~~ ~ on voit qu’on a un isomorphisme naturel

~ 

d’où/ par récurrence sur n ~ ~

D’ailleurs e st l’ unique complexe R tel que R ~ - pour tout q .

En combinant l’isomorphisme (3) et l’homomorphisme du paragraphe 3., on

obtient des DGA-homomorphismes naturels

qui, par passage à 1 ’ homologie , donnent dos isomorphismes ~ La notation 

désigne le complexe normalise de on sait que 

Il est classique [2] que le complexe est isomorphe à un sous-

complexe minimal du complexe singulier de n’importe quel espace X que

03C0i(X) = 0 pour i ~ n , st . (X) = et que si X est un es p ace 

tif de Hopf (ce qu’on peut toujours supposer), alors la multiplication du 
plexe minimal de X induit la multiplication de K(Tr,n) comme dé-

crite (cf. [3]). Les algèbres d’homologie H (X;^) s’identifient donc

gèbres d ’homologie ~ ̂) . On a firalement obtenu des 
naturels 

’

Il est aisé de voir qu’ils coutent avec la suspension.
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