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COMPARAISON DE LA BAR-CONSTRUCTION

A LA CONSTRUCTION W ET AUX COMPLEXES K(ii, »n) .

(Exposé de J. C. MOORE, 14.2,1955)
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1.- Préliminaires sur lg¢s modules différentiels filtrés.

Nous conservons les notations de 1'Exposé 3 pour la suite spectralc.

Soient -A vune DGA-algdébre, M un DGhi-module sur 4 , N un DGA-module

sur N\ (ayant une A-basc homogéne) , et W un DGA-homomorphisme de M sur
N .On suppose donnée une filtration sur ¥ , définie par des sous-modules
Fp(M) satisfaisant aux conditions de 1'Exposé 3 (p. 3-01), et en outre aux
conditions suivantes : (1) chaque F_(M) est stable pour les opérations de

A : (2) 1'application W: ¥ =N envoie Fp(l’x) sur 2 Nq .
' qsp '
 Considérons L ® N comme un DGA-moduls sur 4 , avec la différentielle

d(a & n) = (da) ®n + (-1 a s (dn) , od o = deg(a) . Considérons la filtra-

tion

F(A®N) = A® > N définie par le degré de N ; on a
P q<p q

: FP(A ® N)/Fp_l.(A QN)=~ A @Np muni de la différentielle de 4 .
Supposons de plus qu'on se soit donné un homomorphisme

@® () = BPaswN)wagN -

¢c'est-a-dire, pour chaque p , un. homomorphisme Fp(M)/Fn-l M) = Al g
1y 1"
et que kpo soit compatible avec les structures de A-module et les différcn-

tielles a° . Supposons en outre que si on compose
| a)/r ) £
M —=>F (M)/F M) ——> LN —N
P p Pl St S T
" ol le premier homomorphisme est défini par 1l'injection Mp -> FU(N) , et ou
le derninr est a ®n => (€ a)n., on obtienne l'application }EpL9 Np induihe
par ‘¥ .
Dans la situation précédentae, cpo induit un homomorphisme des modulr.s

o . . « as .
de d -homologie, c'est-a-dire un homomorphisme

o' Bty = Bl ey ~u(s) o1 .
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(?1 est compatible avec les structures de modules & gauche sur 1l'slgebre

[S TR
=
4

|

duée H(4) . Mais il n'est pas certein que cel soit compatible avec les
renticlles dl « On notera que la différentielle dl de H(4A) & N envoic
a®n dans (-—1)Dl a® (dn) pour a € H(4) de degré A .

‘hs . . 1 .
Proposgition 1.- Dans la situation précédente, supposons gque ¢ goit un

igsomorphisme, et que 1'augmentation de A définisse un isomorphisme
A ; 1 . 1 tps s .
HO(A) ~ N , Alors ¢ est compatible avec 4" , et définit donc un isomor-

-phisme

cpz B2 (1) =~ H(H(L) 2 1) .

Démonstration : soit u € H(L) , n€ N_ . Prenons m€ Mp tel que
Y(m) =n ; l'image m' de mé€ F () dans gl M) est telle que
' q;(m')_ 1®n . 801t a un cycle de A dont la classe d'homologie soit u
1'image m" de am € Fp(M) dans E (I/A-) est u®n . Puisque, dans FD(?f)

"ona
d(am) = (—15:( a(dm) , o = deg(a) ,

il s'ensuit que (Pl(dlm") = (--l)cX a & (dn) , ce qui démontre la proposition.

2.- La suite spectrale d'une construction.
Soit R un complexe (au sens de 1'Exposé 12). La notation Ry désigners
le complexe normalisé (Exposé 12, paragraphe 1) muni de sa structure de
N -module différentiel gradué ( Ry n'est pas un "complexe"). Si de plus
est un complexe d'anneaux (Exposé 12, p. 12-02), alors Ry sera congidiré

comme muni de sa structure d'algébre différenticlle graduée. Rapvelons que 1z

multiplication-de- RN est alors définie par l'application composée

v ' P -
RN &® RN —> (R x R) ~> Ry, , dont la seconde est définie par la multinlica-
tion de chaque algebre R . Rappelons aussi que si la multiplication de E

est commutative, celle de RN est anticommutative.(au sens strict).

Soit (R,U,U) wune gonstruction, au sens de 1'Exposé 12, paragrapbe 2.
Alors U est un DGi-module sur la DCA-alg‘cbre Ry » pour la multipiication
définie par 1'application composée RN % U L (R x U) il UN . Cn va se
placer dans la situation du paragraphe 1, A étant re*rplacée par rw y I
par U, et N par UN . L'application W du paragraphe 1 est remplacde ner

N
- 1'avplication raturelle UN - UN . Nous définissons une fii*ration FD\U’\T}

come suit : soit U 1le sous-complexe de U engendré par les “léments de
T ¥ |

degré p , c'est-a-dire le plus petit ensemble de U contenant UD at starlo

pour les opérations éi et s, . Nous posons
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- P R T
Fp(U) =Rx U , Fp(UN) = image de FP(J) dens UN .

I1 est immédiat que.cette filtration satisfait aux conditions du paragraphe 1.

R . S x T ' : s induis
On va prendre pouvr %p : ?f Fp(UN)/Fp~1(UN) - RN(g UN l'application induite

par
£ (RXE)N—eﬁNgﬁN

définie dans 1'Exposé 12, p. 12-02 3 f , étant compatible avec les filtra-
tions, induit bien une application ¥ : "O’UN) - g° (Ry ® UN)

Si on compose  f avec l'application RN %73 N -> UN définie par 1l'aug-
mentation de RN s On retrouve hien l'aoollcatlon naturelle UN - UN o 11
faut vérifier que ¢ est compatible avec les opérateurs d° . I1 en est 4vi-
derment ainsi dans le cas ou la construction (R, U U) est un produit cartésien,
- car alors f est compatible avec les différentielles. T1 suffit donc de mon-
trer que la différentielle a® de EO(UN) est la méme qQue pour un produit

cartésien.

Or un element xX€EF (Up+q) est une somme d'éléments de la forme
Toeq ® 311...Slq D ? ‘ol 1'on peut supposer i,> ... iq , et ﬁpE. .
Le aj de cet &lément est

(5J p+q) @j(l X sil..,siq up) = (0 er+q) ajsil"'siq(l xuy) .

De plus 3.3.1...3 (1 x u ) est de filtration au plus p-1 , sauf si j est

égal 3 1'un des entlers 1l+1,1l y 1,41, 12 y eee s 1q+1 s 1q ;81 j=1

2 r

ou i, (avee 1<r<q), ona

s veeS S. o.-u (1 X 'lJ. )
e A A I TR

0.8, e..8. (I xu)=3s8
| lq( p) r~1

On aurait évidemment la méme formule si .U était un produit cartésien R x U .

Pour pouvoir appliquer & cette situation la proposition 1 ci-dessus, il

reste a vérifier que q9 définit un isomorphisme
' 1.1 ' =
© 2 B (Uy) = H(RY) & Uy
Or cpo est induite par - f ; dans 1'Exposé 12, p. 12-02, on a défini
‘V:ARN@)UN-'é(RxU)N

et une homotopie & entre Vf et 1'identité ; comme & -est naturelle,



& respecte la filtration, donc (ef. [1]) l'application composée
0y s 50 L=y 9% o
E”(Uy) E°(Ry ® Uy) —> E (Uy)

définit, par passage & 1l'homologic, 1‘'appiiecaticn:identique. Il s'snsuit que
%ﬂ' est un ‘iscmorphisme. Finalement,-on & prouvé :

A

Propesition 2.~ Si (R,E,U) est une construction, et si Ho(Rﬁ) =N,

la suite spectrale de la filtration Fp(UN) a pour terme 2 1le module
H(RN) 5 EN , et _la différentielle dl envoie a & u dans (-1)0‘ a s () ,
avec o = deg(a) . On a done E2(UN)G& H(H(RN) i)UN) .

3.- Comparaison de la construction W et de la bar congtruction.

Soit R un complexe d'anneaux (non supposés commitatifs). On notera
IWN(R)' le normalisé du complexe W(R) défini dans 1'Exposé 12 (p. 12-04 ,
12-05), L'image de 1l'application composée W(rR) = W(R) = WN(R) s'identi-

fie au normalisé: ﬁN(R) de W(R) .

Théoréme 1.~ Soient A une DGA-algdbre, et R un_complexe d'anneaux.
Soit £ : A—> RN un DGA-homomorphisme. Alors il existe un DGA-homomorphis-
pe et _un seul :

O]
g : B (4) = Wy(R)

compatible avec f , et tel que g(ﬁg(A))<: WN(R) . Soit g : B (a) = EN(R)
1'application induite par g ; si f induit un isomogpphisme H(A)*kﬂH(RN) ,
ot si H (A)=H (R)~A , glors g, : H(®(4)) — H((R)) est un isomor-
phisme. : ’

(Ce théoréme, eséentiellement ddl & Eilenberg-‘aclane, est énoncé p. 98
du mémoire cité en [ 1] dans 1'Exposé 12, sous des hypothéses légérement
~différentes).

Démonstration : l'existence et l'unicité de g se prouvent exactement
comme dans la démonstration du théoréme 5 de 1'Exposé 4, parce que tout crecle
d'augmentation nulle de WN(R) est le bord d'un vnique élément de WN(R)

(cf. Exposé 12, démonstration du théoréme 2). L'application g est compatible
avec les filtrations. D'aprés la proposition 1, on & El(GB(A)) = H(A) % B (&)
la différentielle dl étant induite par 1'opérateur ‘d de @ (A) . D'aprds
la proposition 2, El(Wﬁ(R)) = H(RN) @LﬁN(R) , et al est induit par 1'ovéra-
~teur de Wy(R) . 81 de plus f induit un isomorphisme H(A) — H(Ry) , nous

sommes ‘exactement dans les conditions d'application du théoréme A Cde
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1'Exposé 3 (p. 3-04). On en conclut que —* s H(B (a)) = 5 (R)) est un

isomorphisme. C.Q.F.D.

Rappelons que si la DGA-algébre A est anticommutati#e, G (a) et
5%(A) sont doudes d'une multiplication qui en fait des DGA-algébres snticor-
mutatives (Exposé 3, proposition 3 et théoréme 4)., Il y a une propriété analo-
gue pour la construction W : supposons que le complexe d'anneaux R soit
commutatif (alors la DGA-algdbre RN est anticormutative) ¢ 1l'applicabtion
R x R —>R définie par la multiplication des anneaux Rq est alors multirli-
cative ; d'aprés le théoréme 2 de 1'Exposé 12, elle définit une application g
de W(R x R) = W(R) x W(R) dans W(R) , qui avplique W(R x R) = W(R) x W(R)

: qui oo
® R, ot w (R) = Rq 1:2\...pri ; définissons une multiplication dans
Wq(R) par (r ® e BT ). (rq D eee @r Y=z (rr') & oo ® (7 r') , ce qui

q4q
induit sur W (R) la multlpllcatlon (r 4 ® @ ) (r & S,r } =

X

dans W(R) . Il est facile d'expliciter g & rappelons que AQ/R; =

= (rq—"q—l) R eer @ (r r ) . Pour montrer que c'est blen 1a multlpl;cauacw

g cherchée, il suffit de prouver qu'avec cette multiplication W(R) et (R

sont des complexss d'anneaux augmentés (d'ailleurs commutatifs). Or ccla ré-

sulte des formules

(s Ty ) ® (8.

w
)
®
&
o)
I

)@...Q’Q(sorq_.)®1 s ®r, . K.

1-17 gq-1 i g-1 gq-i-1

Elry ® e ®rxy) = (€1) won (€1)

5i(rq® oo ® ro) = (6irq)~®....® (o 0T - 1) q-i- qRe.®r,

et du fait que, R étant commutatif, on a

(0 r .)r Q@ r

]
o g-i'"g-i-1- )r

!
)Tq i1 Tqmi-1

— ) !
) q -i’"g-i-1 7 ao(rq—i Tq-i *

Proposition 3.~ Soient A une DGA-glgeébre anticommutative, R un_conp-
plexe d'anncaux ccomrutatifs, et f } A —> RN un DGA-homomorphisme. Alors 123
' DGA-homomorvhismes g : @ (4a) —> WN(R) et g : »A) — ﬁN(R) du_théordme 1

sont compatibles avec les structures rultiplicstives -(ce sont des DGA-homomor—

phismes de DGa-algébres).

La démonstration est la méme que pour le théoréme 5 de 1'Exposé 4.

4.~ Comparaison des constructions itérées.

Soit R un complexe d'anncaux augmentés, commutatif. Alors W(R) est

aussi un complexe d'anneaux augmenté, commutatif. On peut donc définir, per
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rdcurrence sur llentier n , des complexes d'anneaux augmentés, commutatifs,
n - =(n .
w( )(R) et w( )(R) , comme suit :

W@R) =R, w(n"l)(R) = w(i&(n) (R)) , 7+ gy = ﬁ(ﬁ(n)(R)) .

On posera ﬁ§n+l)(R) = ﬁﬁ(ﬁ(n)(R)) .

Soit alors A une DGi-glgébre anticommutative, et f : A =—> Ry un
DGi-homomorphisme. Grice & la proposition 3, on définit par récurrence des

DGi~homomorphismes
™ 3w - TwE

an convenant quc g(n+1) est 1'homomorphisme que le théordme 1 attache au
DGA-honomorpvhisme E(n) . Si de plus f induit un isomorphisme de H(4) sur
H(RNL et i Ho(RN) 22 N, alors une application répétée_?% §héoréme 1 montro
que, pour tout n , g\ induit un isomorphisme de H(® 2/(a)) sur

R ()

Appliquons ceci au cas ou & est 1'algebre z(M) d'un groupe abélisn
T, et ot R est 1l'unique complexe d'anneaux tel que Rq = Z(T) pour tout
q (les s; et les d; étant 1'apolication identique) ; alors Ry = 4 .
Prenons pour f l'application identique. On constate, par un calcul dircel 2%
é1émentaire, que 1'application é(l) de @ (a) dans WN(R) est un isomor-
phisme (chacune de ces .DGA—algébres'S'identifie au complexe non homogine, nol-
melisé, du groupe discret T ) . A partir de 12, on est dans les conditions

d'application du théoréme 1 ; on trouve donc des DGA-homomorphismes natursls

-
M

2@ . B gm) » i m

qui, par.passage & l'homologie, donnent des isomorphismes.

I1 reste & mbntrer que l'algdbre d'homologie H(ﬁén)(R)) s'identifie,
d'une maniére naturelle, & d'algébre d'homologie H*(W}n;Z) d'un espace cu
type K (T,n) ; et que, plus généralement, pour tout anneau /\ de coeffi-
cients, H(ﬁNn)(R) & A) s'identifie canoniquement & H*(ﬂ;n; A) o Cela ve

(n)

résulter de la comparaison du complexe 7\ (R) au complexe d'Eilenber:-

VacLane X(m,n) .

5.~ Comparaison de K(T,n) avec la construction W itérée. (Cf. le méroire

cité en [ 1] dans 1'Exposé 12).

Soit TT un groupe abélien (noté additivement) ; .Aq désignant 1o
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"simplexe" $O 1,...,0} de dimension q , nous notons C (Aq W) le groupc
dés n-cochaines alternées de Aq « On peut le décrire corme lec groupe des
fonctions u , & valeurs dans T , définies pour chaque suite croissantec

fm 3oengTh 9 d'entiers > 0 et <€ q., et nulle quand ces cntiers ne sont mnus

tous distincts ; le groupe C (u ;T est nul pour n>q . L'opérateur cchora

§: Ploym > cn*l(Aq;W)

est défini par
J.

(Su)(mo,...,m W) = (- 1)‘] (m ,...,ma,...,m +1) .

.’.3
,.;

e
1]
O

oma §6=0.0n note zn(aq;rr) le noyau de  §.3 Cn(Aq;W) ~ cn*l(aq;n) ;
et Bn(.{_\q;TT) 1'image de O : Cn"l(Aq;’ﬂ) -» Cn(aq;ﬁ) . I1 est classique quo
Bn(Aq;Tr) = Zn(Aq,TT) pour n> 1.

Considérons la suite exacte
(1) 0 —> Zn(Aq;v),—a Cn(aq;v) 25 Zn+l(Aq;W) -0,
Définissons T Zn+1(l_\q;Tr) - Cn(Aq;TT) par
(zu) (mo, cee ,mn) = u(O,mo, eee ,mn) .

Un calcul immédiat montre que & est 1'identité. La suite exacte (1) et 2

définissent une décomposition directe
n n n+l
'(2) C (Aq;w) ~ 7 (Aq;TT») + (Aq;rr) ,

3 savoir : toute n-cochaine de Aq s'éerit d'une seule maniére comme sSOTmG
d'un n-cocycle et d'une n-cochaine nulle sur toute suite

(mo,...,mn) telle que m =0 .

On définit des homomorphismes (de groupes abéliens)

n n .
Di : C (Aq+l,Tr) = C (Aq,TT) s O0<ig g+l

sizc(a-rr) C(A+l,) , 0<i<gq ,

comme suit : soit >\i H iLO,...,qS —> {O,-...,q+l} 1l'application telle que
A (3) =3 pour j< i, A (§) =J+l pour J» 1 5 soit :§0,.. 5000 ]
—> SO,...,ql l’apbllcat:\.on telle que 91(,]) j pour j<i, vi(j‘; = j-1



pour j > i . ilors éi est défini par

(aiu)(mo,...,mh)

u(Ai(mo),.~.,)&(mn)) ’

ot s, ost défini par

qui(mo),...,ﬂi(mn)) .

I1 est immédiat que les 61 et les 85 satlsfont aux identités du paragraphc
1 de 1'Exposé 12. De plus, ils induisent des applications (encore notdes &i

. n . I ¢! . " n . Iama -
rosp. s, ) de Z (Aq+1,w) dens 7Z (Aq,“? , respe. de Z (éﬁ’“j dans

72 (AQ+1;Tr) .

Propogition 4.~ L'apvlication composée

<
2 (0, 52 €A™ —2> P (a5

est un isomorphisme.

En effet, on a une correspondance tiunivoque entre les n-cochaines de
Aq , ¢t les n-cochaines de £§q+1 nulles sur toute suite (mo,...,m%) belle
. L4
que m =0, '

Définition : les groupes C7(A ;7) et zn(ah-nﬁ étent désormais nobée
multiplicativement, soit K (T,n) l'algebre du groupe Z%(a ;Fj & coefficient-
dans l'anneau Z des entlers, ct soit L (yn+1) l'algebre “du groupe '

n@ﬁ ;) & coefficients dans 2 . Ce sont des algébres commutatives & ¢14-
ment unlté, ct la premiére s'identifie & une sous-algébre de la seconde. les
homomorphismes éi et N définis ci-dessus induisent des homomorphismes

d'algebres

ai : q 1(.‘-‘-’“) -> I\ (TT n) H ai : q 1(1’\’ n+l) —L (T",n) >
s; + K (v,n) - Lq 10T,n) y 8yt quﬁ,n+1) -> Lq+léﬁ,n) .
Ainsi K(T,n) = 2__ K (ﬁ,n) et L(T,n+l) = L (T,n+1) sont des complexss
a>0 q)O :

d'anneaux ; le premier s'identifie & un sous-complexe du second ; ils sont
commutatifg. Ces complexes sont munis d'une augmentation évidente, qui envoie
chaque. é1lément de la base de KqﬁT,n) (resp. d= Lq(ﬁ)n+1)) dans 1'é1ément
1ez . |

L'applicatién T définit une application biunivoque

K(ﬂ;n+1) - L(ﬂ}ﬁ+l) s
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qui permet désormais d'identifier le premier de ces complexes & un sous-—corpl.

du second. La décomposition directe (2) montre que L(W,n+1) s'identific ai-rs

au produit X(mM,n) x X(M,n+1) ; d'une facon précise, on a Ih(“,n+1);v

Kq(ﬁ,n) &qu(W,“+l) corrme algdbre, et on vérific que

Si(lq x x) = 1q+1 x (six) pour x € Kq(ﬂ;n+l) »

2, (1

& o) 1 ™ i
1T,y x) = 1q x (0. x) pour x K (ﬂ n+l) et 1> i,

et 60 in ui.- un isomorphisme de Kq+l\ﬁ}n+1) sur Lq(W;n+1) : cela résulte
de la proposition 4. Enfin, l'augmentation cst un isomorovhisme KO(“}n+1) sur

Z o Ainsi,
(K(W,n),K(F}n+l),L(W)n+1))

“est une construction satisfaisant 3 la condition (W) (Exposé 12, p. 12-04).

En vertu de 1l'unicité de la construction W sur un complexe R donné

(Exposé 12, p. 12-05), on voit qu'on a un isomorphisme naturel
K(T,n+1) =~ W(X(T,n)) ,

d'ol, par récurrence sur n ,

Gy 7 (k(r,0)) =~ k(m,n) .

D'ailleurs K(W,0) est 1l'unique complexe R tel que Ré = Z(T) pour tout g .
En combinant 1'isomorphisme (3) et 1'homomorphisme g n) du paragraphe 3, on

obtient des DGA-homomorvhismes naturels

(@) B (z(m) = K, im,n)

désigne le complexe normalisé de K(W,n) ; on sait que A(K (,n)) ¢$YJI(W,E}).

I1 est classique (2] que le complexe K(T,n) est isomorphe & un gous-
complexe mlnlmal du complexe s1ngul*cr de n'importe quel espace X tol gue
in(k) =0 pour i#n, n(X) = ; et que 8i X est un espace rultirlica-
tif de Hopf (ce qu'on peut toujours supposer), alors la multiplication du con-
plexe minimal de X induit la multiplication de K(™,n) comme ci-desczus 37—
crite (cf. [3]). Les algébres d'homologie H*(X;A) s'identifient donc aux #l-

gébres d'homologie Hx(KN(ﬂ}n) & N) « On a finalement obtenu des isomorphisr
naturels '
B (B B (Am)) ~ B, (m,n5n)

I1 est aisé de voir qu'ils cormutent avec la suspension.
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