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CONSTRUCTIONS SUR DES COMPLEXES D’ANNEAUX

J.C. MOORE,(Expose de J.C. MOORE, 7.2.1955)

Séminaire H. CARTAN, 1954/5~.

Le but de cet exposé et du suivant est de comparer l’homologie de la 

construction itérée à celle d’un espace 

1.- Complexes.

Hypothèse : /B est un anneau principal choisi une fois pour toutes.

Définitions : Nous appellerons K un complexe si 
’

1) K ==m K ,

. 

1 ! 
... 

’

2) . chaque K 
q 

est libre comme module sur /% , .. ’

3) il existe des opérateurs de face c~. ~ K q+ 1 ~-~ K q pour i = 0 , ..., 

et des opérateurs de dégénérescence s.~: K q "’~‘I~ q +1 ..., q "

satisfaisant aux identités suivantes .

Nous définissons ~ : K . ~ K par ô = g+103A3 i=0 (-1) ô.. Nous disons qu’une

fonction f : K ~ L , où K et L sont des complexes, est une application s’

elle est un homomorphisme de modules gradués et si de plus nous avons = O~f
et 

. 

Nous noterons K~ le plus petit sous-complexe de K qui contient ~_ 
Nous définissons s(K) comme le sous-module de K engendré par toutes
les images des opérateurs et = K/s(K) ; K~ est libre. Le module

.s(K) est stable par l’opérateur ~ , et il est acyclique (voir par exemple 
p.6l). ’ ’



Définition : Nous disons qu’un complexe R est un complexe d’anneaux si

chaque R est une algèbre avec unité sur et si chaque opérateur o~ or.

s. est un homomorphisme d’algèbres. Nous noterons 1 l’élément unité de Ro ...

l 
~ 

q 
’ 

~ :_,
Définition : A est l’unique complexe d’anneaux tel que ^q+1 ~ ^q

soit un isomorphisme pour chaque q et tel que /~ = /B . Nous disons 

complexe K est augmenté si on s’est donne une application de complexes
~

~ : K ~ /B . Pour un complexe R d’anneaux, nous demandons que 6 soit mu. -

tiplicatif et dans ce cas nous identifierons A avec le sous-anneau de 

qui est engendré par 1 
q 

.

Définition : Si K et L sont des complexes, nous définissons le 

, cartésien KxL par

1) 
.. 

.

2) ~i(k l) = et

3) = .

Evidemment le produit cartésien de deux complexes est un complexe.

Définition : Si K et L sont des complexes, nous définissons

~7 : -~ KxL par ~ (~~t) ) = ZH~(~) (s~ ... s~ a ) xP ~ ((~~) ’ 
~ ~ 

x (s p ... s.j. bq) , où b~ et ( ,03BD) désigne un

. c’est-à-dire que ( ,03BD) est une partition de {0, ..., p+q-1}

en deux suites disjointes telles que 1  *’* et ...  03BDq ;

03C3( ,03BD) désigne la signature de la permutation ( 1 , ..., p , 03BD1 , ..., 03BDq).. Nous noterons que n’est pas un "complexe" mais un -module différential

gradué.

Dans les mêmes conditions nous définissons f : KxL -~ par

Théorème 1.- Si K et L sont des complexes, f et induisent des

tions, notées encore f et V , telles que



3) 

4) f7 = identité, .

5) il existe une homotopie S telle que

. ô~ +~à=Vf-l , ~ ~ =0 , f~=0 ,

6) f~~7~et(~ sont naturelles.

Preuve : voir [2], p. 51, Theorem 2.1 ; et [1], p. 63-65. Posons h =-: 

~..=0. Expliquons les notations (b’ et

.

Un opérateur ô : K ~ K est appelé monotone si 6== sir ... sil ~jr...
... ôj. ~ où ....>ii~0 ~ et définis-

sons ~’ par ~’ = s~~ ... s~~ ô~~ ... ô~~ . Donc ~ : K~ -~ K~~ .
Maintenant, puisque tout opérateur naturel 6 est une combinaison linéaire d’o-

pérateurs monotones, nous avons défini &#x26;’ pour n’inerte quel opérateur natu-

rel 03B2 .
2.- Constructions.

Définition s Etant donné un complexe d’anneaux R ~ on dit qu’un complexe
U est un R-module (à gauche) si on donné une application de RxU 

U telle que 
. ’ 

.

où nous noterons r .u Q l’image de 
. 

r q uq . Nous disons que U est 
R est augmenté, et si on s’est donné une application F : U ~ telle 

6(r.u) =!E(r).?(u) . ,

~ 

Si R ’ R’ sont des complexes si U est un module sur R ~
U’ un module sur R’ 9 et si f : R -~~ R’ est une application, nous disons que

l’application g : U --~ U’ est compatible avec f si le diagramme

est commutatif.

Définition : Nous disons que (R,U,U) est une construction si



1) R est un complexe d’anneaux,

2) U est un /B-module graduée ..

3) U est un R-module augmente tel que U 
q 

= 

q 
comme 

4) s,(l~~)c l~~~i .
~ 

’ 

~ 
Nous nommerons R le noyau de g : R ~  . Maintenant, RxU est un

sous-complexe de U , et  est isomorphe à U/RxU d’une manière naturelle.

Ainsi nous considérons U comme un complexe augmente.

Définition : Nous disons qu’une construction (R, , U) est un 

tésien tordu si ~i(1q+ 1 Uq+1 .) c 1 U pour i> 0 . Nous noterons que dans ce

cas notre isomorphisme de A -modules entre U et RxU est compatible avec tous

les opérateurs ô. et s. ~ sauf ô~ .
Nous disons qu’une construction (R,U,U) satisfait à la condition (M) y si

1) elle est un produit cartésien tordu, 1

2) (L : 1 .x~ 1 ’~ ~ un isomorphisme~

3) ~. : U~ ’~~ ~ est isomorphisme. 
°’

Théorème 2.- Si est un produit cartésien, tordu. (R’~’~U’) 
construction satisfaisant à la condition (W), et si f : R ~ R’ est une 

cation, il existe une application g : U ~ U’ telle pue

l) g soit compatible avec f ~

’ 2) ~ l~q . 
°. 

.

3) &#x26;g == ~ .

De plus, une telle application g est uniQue.

Preuve : Supposons que nous ayons une telle application g . Appelons g-

Inapplication induite de U 
q 

dans U’ . 
° 

Donc = &#x26;(y) puisque U~ = ~

et $g == U --~1 .xU . de ô- . Puisque
g : -~ 1~ , on a = 

quent il existe au plus une application telle que g ; mais les formules ci-des-

sus nous ont défini un homomorphisme g de /B-modules tel que &#x26;g == g~ et

~0g = Il nous reste à vérifier que 0..g = et que sig == 

U~ nous observons que ~~~(ixy) = E 



puisque (R’.Il’.U’) satisfait à la condition (M), et de plus

(Ixy) = g ~ ~0 (1xy) = Fa i s ons maintenant l’hypothèse de 

rence : ~ig = pour i  j . Donc = = =

= o~ y ~~ .
Maintenant, nous observons que S : 1q Uq ~ 1q+1 U’q+1 est un monomorphis-

me ; mais puisque = identité , S n’est pas autre chose que s0 . Donc

= = Sg(1 y) = Sg~0s0(1 y) = 

Enfin = = l’hypothèse de 

rence, et Sgsi~0(1 y) = = Maintenant la preuve 

complète.

Notons que dans la démonstration précédente nous avons prouve ceci : dans
une construction satisfaisant à la condition (W), si u est un cycle

d’augmentation nulle de UN , il est le bord d’un élément unique de l’image do
A xU~ dans U~ . 

’

Corollaire : Si (R~U) et (R~W) sont des constructions satisfaisant

à la condition (M), et si f : U -~ W et g : M -~ U sont les applications du

théorème précédent, compatibles avec l’identité de R , alors gf et fg sont

les applications identiques de U et M ~ Autrement dit, R étant donné, il

existe au plus une construction (R,U,U) satisfaisant à la condition (W), à un

.isomorphisme près.. 

Pour prouver l’existence d’une telle construction, nous allons suivre exac-

tement l’exposé de MacLane [.3].

Définition . Soit R un complexe d’anneaux, augmenté. Posons W0 = R0 ,
M , = Rq+1 ~ W , W0 =  , et Maintenant dans
q+1 q+1 " 0 q+1 q q

M(R) == 03A3q0 M , nous définissons
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On désignera ~ M par W(R) .
q~O ~ 

’

Théorème 3.- est une construction satisfaisant à la

tion (H). 
’

Preuve : Il est clair que -+ N est un isomorphisme. Nourj

laissons au lecteur le soin de voir que les autres conditions sont remplies.

Notons que ce qui est appelé W(R) ici et dans ~3]~ est appela W(R) do.rs

[l]et [2].
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