H. CARTAN
Détermination des algebres H,.(n,n;Z,) et H*(w,n; Z,), p premier impair

Séminaire Henri Cartan, tome 7, n° 1 (1954-1955), exp. n°9, p. 1-10
<http://www.numdam.org/item?id=SHC_1954-1955__ 7 _1_A9 0>

© Séminaire Henri Cartan
(Secrétariat mathématique, Paris), 1954-1955, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Henri Cartan » implique ’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation
commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SHC_1954-1955__7_1_A9_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire H.- CARTAN, E.N.S., 1954/55. . 9-01

DETERMI'\TATION DES ALGEBRES H (TT yNn32 )
et H'(Myn;Z ), p premler mpulr.
(Exposé de H. CARTAN, 17.1,1955)

1.~ Mots admiggibles ; opérotions corrcspondantes.

Considérons trois symboles & , ¥p et ch . Considérons les mots (sui-
tes finies, y compris la suite vide) formés avec ces trois éléments. La hauterr
n d'un mot & sera, par définition, le nombre totel des lettres du mot <A
dgales & © ou d (Pp . Le degré d'un mot & se définit per récurrence sur le
nombre des lettres de & : le degré du mot vide est O ; un mot non vide
s'écrit sous l'une des trois formes G oA , Xpok , Lde y o A est un mot ;
on pose .

(1) deg(6) = 1 + degl®) , deg('b’pd.) = p.deg®) ,

{deg((? o() 2 + p.degl®) o

La difference entre le degré et la hauteur est le degré stable q ; le degré

2

est donc n +q .

Un mot A sera dit gdmissible si ¢ (1) & n'est f:é.s vide, la premiére
et la derniére lettre de o sont & .ou (.Pp, ; (ii) pour chaque lettre KD

’,

ou du mot, le nombre des lettres & situées & droite est pair.
(\Dp ’ a2 aroite bair

Proposition 1. - Soit ot un mot admigsible de hauteur n ; pour gu'un
mot [30( soit edmigsible de hauteur n + 1 , il faut et il suffit que lc mot
(3 soit réduit & la lettre 6 si deg®l) est impair, et, gi deg() gst pair,
y k s
soit égel & © ou a g k entier >0 .,
que (> goit égal 3 (x) | ch(z;p) ’ entier >

C'est une conséquence irmédiate des définitions,

Un mot admissible oA est dit de premisre esp‘egg s'il se termine (3 Aroi-
te) par lo lettre & ; de deuxiéme espece S 11 se termine par KP « A chaque
mot edmissible of , de premiére espéce, associons une appllcatlon
f&) : Tptt — Hn+q(TT,n;Zp) ,ou n et q désignent la hauteur et le degré
stable de & 3 on définit f@) par récurrence sur la hauteur du mot & , en
posant les conditions suivantes : si o est de hauteur 1 (done =6 ) ’
flg) est la suspension 6 @ TF@Z —> H ('\T,l A ) 3 81 oA = €3, le mot adris-
sible (5 étant de heuteur n et de degre mpalr n+g , f&) est l'applica--
tion composée "T'/pTr“—ﬂ-&l) Hn+q(T\;n§Zp) P H¥1+q+1 (T\’,n+1;Zp). 3 si
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o =6(Xp)k1,3 » le mot admissible (3 étant de hauteur n et de degré peir

n+q , f{x) est 1l'application composée

T/pT RI{ON qu(W,n;Zp) Solpk 4

pk (neq)+1 TvtsZ)
si A :<Pp(5p)k73 , le mot admissible (3 gtent de hauteur n et de degrd

pair n+«g , @) est 1'applicgtion composée

£(B Cp %%k
Iy, . ALS .
TT/PTF Hn+qm’n’ép) | Hpk‘+1 (n+q)+2( ,n,Zp) .

4 chaque not edmissible ot , de deuxiéme esbéce, on associe une applica-
tion f@Rr) : o1 —> Hn+q(“}n;Zp) , ol n et q désignent la hauteur et lc
degré steblc de <A ; on définit f(*) par récurrence sur lo heuteur du not
A , en posunt les conditions suivantes : si K est de hauteur 1 (done X =G )
f) est l;application cgp : bTT —_ Hzfﬂ;l;zp) ; le récurrence se fait comc
dans le cas d'une suite de premidre espéce : on pose f(6[3) =6, f(&) s

PO B =S oxk o HB) , f@, ()P = 0y o £8)

o

Proposition 2.~ Les applications f@) sont lindaires, lorsque 1'entier
remier p ost impair. : ‘

En effet, 6 : T!'/pTT—'*Hl(\T,l;Zp) et cpp : pﬁ,._) Hz(TV,l;Zp)_ sont
linéaires ; la démonstrction se fait alors par réeurrence sur la hauteur de
&, en obs.rvent que © est lindaire sur les &1éments de Hn+q(ﬂ;n;Z ) (n+g
impair), et que G o ka et cpp o ka sont linéaires sur les éléments dec
Hn+q(ﬂ}n;Zp) (n+q peir). Ce dernier point résplte de le formule (3) de 1'Ex~
posé n® 7 (propriétés des puissances divisées) et du feit que © et #% sont
des applications linéaires qui s'annulent sur les éléments décomposables (Expo-

sé n® 6, proposition 1 et proposition 3).

2.~ Les algdbres U(M(n)) .

Pour chaque entier n »1 , définissons un Zp—espace vectoriel gradué

un)

qu'il y a de mots admissibles ot de hauteur n et de premitre espéce, et d'iu~

, comme suit ; c'est lo somme directe d'autant d'exemplaires de WW/p TV

tont d'exempleires de PFT qu'il y a de mots admissibles =t de hauteur n ot
de deuxi®me espéce. Chaque exemplaire de T1/pTV (resp. de bTF) est affectd
d'un degré égal ou degré du mot O qui 1'indexe. Pour chaque X , on a une
application lindaire fX) de la composante d'indice o de M(ns dans
H*(n;n;z ) 3 cette collection d'applications définit une applicatio?‘%inéaire
e(n

cette

de M )7 dans H*(W}n;zp) » qui. conserve le degré. Nous noterons

application. -
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Or 1'algebre H*(W)n;Zp) est une algébre graduée anticommutative, muntc
de puissances divisées (pour les éléments de cegré pair» 2 ) satisfaiscnt avx
conditions (1), (2), (3), (4') et (5) dec 1'Exposé n°® 7., On peut donc eppligu.r
3 1'application lindaire £/ : MV — H*(ﬁ}n;zp) le théoréme 2 de 1'lxpos?
n® & : 1l'application f

(n) se prolonge, d'une seule manidre, en un homomorphis-
ne g(n) de 1'algtbre universelle U(M n)) dans 1'algébre Hx(ﬂ;n;Zp) , home-
morphisme cormpatible avec les structures d'nlgebres greduées et avec les puis-

sances divisées.

(n)

Théoréme fondementel : 1'homomorphisme g est un isomorvhisme de 1'~1-

gibre U(M(n)) sur 1l'algébre Hx(ﬂ;n;Zp) (p prerier impair).

Ce théoreme détermine compldtement 1'algibre d'homologie H%(ﬂ}n;zﬂ) aree
‘ . e 2 . R . . s s s Toln) f .
ses puissances divisdes, Il implique que l'application linéeire f zprligue

. N n . ’ -
biunivoguement M( ) sur un sous-espace vectoriel gradue: de Hx(ﬂ;n;én).

3.- Démonstration du théoréme fondamental,

n) .

ar) au

~~

Pour plus de clarté, écrivons M(n)(ﬂ7 au licu de M(n) , et g
lieu de g(n) « I1 est cleir que M(n)(ﬂ) et U(M(n)ﬁT)). sont des forcteurs
covariants du groupe abdlien TV , ainsi que H (Mn;Z_ ) ; et que
g(n)(W) : U(M(n)(ﬁ)) —> H*(“;n;z ) est une apzlicatiSn naturelle de foncteurs.

Chacun des foncteurs UM (M) e foﬂ}n;zp) comnute avec les limites di-

rectes; done, 11 suffit de prouver que g n (i) est un isomorphisme, lorsquc

" est un groupe de type fini. Alors T! est somre directe d'un nombre fini de
groupes cycliques dont 1l'ordre cst infini ou uné puissance d'un nombre premier
q . Or si T est une somme directe ™ +1" , les injections Tr' —> 1T et
T —> 1T jdentifient U(M(n>0T)) au produit tensoriel !
U(M(n)(ﬂ7))G@'U(M(n)ﬁT")) , et H*(ﬁ;n;zp) au produit tensoriel
g _

p .
H*(“*,n;Zp)<8>Hx(W",n;Zp) . I1 suffira donc de prouver que g(n)ﬁT) est un

Z
isomorphisme, lorsque VT est cyclique infini ou cyclique d'ordre qf (q . pre-
mier).

Supposons d'sbord que T' soit cyclique d'ordre qf , q premier £ p .
4lors M(n) =0 pour n>21 et U(M(n))_ est réduit aux scalaires ; or il un
est de méme de H*Cﬂ}n;zp) ¢ i1 suffit de montrer que 1l'algdbre H*(Tﬂl;zp)
est réduite aux scalaires, car alors une epplication répétée du théorime 2 de
1'Exposé n® 2 entrainers que 1'algdbre H*Cﬂ}n;Zp) est réduite aux scalaires,

pour tout- n ., Pour étudier 'H*Cﬁ;l;zb) » nous utiliserons la construction
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acyclique classique, esyant pour algébre initiale Z(m) l’algébre d'un groupe
cyclique T d'ordre h ( h entier quelconque) ; il s'cgit d'une Eonstruction

& coefficients entiers, déja utilisée & la fin de 1'Exposé n° 6, et que ncus

réduirons ensuite modulo p .

On pose A = Z(T) avee l'augmentction € égnle & 1 sur chaque ¢lément
de T ; on choisit un générateur .a du groupe cyclique ™ d'ordre h , ¢t on
pose N = E(x,1) ® P(y,2) (produit tensoriel d'slgébres grodudes munies de puis-
sances divisées) ; sur M= A®N , on considire la différentielle .d définic

par
() . d&x=a-1, d Xk(y) =(1 +a +e0u+ ahnl)x Xk—l(y) , pour k 71 .

On 2 done d(x Xk(Y)) = (a -1) Xk(Y) y et ilest irmédiat que M est acyclijuc.
Par passage au quotient, on obtient le différentielle d de 1'algébre finale
N = BE(x,1) ®@P(y,2)

(3)  &x=0, dy ) =hxy ,(y) pour k»1 .

Revenons maintenont au cas ou h = qf s Qq premier # p . Si on réduit
modulo p , on obtient dx = O, E'Xk(y) = hx kal(y) , ou h est un £1irment
inversible du corps Zp « Donc N est acyclique, comme annoncé ; le théorirc
fondamental est aihsi dé-montré dans le cas ot 1T ¢st cyelique d'ordre g

q premier # P e

Examinons maintenant le cas o T est cyclique infini, ou cyclique 2'ordre
ol =0 3 =i

pf . On choisit un générateur a de T ; si TT est infini,
T est d'ordre pf , on choisit aP comre générateur de pﬂ'. Alorgs 1'es-~

. n) . ‘s . et s
pace vectoriel M' /() a une bage bien définie, indexée par les mots admissi-
bles de premiére espdce (si TT infini), resp. par tous les mots aditissibles
(si YT fini),

Lemme_ 1.~ sous ces hypothéses, il existe un homomorphisme de U(M(l)ﬁT?}
dans la bar construction G5(prﬂ7) , compitible avec les puissances divisies,

.et qui, par passage a 1l'homologie, donne g(l)(ﬁ) qui est un isomorphisnc.

Démonstration du lemme 1.% nous devons examiner successivement le cos ou

TT est cyclique infini et celui ol T est cyclique d'ordre pf . Dans le pre-
mier cas, il existe une construction acyclique A(g N, o A=2Z (T) s
N=E (x,l) (21gébre extérieure & un générateur x “de degré 1 et & coeffi-
c1ents dans Zp ), avec la différentielle dx = a -1 (a désignant toujours
le généreteur de TT ), Soit A Ep(x,l) o GB(Z (M) 1'unique homormorphisme

sp901 1 (theoreme 5, Exposé n°® 4) ; il est compctlble avec les puissances
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(N

divisées (théorime 3, Fxposé n° 7) et définit un isomorphisme
Ay 3 Ep(x,l)CSZixéaiz (ﬂzig (en vertu du théoreme 2, Exposé'no_?.)f Considirons
1'isomorphisme i : y(M'\*’) = E_(x,1) qui envoie l'unique élément de base
de M(l) dans 1'élément x . Cons?dérons 1'application composée
Ao U(M(l)) —>(3(z Cﬁ)) ; par passage & l'homologie, on trouve un isomor-
phisme, d'aprés ce qui grécéde. Or cet isomorphisme est g 1) , car il coincide
avee 'Y sur 1'élément de base de M(l) ; cela résulte du fait que x est
la suspension de a . Ceci prouve le lemme 1 dans le cas o TF est cyclicue
infini.

Supposons maintenant que 1! soit cyclique d'ordre pf » Prenons la cons-
truction acyclique décrite ci-dessus ; on a donc N = Ep(x,l)(2>Pp(y,2) ,

avec d =0 sur N . La classe d'homologie x est la suspension de a , cellc
£-1 ,

LT,

de y est la transpotence de aP , en vertu du-calcul feit & la fin de 1 Ex-
posé n° 6, Soit A 1'unique homomorphisme spécial N -> Ei(zp(nﬁ) s il est
compatible avec les puissances divisées, donc est déterminé par la connaigsance
de M (x) ot N(y). ; par passage & 1'homologie, il définit un isomorrhisms
A* : N’xg}g*&ﬁ(zp(n))) . Considérons 1'isomorphisme M s U(M(l)) - N qui en—

voie le générateur a. de 17/p'V! dans x., et le générateur N

b ol

dans y . L'application composée A o M U(M(l)) -9'EE(ZPCW)) est compa*titl.
avec les puissances divisées, et, par passage & 1l'homologie, définit un isomor-
phisme. Cet isomorphisme coincide avec f(l) sur chacun des deux é1léments de

base de 'M(l) , donc c'est g(l) .

4.~ Démonstration du théordme fondamental (Suite).

Lemme 2 : TU  étant cycliéue infini ou d'ordre pf , engendré par a , il
cxiste, pour chaque entier n » 1 , une construction acycligue (sur le rorps
Z_) ayant U(M(n)(ﬁ)) comme algébre initiale (avec différentielle nulle), ot

'U(M(n+l)@T)) comme algébre finale (avec différentielle nulle) ; et cette cons-
truction satisfait & la condition (T) que voici : les éléments de la base do
M(n+l)CW) se déduisent des éléments de la base de M(n)?ﬂ) par les opérztions

suivantes (dans 1é'construction acyclique) ¢
S appliquée a chaque élément de degré impair de la base de M(n>CW) ;

6 ¥pk (k > 0) et cpp ¥pk (k > 0) appliquées & chaque élément de Iugré
pair de la base de M () - ' :
I1 est clair qu'une fois ce lemme prouvé, une application répétée du

théoréme 5 de 1'Fxposé n° 4 fournira, compte tenu du lemme 1, des homomorphis—

mes U(M(n))'ﬁ?Q3(n)(ZpﬁT)) , compatibles avec les puissances divisées, st qui,
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par passage a l'homologie, donneront des isomorphismes compatibles avec ler
opérations 6 , ¥p et Cep ; et, & cause de la condition ([°) du Lemw

2, on verra de proche en proche que ces isomornhismes sont précisément leg lio-

(n) #(n) ey

momorphismes g s puisqu'ils coincident avec sur la base de

L

Ceci achévera de prouver le théoréme fondamental.

Démonstration du lemme 2 : 1'algébre U(M(n)) est le produi% tensoriel
n)
M

des algébres universelles des sous-espaces de dimension 1 de

(n)

'si x est de degré impair 29-1 , 1l'algdbre universelle du sous-espace en-

engendrés

e

par les éléments de la base de M . Soit x unéément de la basc de

o
bl

gendré par x est Ep(x,2q—1) (algébre oxtérieure a coefficients dans g, )
si x est de degré pair 2q , 1'algibre universelle du sovs-espace engendrd
par x est Pp(x,Zq) (algébre des polyndmes divisée 3 coefficients dane 2_ ).

On va montrer les deux propositions suivantes :

Proposition 3.~ Si x est de degré 2g-1 , il existe une construction
acyclique avant Ep(x,Zq—l) comme algdbre initiale (différentielle mulle),.
et Pp(y,2q) comre algebre finale (différentielle nulle) ; y se déduit dc
x par la suspension 6 . ’

Propeosition 4.- Si =x est de degré 2g , il existe une construction

- acyclique ayant Pp(x,2q) comme algibre initiale (différentielle nulle), &t
dont l'algébre finalc (& différentielle nulle) est un produit tensoriel in-

fini
. Lok kel v o
Ep(yo,2q+1) ® e ® Ep(yk,2p P+ R 00 ® Pp(zo,2m+2) ® e ® Pp(zk,Zp Q+2; &9
O LN ] ,
o ¥ =6 ypx) et oz =g () .
Une fois ces propositions démontrées, un produit tensoriel de conatrua-
tions acycliques donnera la construction acyeclique du lemme 2, qui sera ains’

prouvé,

La proposition 3 est évidente : sur le produit tensoriel
Ep(x,2q—1)¢2>Pp(y,2q) y on met la différenticlle d que voici
dx=0 , dy, (y):xxk_l () pour‘ k1.,
Ceci est bien une construction acyclique, et la différentielle d est muile ;
la relation dy = x montre que y est la suspension de x .
Démontrons la proposition 4. L'algébre Pp(x,Zq) est, d'apres 1'Expost
n® 7, paragraphe—7, un produil tensoriel
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Q,(%,22) ® O (3, (x),250) B - ® Qe ()2 D@ e

ol Qp(x,2q) désigne 1'algébre des polyndmes tronqués & un générateur x de
degré 2q (quotient de 1'algébre des polynbmes ordinaires, & une lettre x ,
rar 1'idéal engendré par %P ). I1 suffit de faire une construction acyclique

ayant comme algeébre initiale chacune des algébres de ce produit tensoriel ; puin
on fera le produit tensoriel de ces constructions. Ainsi la proposition 4 wva T

sulter du fait suivant : il existe une construction acyclidque ayant comme alzd-

bre initiale Q (x,2q)v (différenticlle nulle) et comme algébre finalc

Ep(y,2q+1) & Pp(z,2pq+2) (différenticlle nulle),' avee v =6(x), z= “t?U(.?.'} R

&

C'est ce quton va montrer.

On définit, sur .Qp(x,2q) @Ep(y,2q+l) ®Pp(z,2pq+2) , la différenticlle
d que voici :
(4) dx=06 , dg=x , dgk(z)zxp"lyb'k_l(z) pour k> 1.
On vérifie que, en ce qui concernc les éléments de degré > 0 , le noycu de d
et 1'image de d sont identiques : chacun d'eux eét engendré par les élémanis
xhak(z) (lghgp-l,k>0) et XP—l y gk(z) (k % 0). Par passage 2u
quotient, d = 0 sur 1l'algebre finale. la relation dy = x montre que

y =6 (x) , et la relation dz = <Pt y .montre que 2 = (.,Op(x) .

La démonstration du théoreme fondamental est ainsi terminée.

54— Strt_;cturé de 1'algebre de cohomologie HX(TT,n;Zp) s D impair.

L'application diagonale a — (a,a) de TT dans 17 + 77 définit un dia-

gramme commutatif
oo™ (m) — v (r ) 2 v () @ v ()

HX(TT,n;Zp) —> H*OT+W,n;Zp) = H*Cn’,n;Zp) ® H*(’TT,n;Zp)

dans lequel les f13ches verticales désignent les isomorvhismes _g<n) du théo-
reme fondamental. On observe que M(n)(TT +17) est naturellement la somme di-
recte M(n)'(TT) + M(n)(ﬁ) . L'application diagonale M(n) @) = M(n)(TY) + M(n) (m
s'écrit, avec la notation du produit tensoriel, x > x&®1 + 1®x . Ainsi,

si on identifie . Hx(‘\T,n;Zp) 4 1'algeébre universelle U(M(n) (M) au moyen do
g(n) s la structure multiplicative de -la cchomologie H*(W,n;Z ) est ccile oul
est définie, sur le dual gradué Hom'(U(M(n)),Z ) 5 par l'hgmorlr)xorphisme

N U(M(n)) —> U(M(n)) @U(M(n)) (homoinorphisx?xe d'algéﬁres graduées, corpati-

. . ° 2 " s . n 2~ 7
ble avec les puissances divisées) qui envoie chaque x & M dans 1'élinment

x&®1 +1Q0x .



9-08

On est ramené & un probléme d'algebre pure : soit M un module libre gra-
dué (sur un anneau commutatif A ), et soit A 1'homomorphisme
u(M) —> U(M)caA U(M) , compatible avec les puissances divisées, qui envoie x
dans x® 1 + 1 ® x , pour tout x &€ M ., On cherche la structure multiplicative
définie per & sur le dual Hom! (U(M),A) Soit M=M + M , ob ¥ désigne
lc sous-module des ¢léments de degre impair, et M" le sous-module des éléma nts

de degré pair. On a
AT s E(M) = E(MT) @ E(MT) , AT :s(rt) — s(Y) ® sy

A~ est bien connu, et définit sur Hom'(E(M ),A) 1la structure multiplicative
de 1'aledbre_extérieure E(M'”) du dual M'~ = Hom'(M,A) » Si x €', on «
fok (x) = ¥k x®1+1®x) = Z: (x) ®XJ (x) . Dans le cas ou M’
posséde unc base formée d'un seui+éizment X , s(u) posséde une base formée
des ¥i (x) (k3x0) ; soient x'k 1e§ élémsnts de la base duale ; on trouve
1. Zed 2o cadtioiiestion x'T it = g , donc ‘le dual de SIMTY aot Tt-7a%h

bre des rolynlues {ordinaire) & un génératour x' . Le cas général se raméne «
celui-12 par produit tensoriel, lorsque la base est finie en toute dimension :
1'algtbre duale de S(M') est 1'algébre symétrique SS(M'*) , quotient de 1'al-
gébre tensorielle T(M'Y) par 1'idéal bllatere engendré par les éléments
x'Qy' -y @x',xaM’ ,y'az:M' .

Finalement, si M gst un module gradué ayant une base finie en toute di-
mension, 1'algébre duale de U(M) (pour 1'application A ) est 1'algebre
L(M') = E(M'7) ®@ (M) » qu'on appelle 1'algdbre anticommutative libre du
mela ! dual de M (1.e. : M! = Hom'(M. A

Fevenons & 1'algébre de cohomologie H*(M,n;Z_) . On a prouvé :

P . e 4 (n '
Théoreme 2+ Soit, pour p premier impair, M'( ) le Zb-es ace vecteriel

gradué, somme directc d'autant d'exemplaires de HoﬁGT}Zp) Qu’il v _a_de_mots

. admissibles de premidére espdce et de hauteur n , et d'autent d'exemplaires dc

Hom( U Zp) qu 'il v a de mots admissibles de deuxiéme ‘espéce et de hautcur n

hague sous-cgpace Hom(T,Z ) » resp. Hom('ﬂ)Z ) , est affecte d'un degré <eal

au degré du mot gul l'1ndexe L'1somorghlsme g( n) du théoreme fondamon-

tal deflnlt alors, par dualité, un 1somorphlsme de 1'?lg°bre de_cohomologie
' n))

w* GT,n,Zp) sur 1'algébre anticommutative libre L(M

L'isomorphisme précédent est un isomorphisme naturel de foncteurs contra-

. ’ 'y \ n .
veriants du groupe abdlien 1T ., On observera que l'algsbre L(M’( )) est
universelle vis-a-vis des applications linéaires (de degré 0) de l'espace voc—-

n(n)

toricl gradué I dans les algébres graduées anticommutatives.,



6.~ Schémas décrivent les mots admissibles.

Soit X un mot admissible, Considérons la suite (éventuellement vide) dss
lottres du mot A qui sont distinctes de la lettre © , Numérotons-les, dc
gauche & droite, par les entiers 1, 2, ... « Si o(i désigne la i-idme de ces
lettres, soit 2k. le degré du mot (3. obtenu en enlevant du mot =X 1la let-
tre Ay et toutes celles qui sont & gauche decx + Alors le mot tﬂl 3 est
de degré 2kip_ si o(i = B’p , et de degré Zki;m 2 si o(i ::cpp Soit =&,
la différence des degrés stables des mots cxi{gi et (Bi ;3 on a

(5) ai = Zki‘p—l)-é»ui s avec ui =0 si :&i = 5p s Wy = 1 i cii =ip

I1 est commode de définir 1l'entier a; pour tout i » 1, en convenant
que a, = O s1 i est plus grand que le nombre des lettres du mot =+ distinc-

tes de € . Un mot qui ne contient que S définit donc la suite a, = 0,

1
az—o’ LN ]

_ Théordme 3.- La suite (ag 5 ooy a; » o.) gssocibe 3 un mot admissible

de hauteur n et de degré stable q gatisfait aux conditions :

(1) ay 0 ou 1 (mod, 2p - 2) pour tout 1,
(ii) a;> P ey, pour tout i,

(1i1) £a =q,

(iv) | pa; < (p-1)(n+aq)

Réciproguement, étant donnds n et q , toute suite (ai) satisfaisant & (i),
(ii), (iii) et (iv) est associde & un mot admissible de hauteur n et _de de-
gré stable q , et _ce mot cst unique.

“Bémonstration : (i) résulte de (5). Puisque le mot C*i(3i est de degré

;2kip, + '2ui , On a ~2kip. + ~2ui < ;2ki_l pour i» 2, d'oh (ii). la rela-
tion (iii) est évidente puisque a; est le saut du degré stable dans 1'cpéra-
tion définie par cxi (et que le degré stable ne change pas par suspension).
Enfin, si a, £0, le mot & a 1l'une des formes 58 ¥p 2 (h>1) ou

6h<Pp(5 (hy 0) , le mot (> étant de degré 2 L Donc le degré n +q du

mot =t est > 2pkpu;- ., d'ol facilement 1'inégalité (1v)..

Réciproquement, soient des ay vérifiant (i), (ii) et (iv). Définissons,
pour chaque 1 , Les entiers ki et u. au moyen de (5), ce qui est poszible
grice & (i), Alors (ii) entraine k; = p k,

hi+l = k - P ks

ie1 " i+1>/ 0 . Posons

. . S'il ex1ste un mot admissible X donnant naissurce
i+l © 1+1 :
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a la suite (ai) s le nombre des lettres & situées entre o(i et-cii+l Qe
ce mot es® nécessairement égal & 2 hi+1 s et.on a Ay = 5P si u, = o,

Cii =@, si u, =1 . Ceci détertiine le mot X , sauf qu'il fzut encore zomnai-
tre le nombre h1 des lettres © venent & gauche de Cil dans le mot X

On doit avoir n +q = h,+ 2k,p +2u; , et ceci détermine un entier h, ol

est-bien > 1 si u, =0, et est > 0 si u =1, grice 4 la condition (iv)

1
Le degré stable q du mot A satisfait & (iii). Le théoréme est entidrement

prouvé,

Remarque : la connaissance des enticrs hy, (i > 1), qui sont 20, o3

1
celle des entiers u, (égaux & 0 ou 1 ) détermine entidrement la suite
des &4 ».psr les formules

(6) ki.z Z p'j (n,

30 iegel * Yagal) 0
‘4

Autre remarque ‘s pour que le mot o{ associé & une suite (ai) soit de

ay = Zki(p-;)¢ui .

deuxieme espéce, il faut et il suffit que le dernier des a; non nuls soit
gal 31 , '
Dernidre remarque 1 les résultats précédénts_valent aussi pour p =2
" lorsque T7T est cyclique, car alors les applicatiomg f(X) sont encore
additives. ) '




