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Séminaire H, CARTaN, E.N.S., 1954/55. 8-01

RELATIONS ENTRE LES OPEI}PATIONS PRE,CF:DENTES
ET LES OPERATIONS DE BOCKSTEIN;
ALGEBRE UNIVERSELLE D'UN MODULE LIBRE GRADUE"..
(Exposé de H. CARTAN, 10-1-1955)

l.- Relatictis entra & , Yo et %72 .

Soit A uhe DGA- algébre strictement anticommutative (en caractéristi-
que 2) ; on a donc, dans (B(A) , un systéme de puissances divisées, définies,

en tout cas, pour les éléments de degré >2 ,‘ét satisfaisant aux conditions
(1),(2),(3),4") et (5) de 1'Exposé n°® 7. De plus, si A est munie de puis-
sances divisées (pour les élérents de degré » 2 ), les puissances divisées
¥, de (3(A) passent & 1'homologie H, (B(4)) .

Proposition 1.~ Pour tout entier q > 1 , l'application composée

ol & désigne la suspension (Exposé n°-6), est égale 3 la transpotence v,

(Exposé n°® 6),. En formule :

(relation valable sur les éléments de degré pair
29 de H(A) , qg»1).

tel que da = 0 ., Il existe un

1) [ ¥a=X506

Démonctration : Soit a ¢ A

2q
xé_632q+l(A) unique, tel que dx = a ; la classe de a—homologie de = est

précisément la suspension G de la classe d'homologie de a . Alors }j?(x)

est 1'unique é1ément yé& O3 A) tel que dy = (dx).x = ax . Il résulte d»

_ 4q+2( -
la définition de la transpotence que la classe de d-homologie de y est la

transformée de la classe d'homologie de a par la transpotence ‘Pz o CuQ.FLD.

Proposition I bis.--La relation (1) est encore vraie si A est unc DGi-

algébre commutative de degré O telle gue a? = (¢ a)2 pour tout a & 4

et si on applique les deux membres de (1) 3 un é1ément gueldongue a & A .

& = X =
Autrement dit, 1'application composée A —> Hl«B(A)) “gé'HzﬁB(A)) o5l
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égale & la transpotence Yo (notée aussi Y dans 1'Exposé n® 6). Dé-

monstration analogue a celle de la proposition 1 : on éerit dx =a - =,

Rappelons que la transpotence w_ est additive pour p premier
‘impair., Pour p = 2 , la formule (1) permet de mettre en évidence la

déviation de vig-a-vis de 1'additivité : 1'additivité de © et
Yo .

la relation XZ(X +y) = Xz(x) + gz(y) + Xy entralnent :
(2) Wola + b) = @a) +¥, (B) + (6 a).(Gb) .
Les résultats précédents s'appliquent aux algébres d'Eilenborg-

MacLane pour q > 1 , n » 1 , la transpotence
fé : qu(TT,n;Zz) — H4q+2(TT,n+1;ZZ) est composée de la suspension

2 Hy ; 3 - s I T,n+l:4,) =
Gt »‘Izq(lT,n,Zz) — H2q+1(TT,n+l,Z ) et de Yo H2q+1( T, 1,4,2)
—_— H4q+2(TT,n+1;ZZ) . De méme, kpz : 2TT —_ HZ(TT,l;Zz)
de G éTT —> H,(17,1;2,) et de ¥, aui est précisément défini sur

est compcade

1l'image de & -, Dans ce dernier cas, si ol et {3 sont deux élémen‘s
de 2TT (noté multiplicativement), on a :

(2") P 3) = Pl) + R,(B) + BH).GR)

2.~ Opérations de Bockstein.

Soit X wun complexe, muni d'un opérateur différentiel de degré
-1 . On suppose que X , comme grcupe abélien, est sans torsion
(nx = 0, pour n entier # O, entraine x = 0 ). Pour chaque entier
n# 0, ona une suite exacte 0 —> X -2 X —> X/nX = X&Z, —>0
(ol la notation n désigne la multiplication par =n ).

Dans la suite exacte d'homologie correspondante, 1l'opérateur "hord”

&, ¢ Hq(x®zn) —_ Hq__l(X)

s'obtient comme suit : soit x € Xq un cycle mod, n , donc dx = ny
(y € Xq_1 est bien déterminé) ; la classe du cycle ¥y » dans Hq—l(X) ;
est la transformée, par 'Sn , de la classe de x dans Hq(XIé@ z,) -
En fait, on va modifier la définition de 6n , et adopter désormais 1z
_convention sulvante : on écrit dx = (-71)q ny , et én transf orme lo
classe d'homologie de x dans celle de y . L'introduction du. facteur

(-1)? se justifiere plus loin (Proposition 2).

[ K] . . . 7
Le noyau de 5n_ est 1'image de i Hq(X) — Hq(XZ@}a:n) ,
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L'image de Sn se compose des éléments de H (X) dont 1'ordre 4i-

vise n .

Considérons le diagramme commutatif
n

0 > X

\ 4

X >X& 2 —>0
| n

n \I/ \
—_ W/ — —_—
0——>X®2 —>XQ%, X® 72, 0
dont les lignes sont exactes., La deuxiéme ligne définit un homomor-

i . I -_)" X . o Aln J i \.3
phisme Pn : Hq(X Q)Zn) Hq_l(Acx»Zn) , avec la méme convention qu
ci-dessus (introduction du facteur (-1)4) . Alors le diagramme montre

— C. ! -— . . . ~ i ;:
que (3 =1 o0& . Donc @h o} = 0 ; ainsi (3 peut 8tre considéré

comre un opérateur différentiel dans le complexe suivant :

N

- Co
- Hq+1(f.®zn) H (y®z ) & H 1(X® zn) = .

On notera gue le noyau de [ se compose des images, dans K X&7.) .
[n P q n

des é1léments de Hq(X®Zn2) : classes de cycleg mod, 5° .

Proposition 2,~ Soit A une DGA-aleébre sur l'anneau 7 des_en-

tiers ; supposons que A pogséde une Z-base homogéne. Considérons la

suspension dans chacune des constructions acycliques O}(A) et

@;(AO Z ) ~Ba) & Z . Alors, pour g 1, le diagramme suivant
est commutatlf :

H (A& 2) 2 Ho_;(8)
ls : |5

@ ® 2)—2— 5 @)

Auvtrement dit, l'operateur de Bockstein §h commute avec la suspen-—

sion. Corollaire immédiat fgn commute avec la suspension.

Démonstration : la proposiiion pourrait &tre déduite d'un théorime

général d'anticommutation (voir H. Cartan et S. Eilenberg, Homologiral
A gebra, Ch, III, proposition 4.1). Nous allons feire un calcul exvlici~
te qui sera utile plus loin : soit a E Aq tel que 1l'image a' d= 4

dans A(X;Zn~ soit un cycle ; on a donc

da = (-1)% b, b EA ;.

Soit ue @ (A) tel que du=b ; alors a + (—-1)q+1 nu est un evels
de B(A) , donc il existe x € Ga+1(A) tel que
dx = a + (—l)q"k'1 n .

On a dx = (_1)q+; nu , donc la classe de d-homologie de u est
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transformée par Sn de la classe de d-homologie de x' , image de x
dans 0A(A) ® Z, D'ailleurs dx' = a' , donc la classe d'homologie de
x' est transformée de celle de a' par suspension. Ceci prouve la pro-

position,

3.~ Relation entre 1l'opération de Bockstein et la transpotence.

Soit p un entier premier (éventuellement égal & 2).

Proposition 3.~ Soit A une DGA-algebre anticommutative, avant vne
Z-bage_homogeéne, et _soit a € Ao tel que af = (¢ a)p . Soit a' 1linc-

ge de a dans A' = A® Z_ . Congsidérons la transpotence-
¢ e (A") —> H, ®(A")) , et 1'opéroteur de Bockstein &, @ Hg(if-.‘;({\.'_!)—?’
—> H (@(A)) . Alors
- -1,
() Sl = (€ )G a) » (B, Fa) = (& a' )P (G a).

Démonstration : la deuxiéme relation résulte dec la premiére par rié-

©

duction mod. p ; prouvons la premlere. Soit x€ 63 (A) tel que
dx=a-Ea, et soit ye@ (a) tel que

dy =@t s (Ea)aP R a (€ a)p*l)x .
Un tel y existe et est unique, puisque le second membre est un d-cycie.

On a elors -dy = p( za.)p"1 x , et, par réduction mod, p , on obticnt

dx''=a'-€a' , dy'=(a'- Ea')p“1 x!
Ainsi la classe de d-homologie de y' est la transpotence k?p(a‘) .
et si on effectue 5 sur cette classe, on trouve la classe de
d-homologie de (£ a)p X o Ceci démontre (3).

.

Corollaire : soit TT un groupe abélien. Identifions H,(T7,1;2) &
1T per la swspension (Exposé n® 6, n°3) ; alors 1l'application Ep ¥, de
oM dens H,(TT,152) n'est autre que 1'injection > W,
Et l'appllcatlon [é L(? de p_F dans H, (‘fT,l;Zp) est 1'application
pW —> T AT dedulte de 1! 1n,]ect10n. '

Théoréme 1l.— Soit A une DGA-glgebre anticommutative (zu_sons

strict), ayant une Z-base homogéne, et munie de puissances divisées
(pour les é1léments de degré pair > 2 ). Soit € qu(A® Zé) y 4 213

ona »
(4) %ﬁp P00 =8y @) ety
(5) i, e =6y, ) + (Fpeah).(o) € H4q+1"(65(A) ®2,)| si p=2.

(@(a) ®Zp) , si p premier imgair,
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Démonstration ¢+ soit a &€ A2 tel que son image a'é AXZ_ soit
dans la classe d'homologie < Reprenons les notations de la démonstration

de la proposition 2, en y remplagant q par 29 , 6t n par p ; et observe.s
que B(a) et B(A) sont munics de puissances divisées (Exposé n® 6, théorizo
1 et théoréme 2). On a :

(6) da=pb , du=b , dx=a-pu .

Puisque a-pu est un cycle, ,Xp(a—pu) est un cycle, donc il existe
z G(szq+1(A)' tel que

(7 dz = X (a-pu) .

Alors pz - 3 (a—pu).x est un cycle, puisque (a-pu) ¥p 1(a -pu) = ¢ X (a—ou,.
I1 existe donc un y’&(pzpq 2(A) tel que

8) dy = pz - p_l(a—pu).x .

Par réduction mod. p , il vient

(9) da'= 0 , dx'=a' , dz' - Xp(a') , dy' = ?,p—l x'
cette dernidre relation résultant du fait que (p—l)! = -1 (mod. p )e Donc

la classe de a—homologie de ?;? est la transpotence ‘f%@ﬂ) .

D'autre part, y' provient, par réduction mod. p , de y qui satisfait,

d'aprés (8), a

(10) dy = pz + (-1)P pp_1 Xp_l(u).x .
Supposons d'abord p premier impair ; _pp"1 est divisible par p2 , et (10)
montre que le Bockstein (Q de la classe d'homologie de y' est la classe de
d—homologle de z', 1aquelle, d'aprés (9), est la suspen51on de la classe

d'homologie de 'gp(a') , donc est égale & G}beX) . Ceci dfméntre (4) .

;Supposons ensuite p =2, D'aprés (10), le Bockstein [32 de la classe
de d-homologie de y' est la classe de d-hcomologie de z' + u' x' ., Cr,
d'aprés la troisidme relation (6), dx = - 2u , donc la clesse d'homologie de
u' est le Bockstein ﬁz de celle de x' ; et cette derniére, d'aprds la

deuxiéme relation (9), est & () . D'ou la relation (5) & démontrer.

Corollaire de la relation (4) : soit X € qu(A(gszp) , %1 ; pour p
premier impair, & ¥p (A) est dans 1l'imnge de ip : 2pq l((B(A)) —
2pq 1(B(A)(8 z) . D'une fagon plus préeisa, l'application linéaire ¥
re /F: \
est composée de l application linéaire Sb G : H, (A z ) 2pq+1\w(A)) s
et de 1l'application i_ .
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Corollaire de la relation (5) : si A€ qu(A<9-Zz) y Q21 , et si
est 1'image d'un élément de qu(Ac@ 24)', alors

G ¥, ) = >, P, ) =1, 8, 9,8)
Remarque 1.~ L'application X —> 52‘§5@X) n'est pas additive, méme cur

1'espace vectoriel des tels que {32€X) = 0 . En vait, la relation

Wy = ,8 (proposition 1 ci-dessus) entraine
(11) 8wwa+d)_8tg@)«%fgx)+é(®u)maw)
pour o , = '€ H, (A@Z) .

Egmg;ggg_g.— 801t N une algébre différentielle graduée anticommutative
- (au scns strict), ayant une Z-base homogéne, et munie de puissances divisdaes
(pour les degrés pairs » 2) compatibles avec la différentielle de N . Si
£ Equ'(H®Zz) ya2»1l,ona
(12) P % (® =% . 3E .
- En effet, soit =x é,qu dent 1l'image x'¢ N 2q
a4 la classe d'homologie E , et soit dx =2y . On a
a Xz(x) = 2yx , d'ou la relation (12),

QQZ apparvienne

Par contre, la relation (12) peut &tre en défaut pour E de derré
impair : prenons par exomple E)E-H 1(H,n, 2) ,n>2, tel que
2) @*) s XEH, (TT n-1;2 ) . D apres (5), et compte tenu de
t, (°<) =y, 6 &) -yz(?) » on a | |

o ¥o(8) = «3,(F) +s yb0 o

4.~ L'algébre universelle d'un module libre gradué.

- Les notions ci-dessous omt pour but de permettre une description complée-

. te des algébres H*(Tr,n;Zp) , qui sera faite dans 1'exnosé suivant.,

Soit un module libre (sur un anneau /\ commutatif); notons E(I)

1'algébre extéricure de M, isomorphe au produit tensoriel (gauche) d'aly>-

bres extérieures a un generateur (les générateurs etant les éléments de
base de M ). On sunposera toujours que M est gradae, les éléments dec 1o

base de M étant homogénes de degré impair > 1 . Alors E(M) a unc gradua-

tion positive, EO(M)‘ étant réduit aux scalaires. D'aprass-le théoreme 2 de
1'Exposé n® 7, il existe sur l'algébre graduée E(M) un systéme unique de
puissances divisées (définies pour les éléments de degré pair > 2 ). En fui,
d'aprés la formule (13) de 1'Exposé n° 7, on a la formule explicite quo veini
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si x= E _ x, cst une sorme d'éléments x, € E(M) de degré pair 2 2
1<i<n * |

on &

(13) Xk(x) = ; xi s Xi .
151, <. <1, ¢n 1 k
: 1 k
- Ces ¥, satisfont & la relation (5) de 1'Exposé n® 7, en vertu de la Propo-

sition 4 (Exposé n° 7).

Soit & nouvecau M un module (non encorc supposé gradud). Considérons

1'algébre tensorielle T(M) = ) Tk(M) , ol 'Tk(M) est le module cngendré
k>0
per les x, ® oee ® X, » avec x].'_E M . Dans T(M) , considérons la multipli-

cation ¥ définie por la formule ‘
(14) = o (x1 Si)...@xk) * (y1®...®yh) =Zzl® SRR N

la sommation du second membre étant étendue & toutes les suites
(21500052 ,,) déduites de la suite (x;,.vep% yl,...,yh) par les pcrmu-
tations qui conservent 1l'ordre des x;- entre eux et l'ordre des y; entre

eux, La multiplication ®x est commutative et associative,

Pour chaque k , soit Sk(M) le sous-module de Tk(M) , formé des ton-
seurs symétriques (c'est-3-dire invariants par le groupe symétrique d'ordrc

k , qui opére d'une meniére évidente sur 'Tk(M) ). Soit S(M) = Z:. Sk(l‘--;) .
. _ X% 0
I1 est évident que le produit » de deux éléments de S(M) est dans S(¥) .

Ainsi S(M) est une glgdbre commutative.

.Supposon's désormais que M ait une.base »(ei) s supposéc totalement

ordonnée, Il est immédiat que Sk(M‘) admet pour base 1'ensemble des £$1éments

s ot i, £ 400 <4, , ennotant e, . la somme des éléments
1 k ll..‘lk

R eee ® ey par permutation des facteurs (exemple :

e. .
ll.'.lk
distinets déduits de oy

- e , |
e = ®e;Be; 5= Ve ey v Ve @ey + 0@ e ®ey) .

Soit M,. le sous-module de M engendré par 1'élément e; S(Mi) = T(Mi)

a pour base 1, e, , 6.. ( = e. . Cuss . Les éléments de la basc
P R B 13 ( :el®el)’ iii ? -

de S(M) s'éerivent d'une seule maniére sous la forme

u, ¥ u, -x..,;nu. ", avec i, < i < ,.. «i ’
| il i, i, 1 2 Tk
en notant u; un 41ément quelconque de la base de S(Mi) . Ceci prouve qu~
k ‘ :
l'application & S(Mi)~-—> S(M) , déduite des injections M, —> M, et de
i
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le multiplication » de S(M) , est un isomorphisme d'ulgébres.

Supposons maintenant que M soit gradué, les éléments e, ayent d2s

degrés pairs » 2 . Alors S(M) ost gradué ; de plus :

Proposition 4.~ I1 existe sur 1'slgébre graduée commutative S(M)
un_systime de puissances divisdes satisfaisant aux conditions (1), (2), (3),
4), (5) de 1'Exposd n° 7, et & la condition

(c) b’k(X)z}C@...@x‘ (k fois) pour x &M .

Un tel systémeds puissances divisées est unigue.

Démonstration @ supposons qu'un tel systéme existe, Alors
Xk(ei) =e; 4 »ot, d'aprés la relation (5) de 1'Exposé n° 7, S(Mi) est
stable pour les Y, , qui sont déterminés sans ambigiiité sur S(Mi) 3 S(Mi)
est alors isomorphe & 1'algdbre des polyndmes divisée & un générateur Gy
L'unicité des ), sur les sous-algebres S(Mi) entraine, d'aprés lc théo-
‘réme 2 de 1'Exposé n° 7, l'unicité sur le produit tensoriel (%)S(Mi) = 5(M) ,
Démontrons maintenent l'existence : nous définissons d'abord tes 5&{ sur
chaque sous-algébre S(Mi) , identifide & 1'algébre des polyndmes divisée 3
un générateur e; . Ces puissances divisées se prolongent au produit tenso-
Criel ® S(M ) = 8(M) , d'aprés le théordme 2 de 1'Exposé m°® 7, ot satisfont
a (1),1(2), (3), (4), (5) de 1'Exposé n° 7 (cf. Proposition 4 de 1'Exposé
n® 7). I1 reste & vérifier que les 5&( ainsi définis satisfont & la condi-
tion (C) de 1'énoncé. Or si (C) est vérifide pour deux éléments x ot
y de M, elle 1l'est pour x +y et pour Ax  (quel que soit N dans 1tan-
ncau de base) ; et comme (C) est vraie pour les e; s (C) est vraie pour tout
XEM,

Nous pouvons maintenant déf*nir 1'a1gébre universelle d'un module M
ayent une base (e. ) formée d'éléments homogénes (de degrés > 0 ), Soit
le sous-module engendre par les e de degré impair, et Mt le sous-module
engendré par les e, de degré pair. Soit U(M) le produit tensoriel
E(M) ®-S(I‘fi+) , produit tensoriel d'algdbres graduées anticommutatives ;
_clest une algébre graduée anticommutative (au sens strict). Il existe sur
U(M) wun systéme unique de puissances divisées satisfaieant aux conditions
(1), (2), (3), (4), (5) de 1'Exposé n° 7, einsi qu'a la condition (C) appli-
" quée aux x € M¥ & cela résulte de ce qui préeéde et d'unc nouvelle applica-
tion du théoréme 2 de 1'Exposé n® 7. Comme algdbre anticommutative graduéc
munie de.puissances<divisées, U(M) posséde la propridté universelle sui-

vante
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‘Théordme 2.~ Soit A une sledbre graduée anticomrutative (gu sens sirich),
t_aux_codditions (1), (2), (3), (4')

et (5) de 1'Bxposd n® 7. Soit M un_module libre ayant une base homogéne

munie _de puissances divisdes satiefaisan

(graduation positive), et soit f ¢: M —> A unc applicetion lindairc conscr-

vant les degrés, Alors f gc prolonge, d'une scule ronidre, en un homomor-
phisme d'slgebres graduées g : U(M) —> A, compatible avee les puissances
divigéos. ' ‘

Démonstration : il suffit de poser g(xk(ei)) :lyk(f(ei)) pour deg(ei)
pair, et, bien entendu,’ g(ei) = f(ei) pour deg(ei) impair, Alors g est

un homomorphisne de chaque sous-algébre U(Mi) dans 4 , computible avee log
puissences divisées ; g se prolonge donc, d'unc scule maniére, en un homo-

morphisme d'algsbres gradudes & U(li,) —> A , et cet homomorphisme est compa-

=

tible dvec les puissances divisées, 34 cause des relations (3) et (4') do 1'Ex-
posé n® 7. Quant & 1l'unicité de g , clle est évidente, puisque g est déter-

miné sans ambigliité sur chaque sous-algébre U(Mi) .

Remargue : dans lec cas de la caractéristique 2, 1l'algébre S(M). sera er-

visagée pour tout module gradué M ayant une base formée d'éléments homogd-

nes (de degrés > 0 ), guelle que soit la parité de 1u.graduation.'La proposi-

tion 4 est encare valable 3 les (x) sont alors définis pour tout = & 3(i).
_ . 3188 oy

de degré > 0 , Le théoréme 2 cst remplacé par le suivant (méme démonstretion)

Théoreme 2 bis.- Soit, en carectéristigue 2, une slgdbre gradude A stric—

tement anticommutative, munie de puissances divisées satisfaisant aux condi-
tions (1), (2), (3), (4") et (5) de_1'Exposé n° 7.

Soit M un module libre avent une besc homogéne (graduation positive),

et soit f : M—> A une gpplication linéairc congcrvent les_degrés, et dont
1'ingge est formée d'éléments

our lesgue

1s les X1 sont définis (ceci n'cst

une restriction que pour les éléments de degré 1 ). Alors f ge prolongo
d'une secule maniérc en @n homomorphisme d'algebres graduées g : S(M1) —> 4,
compatible avee¢ les puissances divisées.,




