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Séminaire H. CARTAN, E.N.S. 1954/55 . 7-01

PUISSANCES DIVISEES

(Exposé de H. CARTAN, 3-1-1955)

Préambule. Dans une algebre graduée commutative sur le corps des ration-
k
nels, considérons, pour chaque entier k , l'application Xk : X 3% /ki

Elle jouit des propriétés suivantes @
(1) XO(X) =1, X’l(x) =X, deg \5/1r(x) - k.deg(x) .

(2) 3 (%) \fh(x) = (k,h) Y h(x) , en notant (k,h) 1le coefficient

b1nom1nal ﬁki‘,t%%_

(3) \('k(xﬁf) 4_,, Y (x) ¥, (y) (fémule de Leibniz)
‘ i+j=k

(1) Y ) =k N N ) =Y G) = v
(5) ¥ (¥yu(x)) = (B,h-1)(2h,h-1)... ((k-1)h,h-1) ¥\, (x) .

On verlfle (5) en montrant,par récurrence sur k , que le coefficient du

1
second membre est égal a -(Qz—k s, qui est donc entier.
ki(h!)”

Enfin, si l'algébre est munie d'une différentielle d , on a
(6) 4 gk(x) = (ax) ¥, _,(x) pour k »1.

1. - Une grogrlete de la har construction.

SR e B e o s smer

On ne fait aucune hypothése sur l'anneau de base N

Théoréme 1 : Soit A une DGA-algeébre anticommutative (au sens gtrict,

ice. 1 8% =0 pour tout a £ A de degré impair). Pour chague x © =@ (&)
de degré pair > 2 , il existe une suite d'éléments Y, (x) e B (x)

(k = 0,1,2,...) qui satisfont & (1) et (6) , ob dx désizme la

différentielle de x &€ FS—(A) au sens de 1'algdbre acyclique {3(4) .

Les éléments ‘;)/k(x) sont_déterminés de maniére unigue par ces condition:

ils ont un caractere fonctoriel : 1ls satlsfont en outre & (2),(3),(5), et

(41) pour k> 2, o/k(xy) =0 si deg(x) et deg(y) impairs,
4_'
Xk(XY) — Xk(y) si deg(y) pair >2 et deg(x) pair .

Dénonstration : d'aprés 1'Exp. 4, th.4,.(iv), l'algébre &(4) est



N

anticommutative au sens strict. Donc le produit tensoriel A<g;f3(A)~E_q3(A,
est une algdbre anticommutative au sens strict ; par suite, si x & @ 3(L)
est de degré pair, (dx)2 est nul.

Cela posé, la propriété (B) (Exp. 3, th. 3), qui caractérisc la her
construction, va donner la clef de la démonstration, '
Soit x e.@@é (£) y @ »1; l'existence et L'unicité de }{k(x) satisfaigent
a (1) et (6) se montrent par récurrence sur k , étant triviales pour k = U
et k=1, Si elles sont vraies pgg? k -1 (k»2), la détermination de
yk(x) revient & celle d'un y E,Gaqu(A) tel que dy soit un élérent
connu z = (dx) yk_l(x) ; un tel y existe et est unique, pourvg que %

.

solt un cycle ; or, d'aprés l'hypothése de récurrence, dz = (dx) gk_ﬁxx} ;

2
qui est nul puisque (dx)” =0 .
Les dpplications y& ont un caractére fonctoriel : si £ ¢ 4 -2 4!

&

est un DGA-homomorphisme, 1l'application g : GB(A)--§0§(A') définie por

f satisfait & g \b/k(,x)) = Xk(g(x)) pour X é& ?S—qu(A) + Démonstration
par récurrence sur k-: si c'est vrai pour k - 1, les deux membres ont dos
différentielles égales, donc sont égaux d'apres lo propriété (B) de la bar
construction. ‘ .

La propriété (2) se vérifie par récurrence sur k + h ; étant triviile
pour k + h=0 ou 1. On prouve 1'égalité des différentielles, qui résultec
de 1l'hypothése de récurrence, et de la relation classique :

(k-1,h) + (k,h-1) = (%,h) . La propriété (3) se vérifie aussi par récurrcncc
Csur k s en différentiant, De méme pour (4') : si les degrés de x et ¥
sont impairs, la différentiation nous raméne au cas k = 2 , et dans ce ecas,
par différentiation, on est ramené & vérifier que d(xy).(xy) =0, ce qui
résulte des relations x? =0 et yg =0 . 8i deg(y) est pair >2 ot
deg(x) pair, (4') se prouve encore en différentiant, compte tenu de la
relation y. },/k_l(y) =% Xi{(y). qui résulte de (2) . Enfin, (5) est triviule
pour k = 1 et se prouve par récurrence sur k en différentiant : il suffit

d'appliquer (2) su caleul du produit Y1) V()

Re~ L'algébre des polyndmes divisée.-

Les Xk(x) définis dans la bar construction (3(A) s'appellent les

puissances divisées de x . Cette dénomination est justifiée par la relition

k
X = ki Xk(X)
qui résulte aussitdt de (2) .
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Prenons un exernple important : soit A = E(x ; 2g-1) 1l'algebre exté-
rieure & un générateur x de degré impair 2q-1 . Introduisons le module
P(y 5 2q) ayant la base suivante : y_ =1, Ty ST 5Ty s vee s Vi s vee
dans les degrés O , 29 , 4 5 +»s , 2kq , ... Sur le produit tensoriel
AGP(y ; 2q) mettons le différentielle
(7) dx =0, dy, =%, ¢ o1 d(xyk) =0
I1 est immédiat que les XV (k »0) forment une base des cycles, et que
tout cycle est le bord d'unm unique élément de P(y ; 2q). La propriété carac-
téristique de la bar construction de A est donc vérifiée e ; il s'ensuit que
P(y ; 2g) est muni d'une structure d'algsbre, celle de u%(A) . La relation (7),
comparée & (6), montre que Ty = Xk(y) Alors (2) domne la multiplication duns
P(y ; 2q) : Y Iy = (A’h)yk+h . Bt (5) détermine les puissances divisées
dans P(y ; 2q) 3
(8) Xk(3h) = (hyh-1)(2h,h-1) ... ((k=D)h,h-1) ¥, «
L'algébre P(y ; 2aq) , munie de ce systeme de Xk , s'appelle L'algdbre deg
polyndmes divisée (& un générateur y de degré 2q) .

3,- Autres exemples.

Dans 1'exerple précédent, y n'est autre que [x], déduit de x «.A
par l'application s qui définit la suspension. Plus' généralement :
Soit A une DGA-algebre anticommutative au sens strict, et soit
€4y 1(az1) ;5 dans (3(4) ., na
(9) _Xk([a:‘) =[a, ... , a] (k fois) .

Démonstration : par récurrence sur k , on doit‘vérifier que
i (lal) =s(ayy ([ad) .
Pour cela, on différentie ; on doit prouver que
dfal ¥ (ad) =ay, (o)) ~sdalay ,([al)
ou encore [da]. Xk—-I([a]) = sd(a kal([a])) ’

ou, en différentiant :

(da) Yy, ,([aD) -[aald ¥, _ 1([a]) =d(a 1([a]>) ’
ce qui revient & dfal.d kleK[a]) =0, Or c'est wvrai, puisque le carré dec

d[a] est nul, 4 [a] étant de degré impair.
On démontre de méme (c'est un peu plus compliqué) : si ac A et

b € A gont de degrés pairs >0 , on a, dans B (8) ,
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(10) gk([a,b]) =[a,by04.,8,b] (dans le crochet, on a k fois le
couple a,b) .

4,— Définition générale des puissances divisées.

Toutes les algeébres qu'on considérera désormais sont gradudaeset anticcr-
q

mutatives au sens strict. Etant donnde une telle algdbre N , on dit que i

est_munie d'un systéme de puissances diviséecs si on a attaché & chaque x < W

de degré pair >2 , une suite d'éléments Q(k(x) SN (k=0,1,2,...)
satisfaisant & (1), (2), (3) et (4') . (On no pose pas la condition (5)) .
Si de plus N est sous-algebre graduée d'une clgdbre différenticlle gradude

M (anticommutative au sens strict), on dit que les puissances divisées de

N sont compatibles avec la différentielle d de M si la condition (4)

est satisfdite.

Comme on 1l'a déja observé, (2) entraine :

(11) Xe Yo 1(x) = kbk(x), dlon x° = (}/ (x) .
(3) entreine :
<
(12) Xk(xl Foeee + xn) = klf.;.,.]{;_;k 5k \x ) Xk ) .

(4') entrafne que (4) a lieu chaque fois que deg(x) et deg(y) sont prirs
> 2 . Enfin, (6) entrafne que si x est un cycle, alors X (x) est wn

eycle.

Théoréme 2 : Soient B et C deux svus-algdbres gradudes de 1'algdbre

N (anticommutative au sens strict), telles que 1'application canonigue

B®C-—sN soit biunivogue. Etant donné, sur chacune deg algdbres B «t © ,

un systeme de puissances divisées, il existe sur N un systéme de puiseingen

sances lelseep de B et de C sont compatlbles avec la différenticllc ¢'unce

algebre M (dont N est soug~algébre), il en est de néme des puisgarce:

divisées de N .

Démonstration : 1'unicité résulte aussitdt de (3) et(4') . D'une facou

prec:.se, un élément de B &0, (q+r pair > >2 ) s'éerit sous la formne

o b.c. , et 1'on dort; avoir, pour k 2 2 ,
- i7i _
1<i«n 4
\ F N ' - ; . s
(13/ Xk( e et bici) = 7 . bi ci ] bi Ci S q l.‘u"‘_.‘)u._.'_.f'
1<ign 1<i,<eee i, ¢ 171 k 7k
~N ~ 1 k\
W) YD bed= > )L )Y (e Y, (o)
k 1 **t t™n Ok, ULt dx T

14ign k1+. +k =k 1 n
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si ropair2>22,

et une formule anslogue (14') si g pair > 2 (si gq et r sont touc
deux pairs > 2 , les formules (14) et (14') soht d'accord). Pour prouver
1'existence, nous devons d'abord montrer que les valeurs des seconds menbres

de (13), (14), et (14') ne dépendent que de 1'élément

He \/}

Notons provisoirement f(b1 3 Cq s nee s b e, ) le second membre de (13),

resp. (14), resp. (14'). BEu égard & la définition d'un produit tensoriel, on

doit montrer trois choses :

(i) £( )\bl,c ,cn) = f(b )\c b, s 02,...,bn,cn)

(ii) =i b, =b' +Dd", ona
f(bl,cl,bZ,cz,...) = f(b',cl,b",cl, 3Cs yeoo) 3

(iii) si c, = ¢! +c' , ona

f(bl,cl’bZ, 2,.0.) = f(bl’c 9 1 b2’ ’ooo) [

Or le point (i) est évident. La vérification de (ii) se rameéne &

(°1)2 =0 dans le cas de (13) , et, dans le cas de (14), &

.:2i~—f—— _ o X&: c) hkn(c) = (b'+b")kq'¥k1(c)

1o +K"=kq
ce qui résulte de (2). Enfln, la vérification de (iii), dane le cas de (14,

se raméne &

g L krbku Xk'(c )Xk"(c ) = b Xk(c' + e")

kt+ k"*kl
qui résulte de (3) .

Il est ainsi prouvé que les formules (13),(14) et (14') définissent cans
ambiglité les Yk sur chacun des sous-modules ]aIC)Cr ’(q+r pair >2), et
par suite, d'aprés (3), sur leur somme directe. Les Xk: ainsi définis satis-
font éviderment & (2). Ils satisfont & (2) : c'est évident si x est de l=
forme bc ; et si (2) est vérifié par x et par y , il l'est par la somrc
x+y , en vertu de (3), et de la relation (k,h) =:.§:(i,i')(j,j') dtenduc i
systemes (i,i',j,j') tels que i+j=k , i'+j'sh . La condition (4') est
vérifiée si x a la forme bec et y la forme ble' (vérification facile)
si elle 1l'est pour un produit x'y et pour un produit x"y , elle l'est puur
(xt+x")y , d'aprés un calcul ci—~dessus ; si elle 1l'est pour un produit xy!

et pour un produit xy" , elle 1l'est pour x(y'+y") ; donc elle est verificc
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quels que soient x et y .

Enfin, supposons que (6) soit vérifié quand x €B et quend x €0 ;
alors, pour b €B et c €C, ona d Xk(bc) = d(be) . o Y1 (be) 3 car si
b et ¢ sont de degrés impairs tout revient & voir que le prodult de
d(be) et de be est nul (ce qui résulte de K= 0 et 02_ 0) ; et si
b et c¢ sont de degrds pairs (dug(c) 2) , cela résulte de la relation
Ce Xk-l(c
leur somme : il suffit d'utiliser (3) .

Ceci achdve la démonstration du théoréme 2 .

k‘xk(c) . Enfin, si (6) est vérifié per des x, , il llest par

5, ~ Puissances divisées dans une congtruction.

Soit (4,N,M) une construction anticommutative (au sens strict).
Supposons que chacune des algébres A et N soit munie d'un systéne de
puissances divisées, compatible avec la différentielle de 1l'algebre
M = AGN . D'aprés le théoréme 2 , il existe sur M un systéme de puis-
sances divisées, compatible avec la différentielle de M , qui prolonge les
deux systémes donnés ; et ce systéme prolongé est unique. On dit alors quc

la construction (A4,N,M) est munie de puissances divisées. (Observer quc

A ot N sont stables pour les puissances divisées) .

Proposition 1 - Soit (4,N,¥) une construction munie de puissances

divigées. Alors v
1) la projection M —oN (définie par 1l'augmentation & de 4) csb

compatible avec les 3&{,

2) les puissances diviséesg de N sont compatibles avec la diffcrenticd -
le d de l'algdbre finale N ;

3) si M est_acyclique, les Xk de N pagsent & l'algebre d'homoio-

gie H*(N) , qui_devient donc une algeébre nunie de puissances diviséos.

Démonstration : 1) soit x €N , ¢t soit u €M dont la projecticn

u dans N soit nulle, Montrons que ‘Kk(x+u) - Xk(x) a une projection
nulle, C'est égal & é: X&(u) y&_i(x) , et il suffit done de monbtrer
1<1<k

que, pour 12> 1, B .(u) a une projection nulle. Il suffit de le mortrer

‘quand u € A ®Nr » Q+r pair 22 . Soit u = Za On . Dlapres (3), it
J
suffit de montrer que X’( C)n) a une projection nulle quand a € 4

né& Nr s Q+r pair >2 , et §&a = O . Supposons d'abord r-pair >2 ; al“r“

Xi(a(&n& = al®¥i(n) o bien une projection nulle, car £(a”) =0 .
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Si p impair, gi(a@n) =0.8 r=0 , «lors
)(I(J ®n) = })/i(&)nl , dont lo projection est nulle puisque le degr( de
\D/i(o.) est >0 .

2) 1la relotion (6) ayant liew quand x €N ct d ost lo différenticile
de ¥, on en déduit, par projection sur I ,

dy, (x) = (ax) ¥, _,(x) , ce qui prouve l'asscrtion 2) .
3) si x€N ot dx=0,ona a},’k(X) = 0 d'aprés ce qui précede,

Pour montrer que })/k passe & la d-homologic de N , on doit prouver i

1 -\ N -
g/k(x+d;r) - Xk(x) = lééi<k Xi(dy) )/k_i(x)

-~

d- i i dx = & > suffi 3o
est un d-bord si x 6&2q y dx=0,7EN, (@ > 1), Il suffit de

trer que, dans le second membre, chacun des }(i(ay) est un  d-bord .

Or, d'aprés 1), Xi(ay) est la projection, sur N , de - }J"i(dy) , qui eat
un d-cycle. Puisque M est supposée acyclique, Z(i(dy) est un d-berd
donc, par projection, Xi(ay) est un d-bord .

Application : soit A une DGA-algébre anticommutative (au sens strict!
I1 en est alors de méme de @(n"l)(A) , pour n>2 (cf Exp. 4, th. 4, (iv))
.Done Z,g(n) (A) , qui est canoniquement munie de puissances divisé_c?i cuand
n >1 (th.1 ci-dessus), voit ses }{k passer & l'homologie Hx( 'f.:‘if‘),(n)(!-‘;))
quand n »2 . De plus, si A est de degré zéro, A est trivialement muie
de puissances divisdées, donc les Xk de \?) (I)(A) passent aussi & 1'hono-
logie. En particulier, prenant A = A () , 11 groupe abélien, on voit auc
les elgébres d'Eilenberg-MacLane H*( M, n; AA), pour n>1, gont cano-
niquement munies de puissances divisées qui satisfont 2 (1),(2),(3),(4') ¢
(5) - |
De plus, pour tout homomorphisme T __,77' , L'application fonctoricile
Hx(ﬂ; n; /\) -—-;H*(ﬂ" ., n; A ) est compatible aveg les puissances

divisées, d'apres le théoreme 1 .

6, - Puissances divisdes dans une construction spéciale .

Soit (A,N ,I\i,’l\\f) une construction spéciale anticommutative (au sens
strict). On dira qu'ell.e est munie de puissances divisées si les ¥,
laissent stable non seulement les sous—~algeébres A et N , mais ausei 1la
sous—algébre N . Clest trivialement ainsi pour la bar construction, car

alors N =10 .
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~.,
Proposition 2 - 8i (4,N,M,N) est une construction spéciale avee

puisgances divisdes, les ¥ » Sur N (et a_fortiori sur N ) satisfont i (5).

Démonstration : par récurrence sur k , en différentiant, et en observent

que d applique biunivoquement ﬁi dans M . C'est le méme caleul que pour le

bar construction (th.1).

Proposition 3 - Si on a deux construections spéeiales_avee puissinces

divisdes, leur produit tensoriel (Exp. 4, n° 5) est une construetion spéeizle

avec puissances divisées.
Démonstration : les puissances divisées sont définies, sur le produit
tensoriel (A",N",M",N"), par le théoréme 2 ci-dessus, Il reste & vérifier quc

A

T est stable.pour les Kk ; or cela résulte de la formule (9) de l'Dvposé 4.

La proposition 3 s'applique notamment & un produit tensoriel de plucieurs
bar-constructions ; les puissances divisées de ce produit tensoriel satisfont
done a (5), en vertu de la prop. 2.

En particulier : dans_un produit tensoriel d'algebres de polyndmes divisies

(cf n° 2), les puissances divisdes satisfont & (5). Plus généralement :

Proposition 4 - Dans les hypothdses du théordme 2 , si les puissances
divisdes de B et celles de C satisfont & (5), les puissances divisées de
B ®C satisfont & (5). |

Démonstration : il suffit de montrer que les x €B ®C qui satisfont 2
(5) forment une sous-algtbre ; autrement dit, si x et y sont des éléments

de degrds pairs q et q' >2 , d'une algébre graduée N et satisfont & (5),

il en est de méme de la somme x +y et du produit xy . Pour le voir, consi-
dérons les algébres de polyndmes divisées P(é , q) et P( é', q') , et ddfi-
nis;ons une application linéaire de P(é » ) ®P( é’, q') dans N, en
envoyant ,\v;’k(g) ®Xh(§') dans le produit Xk(x) ){h(y). La condition (2) duc
puissances divisées entrafne que f est un homomorphisme d'algébres gradudeo :
puisque x et y satisfont a (5), la restriction de f & chacune des soun-
algdbres P( g,-Q) et P(é', q') est compatible avee les puissances diviséos.
I1 résulte alors des propriétés (3) et (4') des puissances divisées, que f
est compatible aveec les puissances divisées ; comme tous les é1léments de

P(‘CLS » @) ®P(é', q') satisfont & (5), (5) est vérifide par tous les élémenta
de l'image de f , et en particulier par x +¥ et par =xy .

Théorgme 3 : Soit (C,Q,P) une construction anticommutative (au sens

S r N . ’ - . .
strict), et (A,N,M,N) une construction spéeiale, anticommutative au_senc

strict, munie de puigsances divisées. Soit f : C—»A un DGA-homomorphisme,
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et soient g: P_ M gt g:Q ~——N  les homomorphismes spéeiaux définis

par f (Exp. 4, th.5) . Si Q est munie de puissances divisées compatiblec

avec la différentielle de P , alors g est compatible avee les puissances

divisées.

Démonstration : observons d'abord qu'on ne suppose pas que C soit munic

de puissances divisées. L'application g est composée de Q.NA,(I{T'-_»; M, dont
la premidre est la restriction de g & Q , et la seconde est la restriction
& N de la projection M —yN ,:qui est compatible avec les pulssances divi-
sées (prop.1). Il suffit done de montrer que, pour x € Q , de degré pair _» 2
on a

g0 2y () = f (e(x)) .

Or les deux membres sont dans N s puisque N est stable pour le .

I1 suffit donc de montrer 1'égalité des différentielles, et ceci fournit wune

démonstration par récurrence sur k .

7.- Puissances divisées en caractéristigue p .

~ On suppose désormais que 1'on a p = O dans l'anneau de base J\ ,
p désignant un entier premier. Soit" N une algébre graduée anticommutative
munie de puissances divisdes ; on a donc £ =0 pour tout x €N de degrd
pair >2 , d'aprés la relation (11) .

On suppose.en outre que les puissances divisées de N gatisfont & (5).

Les propriétés arithmétiques élémentaires des coefficients binomiaux donnent
alors

(51) Xk( X (x)) = Xk (x) pour tout k , en caractéristique p .

Ceci s'éerit aussi ka Xk . On en déduit, par récurrence sur

1'entier 1 ,
. = O...O‘ i f i .
Xpl Xp XP (i fois)
Soit k = ko+ klp + eee *+ kipl,. le développement p-adique de

k (ko <P,k <Dy ey k.i<p) . la formule (2) donne, compte tenu de
(5') :
(15) Y, (x) = }(k c ¥ (yp(x)) ¥k (y () .

(1 /k ,) ki , de sorte que toutes les opérations V.

(IR

D'autre part, Xk (y) =

sont détermindes pa.r la structure multlplicatlve de N et par l'unique
opération Xp ("puissance p-idme divisée"). On observera que, d'aprés
(4') , on a

(16) Xp(xy) =0 pour deg(x) >0 et deg(y) >0.
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Lo relation (15) peut étre interprétée comme donnant la structure de

1'olgdbre des polyndmes divisde (& coefficients modulo p ) e

notons Qp(y) le quotient de 1l'nlgébre des polyndmes ordinaires & un géndri-
teur y , por 1'idéal engendré par yp ("zlegbbre des polyndmes tronquis").
Alors

P(y 5 2a) =Q,(y) @ i, (y)) Q---()Qp( JT®...

(produit tensoriel infini d'algdbres).

8.~ Puissances divisées en caractéristigue 2.

Lorsque p = 2 , ce qui précéde reste valable : tout se ramdne & l'opir -
tion Y, ("carré divisé"). Mais on peut faire davantage. Nous dirons

(Lorsque = 2) qu'une algtbre graduée est gtrigtement anticommutative =i
1<) fma’h

clle est anticommutative (i.e @ commutative) et si en outre x? = (0 pour

tout x de degré > O . Exemple : la bar construction R(a) d'we &

anticommutetive ¢st strictement anticommutatlvev(Exp. 4, th, 4, (iv)).
Reprenons alors le théoreme I ; en coractéristique 2, si A €Sb

strictement anticommutative, Xkﬂxﬂ se définit pour tout x C,J§ (L)

tel que q >2 (q pair ou impair), ainsi que pour les x &€ 4: (o) tele

que (dx) =0 dans A . Ces x forment un sous~module. Les proprlétés {1)

4 (6) restent valables ; (4') se précise comme sult
(4") pour k>2 , B'k(w) =0 si deg(x) >0 et deg(y) >0,
¥ 1 ()

L'algébre des polyndmes civisée P(y ; q) est définie pour tout o =1,

1

2 Y (7) st deg(x) =0 .

pair ou impair. La formule (15) donne sa structure :

Py 5 @) REF , ) ®E(Y,() 5 20) @« QE(Y,;(¥) 5 2 '@ ...
(produit tensoriel d'algébres extérieures) : c'est l'algébre extérieure ayant
pour générateurs T, E{Z(y) s eee éfzi(y) g eee o :

Exercice : soit unc DGA-alggbre A strictement anticommutative ;
si a€& A est de degré > 0, ou si a de degré O satisfait & a'= (€))7,
on a, dans la ber construction de A , X&K[a]) =[a, ... , o] (k fois
Si a et b sont des éléments quelconques de A , on a

¥, ((a y D) =la, b, .. y2,b] ( fois) .

Définition d'un systime de puissances divigées : soit N une olgebre
grodude strictement anticommutative. On dit que N est munie d'un sys tene
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de puissances divisées si on a attaché une suite d'éléments Xk(x) EY

chaque x &€ K de degré >2 , et 3 un certain sous-module de Nl s ces 5,,

devant satisfaire & (1),(2),(3) et (4") , éventuellement & (5) . Si de plus
N est sous-algdbre graduée d'une algdbre différentielle graduée (strictement
anticommutative), on dit que les puissances divisées de N sont compatiblcs
avec la différentislle de M si la condition (6) est satisfaite.

AMors le théoréme 2 s'étend & ce cas (démonstration inchangée).
Quant & la proposition 1 , elle subsiste, ainsi que sa démonstration, pbur
les puissances divisées des éléments de degré >2 .
Elle subsiste aussi pour les puissances divisées des éléments de degré 1 ,

siles ¥ sont définis pour tous les éldéments de degmé I de & et de X

Application : soit A une DGA-algébre , strictement anticommutative
(en caractéristique 2) . Alors, pour n.=2 , ~T&fg(n—l)(}x) est strictement
anticommutative et runie de puissances divisées. Pouf n=>2, ‘ai n)(A)
n'a pas d'élément # O de degré 1 s d donc les puissances divisées de
Gl(n)(h) passent l'homologle H (43 n)(A)) De plus, si A est de
degré 0 et si a” (éa) pour tout a €4, les pulssances divisées sont
définies pour tous les éléments de degré >.1 de 63 (1) (4) et passent &
1'homologie.

En particulier : les algbres d'Eilenberg-MacLane Hx( M, n; ZZ)

sont canoniguement munies de puissances divisées satisfaisant.a (1), (2),

(3), (4™) et (5) . Ces puissances divisées }(k(xﬂ sont définies pour les x

de degré > O si n >2 ; pour n = 1, elles sont définies pour les x ‘'de

degré > 2 , ainsi que pour les éléments de Hl(T{ » 15 Z,) situés dans

l'image de ZJT par la suspension.
(Ce dernier point se voit comme suit : les X/k sont définis pour tous

les é1éments de degré 1 de Hl(QJT , 13 22) , qui s'envoie biunivoquement
dans Hl( LI Zz)) .




