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Séminaire H. CARTAN, E.N.S., 1954/55. 6-01

OPERATIONS
DANS LES CONSTRUCTIONS ACYCLIQUES

(Exposé de H. CARTAN, 15-12-1954)

o e e

l,~ Suspeénsion.

Soit A une DGA-algdbre, et soit M un DGA-module sur A , acycligue. On
notera N le module quotient associé M (cf. Exp, 2, n°® 4) et d son o ’ri-
teur différentiel. Supposons donné un Arhomomorphisme A—>M, qui scit bilul-
voque et compatible avec les graductions, les opérateurs différentiels et lecc u -
mentations ; ceci permettra d'identifier désormais A é‘un sous-f-mocdule o 1
(Exemple : si on a une construction multiplicative (4,N,M), on prend 1'anplicai_on
a—a®1l de A dans AgN=M),

I

Soit a & A , homogéne de degré q » 0, tel que da = O , Puisque ¥ o=
acyclique, il existe m & Mq*l tel que dm = a ~g¢a (observer d'ailleurs i
£a=0 si g3 1), Soit m1l'image de m dans N ; ona dm=0, L' 1 mni

. de Hq+l(N) s classe d'homologie du cycle m , ne dépend que de a , non du cli~ir
de m ; car on peut tout au plus remplacer m par m +dm' , et m est romirc’
par m +d m' . De plus, la classe d'homologie de @ ne d¢épend que de la claiio
d'homologie de a dans Hq(A) ; car si on remplace a par a + da' , il suffil
de remplacer. m par m +a', et m n'est pas changé. Enfin, il ecst Jvident u.

s

la classe d'homologie de m dépend lindairement de celle de a o On o ainsi A -
fini une application lindaire, appelde guspension @

SE Hq(A)—-qu+l(N) , q>%0.

Cette applicdtion est paturelle vis-a-vis des DGA~homomorphismes dec DGA~modiae
(Exps 2, déf, 443) ¢ si g 3 M—my M! est un tel homomotrphisme, comatible avor
f s A—3A', et si g N—sN' est 1'homomorphisme des modules associls, lu
diagramme suivant est commutatif
T
B —Z B ()
£ g

b »

o' 1
H () —F—H (V)



(f O \
Définition.~ Dans une algébre graduée munie d'une augmentation < , on di*
qu'un élément est décomposable s'il a la forme 3_ uivi s avec Eu, =0 et
1
Ev, = 0 . En particulier, si les scalaires sont les seuls éléments de degri O |
alors les éléments décomposables sont les éléments de la forme'i:u%vi y avec

aeg(u;) > 0, deg(v,) > 0,

Proposition l.- Le noyau de la suspension ¢~ contient les élément§ décom-
posables de Hg(A) .

Démongtration.- Soit a = bc , b et c étant des cycles homogénes de A
d'augmentation nulle, Il existe x € M tel que dx = b ; alors d(xc) = a . et
on peut prendre m = x¢ pour calculer la suspension de a . Or 1l'imave de xo

dans N est nulle, puisque ¢c¢ =0,

2.~ Calcul de la suspension & 1l'aide d'un opérateur d'homotopie.

Supposons dans M un endomorphisme s , de degré +1 , tel que
dsx + sdx = x - mx pour tout x £ M. Soit s ¢t A—N 1le composé de l'injcee

tion A—sM, de s : M—M , et de ia projection M—sN ., On a
(1) dsx+sdx=0 pour tout x g4 .

Ainsi 1'application s , qui augmente le degré de un, anticommute avee loo

opérateurs différentiels de A et N ., Par passage 2 1'homologie, s définit un~
application H*(A)———>HX(N) » gui n'est autre que la susnension s .

La vérification est immédiate : on peut prendre m=sa , car s1 da =C  on

& dsa=a -~ f£a , Alors 1'image de m dans N est sa .

Exemple ¢ dans la bar construction (3(A), on a explicité un opératour dirome-
topie s (Exp.3, n® 6), L'application 5 de A dans (5(A) est teut simleront,
a—[a]. Par passage & 1'homologie, on obtient 1l'applicetion de suspcnsion ¥ :
H (4)—H ,, (B4) .

Puisque la suspension est "naturelle”, on a un diagramme commutatif
(n+1 ))

H (@) ) P NN Hq'+l (A

L(@) C )

B (B @) @O W)



ol A(n) et A(ml) désignent la n-iéme algebre initiale et la n-iéme alpitre
finale d'une construction itérée (multiplicative et acyclique), dont 1'algirre

(n) (n+1)

et u

initiale A est anticommutative ; u désignent les homomorphizres

"canoniques" (Exp.5, n° 3).

3.~ Exemples.,

Théoréme 1.- Soit A une DGA=nlgdbre anticommtative, Op a H ((Ju (n) () =
=0 pour 0<gq<n,
et la suspension £ : Hq(ﬁb(n) (A))-->HQ+1( %(n*l)(A))

est un isomorphisme pour n g < 2n, un épimorphisme pour q = 2n. £n cubtrc .,
@) ‘est formé dep

1
pour -n %0 , le noyaude H, (B () —m, (B @)) -
Wﬁ t " H, (G)O(n) (4)) ; donc,. pour n >1 , ce noyaw so
compose des sommes dg produits d'éléments de Hn( @)\n.) (4)) .

Démonstration : tout d'abord, on vérifie, par récurrence sur n , quc

®(n) (A) =0 pour 0<q < n . Cette assertion est triviale pour n =0 ct
n =13 supposons-la prouvée pour n (n > 1) . Alors les éléments # 0 de
db(n+l)(A), de plus bas degré > 0 , ont la forme [a] 3 o a € (P( n) (2)
deg(a) n, et par suite deg(fa])> n+l .

+ Dans (]b(n+l) (A4) , tout élément de degré q+1 , avec 0 £qg2n, est do 1o

‘forme [a]l, o a¢ &(n) (A). Ainsi 1'spplication & /b(n) (A)—> én'l'l)(u.; ot

est isomorphisme pour q £ 2n . En passant l'homologle, on voit que

! (ﬂb(n)(A))-———h H N (B(n+l)(A)) est un isomorphisme pour g < 2n , ot un
'ggy_gprphlsme pour q = 2n, Pour q = 2n, le noyau sc compose des classcs dus
cycles a@ Gb (n) (4) dont 1'imege dans 07,)22:1)(1&) est le bord d'un 41ément -

degré 2n + 2 , somme d'éléments de la forme [b,c], ot b et o seticfont -

conditions suivantes : b et c¢ sont des &léments de degré n ds TJ(n)(&) )
dont le bord est nul pour une raisom dc degré ; deo plus, si n= 0, on peut wup-
poser que Eb =0 et £c = 0 (puisque [byc]= 0 chaque fois que b ou ¢ oot
un scalaire), En utilisant la formule (10) de 1'Exposé 3, on trouve

3 [byel= (-1)™be] .

s a a y 1
AlnSlf le noyau de H2n<(}):)(n) (4))—> H2n+l(®(n+ )(A)) se composc des clocner



d"homologie des sommes d'éléments de la forme be , oi b et ¢ sont fdas
cycles de A tels que &b =0, gc =0 . Ceci nchove la démemstretion,

Le théoréme 1 s'applique au cas ot A = N (W) , T étant un groupu auei
Alors H“(@)(n)(A))z Hy(v,n; N}, et on obtient les propriétés connues v In

suspension des algeébres d'Eilenberg-Mac Lane. De plus :

Théortme 2.- Soit N wn groupe (abélien ou non), et soit & = &{¥ ;

¢

gdbre du groupe 1 . La suspension g s Z(7) —> H (65( }(A)) /% H, (7, oy
(homologie du groupe diseret T & coefficients entiers J, 8i on la re.stm;;;i?
Ti (plongé canoniquement dans 2Z(T)), domme

g—z‘ﬁ'——)Hl(Ti,l;Z)

qul est un homomorphisme du groupe 7 sur le groupe abélien Hl('ﬁ S
Son noysu est le sous-groupe des commtateurs de T .

(Interprétation géométrique : le premier groupe d'homologie d'un esprz cov-
nexe est isomorphe au groupe fondamental rendu abélien),

Démonstration : d'aprés la proposition 1, § est nul sur les éléments dr
Z(TW) de la forme (x—l)(y—-l) s avec x¢& W , y€ W (1:61ément neutre ¢s 7T .
Dol 6 (xy-1) = 5(x—1)+ 6 (y-1) , ou encore & (xy) = &(x) + &y} . Ains!

§ est un homomorphisme du groupe T dans le groupe abélien H (T{',L; ) Com
les éléments [x], ot x €T st #1 , forment une base de 65 (&), domt
tous les éléments sont des cycles, € applique T sur Hl(fYT 1; Z) Dane Cff’,
les hords des éléments de degré 2 sont les combineisons linéaires d*é¢léments de
la forme [x]+[y]l-{xy], avec X €T ,y € T . Ceci prouve & nouveuu qus

o (xy) = 6 (x) + 5 (y) . I1 est imédiat que le noyau de o contient les &léme. t:

de la forme xyx 1y = s qui engendrent un sous-groupe noté [, W] . Pour nmor i

que [T, T] est exactcment le noyau, il suffit de définir un homomorphisme 7 ¢
Hl(TT,l;Z)—-—-—-)W/UY sy W], et de vérifier que T & et & T sont les applicaticns
identiques. Or l'application qui envoie [x ] dans la classe de x modulo L"\ s T
se prolonge par lindarité (puisqu'on envoie dans un groupe abélien) ; 1'appl:

tion prolongée envoie [x] + [y] - [xy] dans 1'é1ément neutre, donc passs cu o -
tient et définit ¥ : H ('ﬂ' 1;2)—> T /AT, T ] . I1 est évident que T & =% ¢ ¢
sont les appllcatlons 1dent1ques.

Supposons maintenant T gbélien. D'aprés le théoréme 1, les appliceii i
H (T\",l;Z)-—a HZ(T,Z;Z)*-: oen —.._.;Hn(TT,n;Z)-.; .es Bont toutes desc jgoooriidr &




En composant avec 1'isomorphisme précédent TT— H, (7,1;2) , on trowve dee

isomorphismes canoniques
= Hn(Tr,n;Z) (T abélien),

définis par la suspension itérée,

4.~ Lz transpotence.
On va, sous certaines hypothéses, définir une nouvelle opération dans lo3
constructions acyeliques modulo p (p premier) s c'est-a-dire les constructicrs
acycliques sur un anneau de base A tel que p =0 dans A

Soit (4,N,M) une construction multiplicative, gnticommutative, gcveligue, .
ceractéristique p (p premier),

On notera p(A:?q) lec sous-module des a & AZq (de degré pair 2q) “ois v
da =0 et aP = (& a)P s Ou, ce qui revient au méme, da=0 ot (o~ £a)’-

Pour g }, 1 4 ce sont donc les a telsque do =0 et aP =0 « Obgervons que

z_ p(AZQ) est une sous-algdbre de A . On va définir, pour chaque 3 , unc -+
q )

) liece : .
plication Y p(Azq)--—-; H'qu.*z(N) .
Solt donc a € A2q tel que da=0, (a - ¢ a)p =0 . Puisque M ezt ooy
clique, il existe x € qu+1 tel que
(2) dx =38 = 8 a o
1 .
(a ~ £2)P " x est wn cycle de M ; il existe donc y & %q#z tel que
\ - p-1
(3) dy = (a-ga)’x,

Soit ¥y 1'image de y dans 1l'algdbre quotient N ; on a 4 ¥ =0, puique
p=-1>0 etque a~ &a est d'augmentation nuile,

Eroposition 2.~ Si & 1'élément ssoei ot
tion Si &4 1'élément a @ p(AZq) on associe x &€ qu'*l ok
Yy e M2pq 4o Satisfaisgnt 3 (2) et sse de d-homologie de ¥ cs% i

élémént de Hqu+2(N) qui _est indépendant des choix de x et y . Dlob e



Démonstration ¢ on peut remplacer X par x +dx' , x' €M

y peut 8tre remplacé par y + (a -€£a)’” Lev s dy! , y' & M

est remplacé par y + d ¥' . CoeQeFoDe

Provosgition 3.~ L'application V¥ w bc, 2 b ei

¢ sont des cyveles de A (de de

que Eb=0, cP =0,

Démonstration s Il existe u €M tel que du=1b , Alors d(uc) = be .

Prenons donc x = uc j on cherche y tel que dy (bc)phlx = + wPlP =0,

n

On peut donc prendre y = O , d'ol la proposition,

Provosition 4.~ horsque 1'entier premier p est impair, 1'application &
est additive. '

Démonstration s soient a et a' deux éléments de p(AZG) s on peut sup-
poser £a=0, ga'=0 (sinon, remplacer a et a' par a - fa ct

On va montrer que Y (a + a') = qr(a) + \F(a') Soient x& M et x'g& ¥V tols

que dx = a , dx' =a', donec d(x+x') = a + a' , On vérifie la relation

-1 =1 . -1
(a+at)P (x+xt) - o tx - atP iyt = aw ,

P2

avec w = (a 2 aP 3.1 aP 4 1R+ eee — 2 ) xx! .

Puisque p » 3 , l'image: w de w dans N est nulle, Soient =zlors ¥y ,
y!' et 2z des éléments de M tels que '
p-1

dy =a" x, dy'= a’pflx' , dz = (a+a')p—1(x+x’) .

On a d(z-y-y'-w) = 0 ; puisque M est acyclique, l'image de 3z-y-y'-w dane

= ‘ . » ~ = =
N est un d-bord. Or cette image est z-y-y' . C.Q.F.D.

Remarque ¢ on verra plus tard que i.}) y PoUr p =2, n'est pas additivs.

Proposition 5.~ Soit gq un entier > 1 . Supposons que :

p — - .
(I)q a¥ = 0 pour tout a € A2q ;

(11), b(a™") soit le bord d'un élémemt de A , pour bowb bE A, .

by

Alors 1'application %} passe & 1'homologie et définit une application
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¢ = qu(A)—-——e H2pq+2(N) .

(Cette application seraadditive pour p impair, d'aprés la proposition 4) .
gl , I prop

Dénonstration s q)(a) est défini pour tout a € A2q tel que da =0 . Cn
veut nontrer que %)(a) ne dépend que de la classe d'homologie de a dans
qu(A). Remplagons o par a'=a +db, D E'A2q+l « Posons x'=x + b 5 on

& bien dx! = a' . On vérifie la relation

a!p"'lxl - ap—lx =dv + b_(db)p_l ’

avee Vv = b(a'p-2+ atP 340 P42 eee + ap—z)x' .

L'image de v dans N est nulle ; d'autre part, d'aprés 1'hypothése (II) ,
b(db)p’"l =du, ol u€h a une image nulle dans N , Soient alors yEM et
y'e M tels que dy = Py s dy' = atP iy ;3 ona d(y'-y-v-u) = 0 3 puisqgus
M est acyclique, l'image de y'-y-v-u dans N est un d-bord. Or cette imagc

-1
est y' -v¥ . C.Q.F.D.

Ainsi, lorsque les hypothéses (I)q et (II)q sont templies (q 1), 1'ap-

plication 1 3 H2q(A)*——9H2pq+2(N) est définie ; on l'appellera la trcnspotorce,

s

Si on suppose en outre que

(1) aP =0 pour tout a A de degré MO,

alors, d'aprés la proposition 3,
ments décomposables de qu(A), au moins pour p premier impair (pour gue la
transpotence soit additive).

Voici des cas ol la proposition 5 est applicable ¢

Proposition 6.~ Si la DGA-algdbre A est de la forme (H(C) , ot © aub
anticommutative, alors A vérifie (I') , Si de plus C est anticommtotive ot
vérifie (I'), alors A = f(C) yérifie (II) pour tout g 31 .

: — 5
Démonstration ¢ si A = ()(C) , C anticommutative, on sait que a” = O pour

tout a de degré irpair (Exp.4, th.4) ; a fortiori, aP = 0 . Soit maintencnt
ae()(C) de degré pair > 2 ; ona d(aP) = 0, d désignant la différentislic
dans 1'algeébre ‘acyclique (H(C) . Il en résulte (cf. la propriété (B) , ¥xv. 3,
th3) que aP=0.
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Supposons de plus que C satisfasse a (I') ; comme 6\(0) y satisfoit aue-
si (d'aprés ce qu'on vient de démontrer), on a W’ = 0 pour tout u < §:(C) =
=C® 0(C) de degré pair (car u est unc somme d'éléments de degré pair |
dont chacun est de la forme c®a , avec ¢ € C , a € H()). Done si
t>C65(C) est de degré 2q+l (a > 1)y on a db)p = 0, la différentielle 4
étant prise au sens de 65(0) . Ainsi b(db)p . est un cycle de &) , dome
son image b(a'b)p"1 dans 1'algdbre quotient 3(C) est un d-bord . Ceei achive
la dénonstration,

Observons que toute DGA-algeébre A dont tous les éléments sont de degrd O

satisfait trivialement a (I!') et & (II) pour q>1.
De tout ce gui precede résulte :

Théoréme 3.- Soit A une DGA=a lgebrg gggggtgt;ve dg degré 0 , sur un

neau /A de caractéristique. : pA'“”>H2(§§(l (e))

est additive si p est impair, Ia transpotence (ps H%q(]§¥n)(A))**—-5

—H (E§h+1)(A)) cst définie pour tout n > 1 et tout q > 1 ;3 gllo est

2pq+2
additive si p est impair, et dans ce cas son noyau contient les éléments d¢-
composables.

Remargue ¢ comme la transpotence est une application éviderment "naturelle"
elle pourra &tre "calculée" dans n'importe quelle construction multiplicative

itérée, acyclique.
5.~ Exeunles.
Nous prenons A = /\(TV) , 7T groupe abélien, /\ = Zp (corps des entiers mo-
dulo p premier). La transpotence .

»%):.qu(TT,n;Zp)—Q—a Hzpq+2(TT,n+1;Zp)

est définie.pour n >1sa>1; elle est linéaire si p est impair,

R ——

Etudions maintenant 1'application pA-—4>H (T, 1-Zp) o Le groupe T 4tant
canonlquement plongé dans 1l'algébre Z (W) , les éléments x du sous—groupe

TT (elements "d'ordre p" de T , ¢ est-a—dlre tels que xP = 1) sont dans e
s

On a donc une application

e pT\‘~——>H2(TT,1;ZP) .



s

e

Cette application est un homomorphisme dg_groupes si o est igggif. En effeh,
) st additive, ot W((x-1)(y-1)) = 0 lorsque =" =1 et yP =1, dlarres
Y ’

la proposition 3.

Rappelons (théoreme 1 ci-dessus) que le noyau de la suspension
H2(TT ’1;Zp) E— H3 (m ’2;Zp)
est formé des éléments décomposables de Hz(ﬂ',I;ZU) (i.e ¢ sommes de produits
d'éléments de Hl(TT,l;Zp)) . ) '
Théoréme 4.~ L'application composée
) " .
pT __f_;, HQ(W,l;Zp)—w%;IB(ﬂ.,Z;Zp)
est un isomorphisme du groupe p T s le groupe HB(TT,2;ZP) , méme pour p =X

Corollaire : pour p premier impair 1'application Y définit une dleorm =
sition directe canonique HZ(TT,l;Z Y=~ 7T +G, G désignant le sous-groupc
- p b
des éléments décomposables.
Démonstration du théoréme 4 : L'spplication & oy @ p1T———>H3(1T,2;Zn)

est naturelle et commute svec les limites directes. Pour montrer que clest un

isomorphisme, il suffit de le faire quand TT est de type fini, De plus = o
cormute avec les sommes directes, en vertu de 1l'isomorphisme H*(WT'X TT',Z;Zp):&

?ékngY,2;Zp) @%H* (7T',2;Zp) (Expe2, n° 3),et compte tenu du fait. que

P
Hl(TF,Z;Zp)l: 0 (théoréme 1 ci-dessus). Bref, il suffit de montrer quc =7o iy

est un isomorphisme dans le cas ot T est un groupe cycligue. C'est trivial si
TT est cyclique infini, car alors p7T'= (1) , et Hz(ﬂ',l;Zp) = 0 comme bien

connu, d'ou HB(TT,Z;ZP) = 0 par suspension., Il reste & examiner le cas ot T

est cyclique d'ordre h . On va d'ailleurs voir que, dans ce cas, le sous-groupc
G des éléments ddcomposables de Hz(ﬂ’,l;Z ) est nul, de sorte que toub revient
& prouver que Y @ p‘ﬂ'—_~>H2(7r,1;Zp) _egt up igomorphigme ouand T egt gv—
cligue d'ordre h. '

~ Pour calculer q) dans ce cas, on va utiliser une construction perticuliérc,
d'eilleurs classique, On a A = Zp(TT) 3 soit a un générateur de T '

h .
a’ =1, et p?T, se compose des ak tels que pk = 0 (mod h). Comme cocustruc—

Vo
i
[}
o]
5
&)

tion acyclique (A,N,M), nous prenons ceci : N = E(1) @%P(Q) , ob E(1) dadsigne
' P
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1'algébre extérieurec & un générateur v de degré 1 (et & coefficients dans

Z_) , et o P(2) désigne 1' "algdbre des polyndmes divisée" & un généreteur
u de degré 2 3 d'une fagon précise, P(2) a une base formée de 1, u, u™’,...,
: {m
(n)’." s avec u( n) de degre 2n 4 et la loi de I’lul'blpllC"Ltlon u(n)11““) =

(nem) ¢ (nem)
nin!

Dans l'algébre M= AR N = Z (TT) ®E(1) ® P(2) , on considére 1'opdraheur

différentiel d défini pur

(4) 2™ = (ae1)a®

(n3 0)
(5) du (n+1) _ (1+a+...+'1h—l)vu(n)
On \rerlfle que M est bien une DGA-algébre acyclique. Considérons la sous-algi-
bre N (Ne N C M) ayant pour base (sur Z_) les éléments u( n) (n>0) ot
vakvu(n) (n>0, 0k hR) . On vérifie que la donnée de ¥ aérinit we

construction gpéciale,dont 1l'opérateur d'homotopie s est le suivant @

0 si k=0
6) s(c¥a 1)y =
(1+a+...+_ak—l)vu(n) si 1¢kgh-1
0 si 0Lk h=2
(7) s(2*vu (n))
‘ u(n*l) si k=h-1,

(Remarque : tout ceci vaudrait pour un anneau quelconque de coefficients, ct nas
seulement pour Z ) Sur l'algebre finale = E(1) ® P(2) , 1'opérateur diffé-

rentiel d est donne par

(8) ™y 20, 3@ 2 @),

Ceci montre déja que Hl(TT,lgzp) se compose des multiples d'un &lément dont
le carré est nul, d'ob G =0,
. I1 reste & expliciter 1 appllcatlon Y, et oour cela & trouver dans M deg

élements Xx et y telsque dx = -k-l s dy = (a 1)p~1x. En utilisant 1'oné-

rateur d'homotopie s , on trouve

X = (l+a+...+ak_1)v , drol-

(a5-1)P"1x = oy ’
Og<isrpk-1



Z
[

oy

i
d'ol enfin y = (pk/h)u. Ainsi ' envoie o¥ (k entier tel que pk/h
soit entier) dens la classe d'homologie de (pk/h)u, C'est donc bien un

isomorphisme de _ T sur H,(TT,132.) .
P 21Ty



