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Séminaire H, CARTAN, E.N.S., 1954/55. 5.01
CONSTRUCTIONS MULTIPLICATIVES ITEREES

COHOMOLOGIE

(Exposé de H. CARTAN, 8.12.1954)

1.- Constructions itérdées.

Définition : Une construction itérée (X, d'algdbre initiale A4 , est uns suite
de constructions multiplicatives (Cf Exposé 4, n°® 4) :

(aln) o pned) plmel)y g a0

avec ‘A(o) = A. L'algdbre A(n+1) s'appelle la n-iéme algébre finale, ot 2usal
la (n+1)-idme algdbre initiale de la construction.
Homomorphisme: Soit une autre construction itérée C , formée d'une suite
(C n , C(n+1)_ P(n+1))

’ L]
donnée de DGA-homomorphismes d'algébres
P(n+1) ‘ M(n+1)

- Un homomorphisme g CfmaCE consiste dans la

g(n+1) ’ n = O’l,qlb 9

satisfaisant aux conditions suivantes :

1) pour chaque n , g(n+1) applique la sous-algébre C(n) de P(n+1) s dans 1o
sous-algébre A(n) de M(n+1) . On notera f(n) le DGA-homomorphismc _c(“lmg.g‘“’

ainsi obtenu ;-
2) l'homomorpﬁisﬁe é(n+1) : C(n+ll—é-A(n+1) déduit de g(n+1}
. f(n+1,)

algebres quotients, ost identique a

par poesegs Gl

Lorsqﬁ'il en est ainsi, on dit que l'homomorphisme g de la construction
itérée C dans le construction itérée (L, est compatible avec Le

DGA-homomorphisne £(%) 5 C—sh .

Construction spéciale itérde : une construction gpéeiale itérée consiste duns 1

donnée d'une construction itérée (Xet, pour chaque n > O , d'une structurc

de construction spéciale pour'(A(n) s A(n+1) M(n+1)) . On doit donc sc donner,

é(£+1) (n+1)

pour chague n , un opérateur d'homotopie dans M s satisfaisant

aux conditions (6) et (7) de 1'Exposé 4 ; ou encore se donner une sous-algdbre



—_

Ut

'X(n+1) de M(n+1) , contenant A(n+1) , et satisfaisant & la condition (s)

de 1'Exposé 4 (n® 5) .

Exemple : la bar construction itérée (Exp. 4, n® 3) est une construction
spéciale itérée.

Soient (2 et UL deux constructions itérées, dont la seconde est spé?iaﬁ_?.
n+l)

Un homomorphisme g : 54 —_— N sera dit spécial si, pour chaque n >0, ¢

(n+1) (n+1)

est un homomorphisme spécial de P dans M s autrement dit, si

g(n+l)(c(n+l)) c "'A‘(l’l‘l'l) .

Par application itérde du théoréme 5 (Exp.4, n® 6), on obtient :

Théordme 5 bis.- Soient € et Ol deux constructions itérées, dont la sc-
conde est spéciale et anticommutative (i.e : les A(n) sont des algebres anti-
commutatives). Etant donné un DGA-homomorphisme f : C —si des algdbres ini-

tiales, il existe un homomorphisme spécial g : (€ — CL, compatible avec

et un tel g est unigue.

2.— Un-diagramme de compatibilité.

4 . J g . . I ’ [N
Théoréme 6.~ Soient C et O deux constructions itérées, dont les algibres

at

initiales C et A sont anticommutatives. Supposons que O soit gnéciale

anticommutative. Soit donné un _DGA-homomorphisme f : C —4 . Considérons 1

diagramme

(n)
C(n)~ £ 5 2(n)
A
l g(n) p(n)
7 (n) ¢ )
B () ——— O (4)
ol f(n) désigne 1'homomorphisme spécial défini par f : C—h ;
(P(n) désigne 1'homomorphisme fonctoriel défini par f : C—4 ;
g(n) désigne 1'homomorphisme spécial défini par 1'identité C—¢C ;
h(n) désigne 1'homomorphisme spécial défini par 1'identité A-— 4 .

Alors ce diagramme est commutatif.

Démonstration : par récurrence sur n . C'est trivial pour n = O
Supposons-le démontré pour n - 1 (n > 1) . Soit G : P(n')—é@(n)(c) 1'unique
homomorphisme spécial défini par g(n_l) : C(n—l)@b@‘(nml)(c) .

Soit de méme F (resp. & , resp. H ) 1l'unique homomorphisme spécial déiin:

(n-1) (resp. up(ml , Tresp. h(n—l)) .
CBge pm)_ @)

est compatible avec h(n“l)o ‘_-,9(11“1)0 g(n—l) , qui, d'aprés 1l'hypothése v

par f Le composé
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yéeurrence, est égal & f(n'l) . Or une simple inspection meutre que 1 © f o U

envole O dans 'ﬁ(n) donc est gpécial. C'est donc l'unique homcmorplhis

spéeial com qtible avec f(n-l) ; en passant au quotient, on obtient donc

(n) , mais on obtient aussi le composé des quotients

NOR ?(m (n) oo r.D.
Corollaire du théordme 6 : prenons C = KX , £ é&tant l'application

oSt Ap AR S

identique A3 A . Alors le composé des deux homomorphismes snéclaux

— ® (n) (4) - al®) est 1'identité. Ainsi : toute construction spéciale

anticommutative (n , d'algdbre initiale A , est (cenoniquement) facteur daze~t

e

de la bar construction itérée d'algdbre initiale 4 .

3.- Applicatior
Premi3re application ¢ soit A une DGA-algébre anticommutative, et suit

Ul une construction itérée, d'algdébre initiale A . Il existe un unigue noumoroi-
phisme spécial (compatible avec l'identité A —A) de (U dens la ber construc-

tion itérée d'algébre initiale A ; d'ol des homomorphismes, dits canonigues :

#(n) . a(0) (’g(n) f*(n) P H (A(n)) fﬂ @(n)

Si de plus la construction (L egt acyclique (1 e. les M sont acycligues),

(n)

et si chaque A posséde une _/\~base homogéne contenant 1'élément unité
g 5

fx(n)

d'une application répétée du théoréme 2 de 1'Exp. 2).

alors est un igomorphisme pour tout n . (La dernidre assertion résulte

. 5 N . 7 (n), .
Ainsi, pour fcalculer" les algdbres d'homologie H_( {3 ( )(A)) , 0N POUrTH
utiliser n'importe quelle construction acyclique itérée (A , d'algébre initicle

n . :
) aient chacune une /\-base homogéne contenant 1 (ce oul

A , pourvu que les A
exige que A satisfasse déja & cette condition).

Deuxi¢pe application : Soient ( et ( des constructions itérées, dont

les algébres initiales C et A soient anticommutatives. Supposons que UU soit
(n)

une construction gpéciale, et que, pour tout n , A soit anticommutative et
possdde une /\-base homogéne contenant 1'élément unité., Soit donné un DGi-%-..~

morphisme f : C-—A desalgébres initiales. Alors le diagramme suivant est

commutatif () f(n) (n)
B, (') t > H (A7)
u(n) L)
Hx(ﬁ () (c) o) > H(B (0) (4))
ol fx(n) est déduit de 1'homomorphisme gpécial défini par f , v(n) est



(n) e -

- . ’ > » h) (n)
1'homomorphisme fonctoriel défini par f , et ou u et w sont lecs

(n)

homomorphismes canonigues (dont le second, w , est un isomoroivisme).

. . n . o s ETN
(Démonstration : puisque A ) est canoniquement facteur direct dc

'Og(n)(A) ; l'isomorphisme w(n) est 1'isomorphisme réciproque de l'isonorphic::
}gJ ds(n)(A))->Hy(A(n)) défini par l'unique homomorphisme spécial de le Db

construction dans la construction (T . Il suffit alors d'utiliser la commutd’i-

~——

vité du diagramme du théoréme 6).

Remargue : suppnosons en-outre que la construction & soit d0J011 TR
que chaque P( n) posséde une A -base homogéne contenant 1 . Alors u et
aussi un isomorphisme. Si l'on identifie H (C Yy et H (4 (n ) ? )H%(di RGN

{n

et H (43(n)(A)) grice aux isomorphismes canonigques u( et w , on volt

que 1! homomorphlame f (n permet de "calculer" 1'homomorphisme fonctoricl
(n) . Mais, pour obtenlr ce résultat, on a dl supposer que f (n) a &té obhen
a partir de 1l'unique homomorphisme gpécial de la constiruction C' dang la cong -
truction CU .

Cette remarque trouvera notamment a s'appliquer dans le cas suivant : on "¢
donne deux groupes abéliens T et 7Y' , et un homomorphisme 6 : Ti -5 T
On prend C = .f&(TT), A :.f\(?T')i, f étant 1l'homomorphisme C_3A défini
par .O . La méthode précédente permettra alors de “calculer" les homomorphismes

H(T, n; A)si (TT',n ; A) aéfinis par € .

4.~ Cohomologie des constructions.

Rappelons d'abord des notions élémentaires. Soit un complexe X = zg:Xa
(avec Xq =0 pour g<0 ), muni d'un opérateur différentiel d tel qué )
dd =0, dX C:X 1 On suppose que les X  sont des J\.—modules, et que d cot
/\—llnealre. On notera Hom'(X , A) 1e complexe X' = Ea:X'q , ou l'on pose
x'9 = HomA(Xq , /\) , et o 8¢ xrdyx 1 et transposé de d , Le module de

"cohomologie" du complexe X' :
E¥(Hom' (X , A)) = 2;.' 13 (Hom' (x , A ))

se notera aussi, par abus de langage, H(X) = ;;1 HY(X) . Clest un /\-module
gradué.

Un'homomorphisme de complexes f : XY ( f étant une application
N-linéaire telle que f£(X ) CY , fd=af ) définit un homomorphisme de con-
plexes Hom'(Y , A )_sHom'(X , A) , transposé de f ; d'oli un homomorphisme dco
modules de cohomologie

2 YY) LX),

qui conserve les degrés.
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Si 1'homomorphisme f 3 H*(X)__;Hx(Y) des modules d'homologie est hsonsn-

. * . . : . ey i e
phisme, alors f  est un isomorphisme des modules de gonomologie, tout au noin:

si on suppose que X et Y ont des A -bases homogeénes.

ST

Démonstration : le "mapping cylinder' M de f : X.,T
(Exp.3, page 2) est acyclique et /\ -libre. Il posséde dorc un
opérateur d'homotopie, qui par transposition définit un opérateur
d'homotopie dans Hom' (M ,-f&) : ce dernier complexe est donc
acyclique, et comme il s'identifie au mapping cylinder de l'apvli-
cation Hom'(Y , /\)_, Hom'(X , /\) (transposée de f ) , il s'ua-

. . $%¢ . .
suit bien que f est un isomorphisme.

~ Revenons au cas d'une construction itérée (JU (cf n° 1). On a des modules de
cohomologie H*(A(n)) = H"‘(Hom'(A(“) , /\)) . Si l'algdbre ihitiale A est antd
commutative, les homomorphismes canoniques f n, g\ ——e-éé(n)(A) induicent
des homomorphismes

R M) 5w,
qu'on qualifie encore de canoniques. Lorsque la construction O est acyclique ot
que les A(n> ont une \-base homogdne contenant 1 , les homomorphismes préci-
dents sont des isomorphismes.
Dans les mémes hypotheses que la "deuxidme application" du n® 3 , le diagrer-

me suivant est commutatif :
N
) 1

(B () e B(E ()

oy

ol les homomorphismes verticaux sont les homomorphismes "canoniques" , et Lue
homomorphismes horizontaux sont déduits des homomorphismes spéciaux., Cette ~owmiu-
tativité résulte de la commutativité exprimée au théoreéme 6 ; il suffit dec ronver-
ser le sens d'une fléche (en remplagant un isomorphisme par l'isomorphicme réoi-

proque).

5.~ Structure multiplicative de la cohomologie.

Supposons donné un DGA-homomorphisme d'algébres
A: a5a@,4,
A étant une DGA-algdbre anticommutative. (Par exemple, si 4 = A( 1) eot

AY

l'algebre d'un groupe abélien, considérons l'application "diagonale" x _. (x , .t
de TU dens TU x 7T , d'oh un DGA-homomorphisme A (1) —s A( TV x 71) ,
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qui est bien compatible avec les augmentations. D'ailleurs A( T x M) c'iden-
tifie canoniquement & A ( ) §QA/\( ).

La donnée de /\ définit des homomorphismes

3w 300 — aYwesw,
dont le premier est 1'homomorphisme fonctoriel défini par A , et le second eo
1'homomorohisme spécial de deux constructions ayant méme algébre initiale

A®A4i . Le composé de ces homomorphismes

A® B0y @™ 0 e B™ )
est 1l'homomorphisme spéecial. défini par 1'homomorphisme [S;: A A QA des
algdbres initiales.

Par dualité, on obtient un homomorphisme de N -complexes

ton' (B ™ (), A) @ton (B™ () , M) rom (B, A
Passons & la cohomologie, et observons que H (X') ® H(X') s'envoie cenoniquc-

ment dans H (X' ®X') : en appliquant cette remarque au complexe

20 = Hom' (@ ™) (4) , A) , on obtient une application

0 #B MW er(® ™ w) —rE™w) .

Cette application envoie 2B ™ () @ B 4)) ams TR ST

Ainsi (1) définit une multiplication dans H'( @ (n)(A)) , dans laguelle leg
degrés s'ajoutent.

Les propriétés de cette multiplication dépendent, bien entendu, de celles
de 1l'application A . Signalons-en quelques-unes, sans démonstiation s

(i) considérons l'application £ ® 1 de A®A , qui transforme &« oo
dans (€a)a' (rappelons que & désigne l'augmentation 4 s A ) . Suposoar
que le composé de 4\ et de £ ®1 soit l'application identique de 4 (il on
est bien ainsi dans le cas de l'épplication diagonale d'un groupe) . Alors 1.

méme propriété est vraie pour toutes les applications

[X(n) : gg(n)(A).__§ Gx(n)(A) & 03 (n)(A) . Dans ces conditions, 1'31dnont
de degré 0 de Hom'( B ‘™ (4) , /\) , défini par l'augmentation g3(n)(é)we,pu

est élément unité 3 gauche pour la multiplication ; comme c'est un cocyle, il <é-

finit un élément de degré O de H*(ié (n)(A)) , qui est unité & gauche pour la
multiplication (1) . Si maintenant le composé de N et de 1 ® € est 1'applicu—
tion identique de A , le méme élément que ci-dessus est unité & droite pour 1=
multiplication.

(ii) Supposons que 1l'application A soit "agsociative", c'est-a-dirc ¢ ic
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l'application de A dens AQRA®A , composée de £ : A —5A®A et de
A®1: L®is—5(ARAL) ®4, soit identique & la composée de

A: 4 SA@®4 etde 1® A: ARA—-LR(A®A) . Alors on montre qus
chaque appllcatlon A est associative. Il en résulte que la multinlicatics
de Hom!( f% )(n) , /\) est agsociative, et cette associativité se conserve
en passant & la cohomologie.

(iii) Supposons que l'application /\ soit "anticommutative", c'est-i-dire
que A soit égal au composé de /\ et de 1'automorphisme de ARA aqui en—
voie a®a' dans (-1)kha'C)a. pour deg (a) =k et deg (a') = h . Cetie
propriété cesse d'étre vraie pour les Z& a , mais quand on passe a Lo cohoro-
logie on peut montrer que la multiplication (1) est enticommutative. Par exernle,
si A= A(T) et si A est l'application diagonale, H( 63(n}(a)) est

une algébre anticommutative.

Remarque : on définira plus tard des DGA-homomorphismes canonigues
Jl(n () — K(TT, n) , lorsque & =2(TT), en désignant var L( 71, n)
le complexe d'liilenberg-llacLane du groupe abélien 7* (cf. Exp.2, n° 2). Oes
applications définissent des isomorphismes H (63 (A)) ~ ( W, nj; il en
résulte que si C = J\( TT) , on a des 1somor)h1smes canoniques
H( Myn; A)~H (03 n(C)) On verra que ces isomorphismes sont compati-

bles avec les structures multinlicatives : celle de H*(/R (n)(C)) comme défi-

nie ci-dessus, et celle de H ( T\, n ; /A) comme on la définit en Topologis.

6.- Calcul de la multiplication en cohomologie.

Soit (JL une construction spéciale itérée, d'algdbre initiale 4 . On mio-
(n)

s,

pose que chaque algebre A de la construction est anticommutative et pocside

une /\-base homogéne contenant 1 . Alors le produit tensoriel (U {71 de cop
deux constructions est une construction spéciale itérée, anticommut ative, dont
la n-iéme algdbre initiale est A(n)(:)A(n) ; son algeébre initiale est . ilis .
Un DGA-homomorphisme A : A _SARA définit un unique homomornhisme sarscial

g(n) . ) (n) @A(n) _

A —3 A
Proposition 4.- Le diagramme suivant est commutatif s

OB S S P

lgm | T () @ ()

— (n) a_ ' —
%™ () Al s 3w ei™w

¥




ou g(n) désigne 1'homomorphisme "canonique", et h(n) désigne 1'homomc.ophls:a
spécial - .C(?)(n)(A) - A(nj .

Démonstration : considérons le diagramme
(n)

_.> A( m) @ A Ay

A e
g(n) ; spéeial T~

S(n)

o s

()
(n)

R(n)(,) défini par AA R (e Sgéﬁii;a(n)(ﬁ) \g’(ffi(n%m

n(n) ® h

Le carré de gauche est commutatif d'aprés le théoréme 6. On montre que le trian-
gle de droite est commutatif, en procédant par récurrence sur n , comme pour L&
démonstration du théoréme 6, Le composé des deux homomorphismes de la ligne infii-

(n)

. n . oz ‘s
rieure du diagramme est A s ce qui demontre la proposition.
Prenons le diagramme de la prop. 4 ; transposons-le, puls passons & la cch-

mologie : on obtient un diagramme commutatif

2B () @ (B ™ () s ¥ B® ()

T u®u \j/ v
g(a()) @Hx(A(n)) N w4 (m)y

ol la premiére fléche horizontale désigne la multiplication de u( ((-?S (n)(A))
définie par A(n) , et lé deuxidme fldche horizontale désigne la multiplicatior.
de H*(A(n)) définie par ) (n) . Quant & u : HX(A(n)),__, 1Y (é(n)(A)) R
c'est 1'isomorphisme récip;r'oque de l'isomorphisme canonique v . Il en résulte :
Théoréme 7.~ Soit (J{ une construction spéeiale itérée anticommutative,

d'algebre initiale A , de n-idme algébre initiale A n) (eyant une /\ ~hase

homogéne contenant 1). Soit A : 4 — AR A un_ DGA-homomorphisme, et goi:mnt
a‘\(a : A(n)__> 4(n) @A(n) ot A(n) . R (n)(A) N @(n)(A) @,}(n)(
les homomorphismes gu'il détermine. Alors 1'isomorphisme canonigue des module: o
cohomologie H( /B (n)(A)) ':::HM(A(H) ) est compatible avec les structures rmlii
plicatives définies, sur H( »'75 h) et H*(Am) respectivement, par A\ L
et par § (M), ‘

D'un point de vue pratique, on peut donc "calculer" la structure multinlica-

tive de H( @(n (4)) en utilisant une construction spéciale anticommutative.
la multiplication de H*(A(n)) étant calculée & 1laide de & (P |

Remarque : si /\ est un co s, on peut interpréter comme suit la rultini..-
cation de H*(A(n)) = H"‘(I—Iom'(?&z_:f?_5 N\)) définie par S(n) : en passant &

1'homologie, O ) aspinit Hx(A(n ).__>Hx(A(n) @A(n)) , et ce dernier nod.: .
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est isomorphe (canoniquement) & HX(A(n)) R I{X(A(n)) . In séparant les degric,
on obtient, pour tout couple d'entiers k et h ,un homomorphisme

. (n) (n) (n) . o ps
dk+h(A ) —s Hk(A ) & Hh(A ) . Par transposition, et compte tenu du frif

que le dual de Hk(A n ) est canoniquement isomorphe & la cohomologie

Hk(Hom'(A(n) , /\)) notée Hk(A(n)) , on obticnt une application

(™)) @@y _ )y

qui n'est autre que la multiplication cherchée.



