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Séminaire H. CaRTaN, E.N.S., 1954/55,

CONSTRUCTIONS MULTIPLICATIVES
(Zxposé de H. CaRT.Y, 1.12.1954)

le Produit tensoriel de deux DG.-modules, de deux constructions.

Soient M wun DGu-module sur une DGi-algébre L , et M' un DGi-modulc sur
unc DCa-algebre a' , On a déja défini (Exposé 2, n® 3) le produit tenscricl
A.@ka' qui est une DGa-algébre 4" . Sur le A -module 1" = BI@V@P , noug déii-
nissons s

- une graduation, en posant M" = E Mk ® M}'l
k+h=q

°
7

- une structure de A"-module & gauche, en posant
(1) aRa').m@n') = (-~l)kh (am) ® (@'m') pour a! €ap, mEI
- un opérateur différentiel 4" , nar le formule
(2) A"m@m') = (dn) @ m' + (-1)k n® (d'm') pour m € ;
- une augmentation Y " , en posant 07" m@mn') = (rqm)(n)'m') .
On vérifie que ces Bormées définissent sur 1" une structure de DGa-module sur

la DGn-algébre A",

On va maintenant définir le produit tensoriel de deux constructions (a,if,i)
et (u',0',1'), C'est une construction (u",N",1"), ol :

A" =L @', produit tensoriel de DGi-algdbres ;

"

1

N@ ', oroduit tensoriel de deuz /\ ~modules gradués et eugmentis

M'" = M@ M' , produit tensoriel dc deux DGa-modules comse ci-dessus Lonimid
M"  cst un module sur A" .,

Pour obtenir une construction, il feut encore définir un isomorvhirme I~
sur A" @M ; par définition, 1'ivomorphisme de (4 @ M) @ (&' ® I'') sur
(e ®a') @ (NQ®N') est 1'application lindaire qui envoie (a®n) & (¢' s n')
dans (-—1)kh(a Ra') (n®n'), ob k désignec le degré de n et h celui -



R

On vérifie que c'est bien un isomorphisme de 4'-modules gradués et augmentds, eon

utilisant (1). Par cet isomorphisme, d" sc transvorte de M @& If' & L% @ 7

par pagsage au quotient, on obtient d" sur WN¥, et il résulte de (2) que
d"(n®n') = (dn) & nt + (- 1) n® (d'n') pour n €.

iinsi le modulc final N", comme module différontiel gradué, vst le produit Lenso-

rigl des modules finaux H ot N' ,

N - . - AR o
Ce qui précéde s'applique notemment & dewr bar-constructions (., (i, 03()
Philg

ct (A',G?; ("), 03(a')) 3 on obtisnt une construction

Geal, BEe®E), 60 GG

»

On notera que ((s) ® f3(.') est aeyelioue, car lss opérateurs d'homotonic
s et s' de (5(4) et (N(L') définissont un opéreteur d'homotonie dens
() ® (AG") (cf ci-dessous, n° 5, formulc (8)). Comparons cette construction &
le bar construction ()(4 ® .i'). La proposition 1 de 1'Exposé 3 donne auszit®t
. Provosition 3.~ Il existe un DGi-homomorvhisme
: M) RRG) — Bla i)

qui_envoic (—fb(n) ® (i) dans ab (L ®Aa") ot _est comvatible avec 1'apnlication

identique &« R &' A2Q o' , Un_tel (¢ cst unique, Par vassage & 1'homclocis,

on_obticnt
H (B @ B —s 1 (B gan),

gui est un isomorphisme lorsque les algébres & et 4' ont chacune une A -h

‘homegéne contenant 1'é1lément unité.

La derniére asscertion résultc aussitdt du théordme 2 (Ix osé 2).

Remargue : l'application ¢p a été explicitée par Filenberg-icclent cu neron

des "shuffles”. Nous n'aurons pas besoin de la formule explicite.

2. Structure multiplicative de la bar construction.

Nous supposerons maintenant que 1l'algébre graduée i est cnticommutetivs.

Alors 1'homomorphisme Mo A u— a4 défini per le multiplication (i.e: 1 (2 2 b

= ab) est multiplicatif ; c'est donc un DGA-homomorphisme de DCa-algébres, Puisiu

la bar construction est un foncteur covariant, P induit des homomorwhiemes
NeE®a)—0G) ot ME®L)—NHG) ,

qui, composés avec 1l'application dc la provosition 3, donnent



B @6 w)— B @), B 0 &) —s BG).

On obtient ainsi une multivnlication dans 65(A) , pour lagquelle le sous- N ceoda

M (&) est stable, L'inage de x ® y , pour cette multiplication, sera noifc xz¥=
Bxprimons que 1l'application » est un DGh-homomorphisme : x* est /\ -bilind 7:
deg (x¥y) = deg(x) + deg(y), et :

(3)  (ex)(by) = (-1)P(ab)*(xy) pour a €4, b e ay xe P (),
y e () (L),

(4)  dlxy) = (@)% + (-1)* x(dy) pour x e &, (1), ¥ < M)

(5) my) = (x) (vy) .

Ces propriétés, et le fait que x*y€ (4 (4) chaque fois que x et y szont don-

-

65(A) » caractérisont la multiplication * , en vertu de 1'unicité énoncée # 1o irs-

position 1 de 1'Exposé 3. Par passage au quotient, la relation (4), o & gorant
remplacéd par d , est vraie dens 65(A).
On‘va montrer que Gb(A) et 65(&) s munics de la multiplication " , oo

des DGa-algebres. D'unc fagon préeise :

Théoréme 4.- Si le DGi-clgdébre A -est anticommutative, alors la multi-lics—

tion »_ do (W (i) jouit des propriétés suivantcs s

(1) 1'élément [ "] est élément unité ;

(i1)  la multiplication x est associative ;

(iii) lo multiplication x est anticommutative ;

Ces propriétés sont vraies aussi nour (3(4) ; de plus :

(iv) si x & B(4) est de degré imoair, ona x* = O ; si an_cutrs
1 +1 =0 dans llanneau AN\ s alors x*x =0 pour x & 65(A) de degré puir ;.2,

Démonstration : (i) 1'application x—[ P& est un DGi-homomorphicme u
s-module - (0 (4) dans lui-méme, compatible avec 1'application identicue &—3. , o

ui applique (0(4) dans ()(4). Donc, d'aprés la ropriété d'unicité {fxrcod
p.L q . b b p h \ .
prop.1), c'est l'application identique. On montre de mbme que [ ] ost ¢liment wni-

té a droite,

(i1) considérons les deux DGA~homomorphismes

Baa) ® B () @ Bs)—> f(a)



qui envoient % ® ¥y ® z respectivement en (xey)»z et xx(y»z). Pour 1o m

raison d'unicité, ils sont identiques.

(iii) considérons les deux DGh-homomorphismes (L) @ B G)— 6 () ,
qui envoient x @ y respectivement en xxy et en (—1)kh yx (h et k dJdssignan®

les degrés de x et ¥ ). Pour lc méme reison d'unicité, ils sont identiques.

—

(iv) si x € ®(a), alors xx e (i), Utilisons la propridtd (3) dr i "ov

construction (Exposé 3, théoréme 3) : pour montrer que xxx = O , il suffi® o

montrer que d(xe) = 0 dens (3(4). Or, d'aprés (4) et 1'anticommutativiti du

produit » , on a

d(zoex) = (dx)sx - xx(dx) = 0 .

’,.

Méme démonstration si x -est de degré pair 2 et si -1 = 1 dans 7\ .

Remafgue ¢ si on a un DGaA-homomorphisme d'algebres anticommutatives w-—=
1'application fonctorielle ()(a)— QA(4') est corpatible avee la multinlication
autrement dit, c'est un DGA-homomorphisme d'algdbres. Do méme pour 5%(3)-——%63(d"
sinsi, les DGi-algdbres O%(i) et @0 (L) sont des foncteurs covariants de 1o o .~

algebre anticommutative 4,

3. La_bar construction itérée.

Soit 4 wune DGa-algdbre anticommutative. islors ) (i) est une DGi-algébre
anticommutative, et 1l'on peut considérer la bar construction ayant db(ﬁ) comne
algebre initiale. D'une menidre générale, définissons par récurrence une suitce de

(), (n+1)

constructions (i , M(n+l)), en posant

A(O) = 4, A(n+l) = &)(i’;(n)), Iﬁ(n+1) = Q(A(n)) .
L'algebre A(n) se¢ notera é%(n)(ﬁ), et M(n) se notera Gb(n)(ﬂ). On a
B =5 e - fYwe G,

Si i possede une /\ -base homogdne contenant 1'élément unité 1, il on est

de méme pour chacune des algébres Gbﬁﬂ(A);

Lorsque 4 est l'algébre A (TT) d'un groupe abélien T[T , munie de 1':ug-

mentation habituelle, les algébres d'homologie Hx(a%(n)(ﬂ)) sont canonicu’ient

isomorphes aux algébres d'Zilenberg-Maclane.H,( TV ,n; A ), comme on 1¢ mentrera
plus tard (Cf.'Eilenberg—MacLane,‘Ann. of Math. 58, 1953, p.55-106),



A_NFE
=00

4, Notion générele de construction (multiplicative).

Une construction multiplicative (i4,N,}) consiste dans le donnée
(i) d'une DGa-algdbre 4 (sur 1'anneau A );
(ii) d'une A -glgebre graduée N, munic d'unc augmentation Mmooz g AN

(iii) d'une différentielle d sur 1'algdbre graduée M= A QN , telle ou-

1l'injection &A—1 (définie par a—a ® 1) soit compatible avee les diffdrenticl

lesde 4 et de M, et telle que M , munie de d , soit une DGi-algdbre.
Dens ces conditions, on obtient une différentielle d sur N a2l , par pes-
sage au quotient. Avec cette différentielle, N est une DGA-algebre, qu'on anpellc

1'algébre finale de la construction; A s'appelle 1'algébre initiale. L& congtruc-—

tion est dite acycligue si M est acyclique.

]

Produit tensoriel de deux cohstructione (4,¥,M) et (A',N',i!') : la 4¢

est la méme qu‘au n®-1 ci-dessus, avec cette différence que N @ N' ¢t
sont maintenant des algebres. Par exemple, soient 4 et &' deoux DGi-algibros
anticommutatives ; on a une construction multiplicatiwe (4 & 4i', 5%(A) & ﬁ%@;'),
@(;‘x) ® ((41)), ayant pour algdbre initiale 4 ® &', et pour algdbre finale
D@ & Y.

Homomorphisme de constructions : soicnt deux constructions multiplicativ.s

-

(C,Q,P) et (a,N,), Un homomorphisme de le premiére dans le seconde consiste dons

la donnéc d'une epplication g ¢ P—— M qui est un DGa-homomorphisme d'algtbros,
tel que la restriction f de g & C (identifide & une sous-algdbre de P) av-

nligue € dans & (identifide & une sous-algébre de M), On dit alors que ¢ oot

compatible avec le DGi-homomorphisme f ¢ C—34. On n'exige pas que g applisu:

Q dans N ; mais, par passage aux quotients, g définit un DCa-homomorphisma 7 ':l

gebres g : Q—N . On verra de nombreux exemples dans la suite.

5. La notion de construction spéciale.
La propriété (B) de la bar construction (Exp. 3, théoréme 3) se gén’volin.
Y . . . -,_-”J » . oA
comme suit. On appelle construction spéeiale (4,N,M,N) la donnée d'unc constiues o

rultiplicative (&4,N,}) et d'une sous-/\ -algébre N de M , contenant 7, o

satisfaisant 3 la condition suivante :

~ ~
(s) m est un isomorohisme de N sur A\ (d'on N, = NO) s 2t, vour voub

N,

entier k > 0, l'opératour différentiel d de M epplique biunivogue:

sur _le novau de (7 (si k = 0), rcsp. sur le noyoude d ( si k > 1),



~n
Dans le cas ol ¥ = N, on retrouve la propriété (B) de la bar conshructicr

Dens tous les cas, (S) implique que ¥ est acyclique,

Soit (a,N,l, \T) une construction spoc1ale. Por récurrence sur le deort, on
définit un /\ -~homomorphisme s M——-}N , aul cnvoie Nk dans

A

a

(6) dsx + 8dx = x ~omx pour x €M (o désigne 1l'injection concnizic
N—M telle que § (1) = 1),

Alors £ Nk+1 est exactement l'image de l'application s 3 de nlus
k)0

(7) s(l) =0, ss = 0 (vérification var récurr.nce sur lo degrsé)

Réciproquement, la donnéc, dans unc construction (A,N,F-'E),

phisme s : ¥M-—3M augmentant le degré de un et satisfaisant 2
~ A - . ~ » N
wy sous-module N de M, & saveir &« (/) + s() ; si N contient ¥ ot 5%

-
stable pour la multiplication de M , alors (x,4,M,N) est une constructicn sndc. le

o~
Produit tcnsoriel de deux constructions spéciales : soient (a,F,17,1) ot

(n',N',I‘-I‘,:‘E') deux constructions spéciales, s et s' leurs opératcurs d'homctovie
Sur le produit tensoriel M" = M® ' , définissons 1'endomorphisme

£8) s"=s@®1' + (G‘f\?) ®s' , o 1' désigne 1'apnlication identicuo
de M', Si on note d" 1l'opérateur différentiel de M' (défini par la formulc (2)),
on a

s (x @ x') + s"A"(x @ x') =xRx' -~ (s x) (o 'm'x')

pour x & M, x' €' (vérification facile). 4insi s" est un opérateur d'homoto-
. J
nic dans M" . Soit  N" 1l'image o "(A) + s"(M") dans M" ; on a

() T = ( X:N 1)59}1'+NO@§' .
| k) 0

On voit que N" contient N" et est multiplicativement stable. Ainsi

~J
(a™, N", M", N") est _une construction spéciale, dont 1'opérateur s" oot _donné

et la sous-algdbre N" donnde par (9). Clest cette construction svdciale

qu'on B.'Op&,llu, par deflnltlon, le produit tensoriel des constructions spéeiaian
(.ﬂ,; ’l‘l’I\T) Gt (11 ) ', A 9 N )

Exemple : Le produit tensoriel de deux bar-cobs tructions @3(&) et (.

Y

€st une construction spéciale, avec

( %—.Od‘bm 2)® M) «Ae R,



o7

Associativité du produit tensoriel : soient trois constructions spéciales,
dont les opératcurs d'homotopie sont s, s' et s" respectivement. L'opératcur
d'homotopie que l'on obtient sur leur produit tensoriel ne dépend pas de Ja waninr.:

dont on les associe successivement, car on trouve dans les deux cas l'ovératcur
SRIT1IN 4+ (0‘!}7)(2)3'@1" + (G’a])@(ﬁ"n]')@s” .

On peut donc parler, sans ambigliité, du vroduit tensoriel de trois constructicro
spéciales, rangées dans un ordre déterminé ; ceci s'étend au produit tensoricl ¢ om-

suite quelconque de constructions spéciales,

6. Homomorphismes spéciaux..

[a¥)

Soit (C, Q, P) une construction (multiplicative), et soit (a, N, i, ¥¥) nne
construction spéciale. Un homomorphisme de construétions g ¢ P—M sora dit oo -
cial si g(Q)C:‘ﬁ . L'application identique d'une construction spéciale cst un hou-
momorphisme spécial, Un homomorphisme spécial de (C4Q,P) dans la bar construction
(5, (o(s), ®y(4), (1)) est précisément un homomorphisme qui satisfait 2 lo coni-

tion de la proposition 1 (Exposé 3).

Théoreme 5.- Soient données deux constructions multiplicatives (C,&,P) ot
~nJt
(4,N,M,N), dont la seconde est spéciale, et un DGh-homomorphisme f : C—d.u. Si

1l'algébre 4 cst anticommutdtive, il existe un homomorphisme spdcial (multivlice—

tif) g : P—M compatible avec f , et un tel homomorphisme spéeial est unicio.

Démonstration : on va d'esbord (sans supposer 1l'anticommutativité dc ..)

prouver l'existence et 1l'unicité d'un DQérhomomorphisme dc modules g : P—if,
compatible avec f , et tel que g4Q) < N. Ensuitc on montrera que si & st anti-
commutative, cet homomorphisme g est compatible avec les sgtructures multiviicati-
ves de P et M-

D'abord, si g oxiste, on a nécessairecment

(10) glc®q)

1

flc)gllm®aq) ,

sgd(1®q), z(l®1) =1.

]

(11) el ®aq)
Réciproquement, toute application A -lindaire g : P— M qui conserve 1o dosre
et satisfait & (10) et (11) ost un DGi-homomorphisme de modules, compatibls ~voe

-~
f, et tel que g(Q)< N . Or les relations (10) et (11) déterminent sens arbi;ii-

2, A Y - 3 o ’
t€ g , par récurrence sur le degré. D'ol 1l'existence et 1l'unicité de g.

Supposons maintenant que 1l'algébre 4 soit enticommutative. Supvosons rr- avé




que g(l® ql)g(l ® q2) =g(l® (qqu)) pour les couples (ql,qz) dont la sommw
des degrés est ¢ n ; il s'ensuivra que g(c1 @ql)g(c2® q2) = g(c1 Ba,). (o Gc.t)
lorsque la somme des degrés de Cys Cps Gy et q, est‘s n. (On le voit on wriiizr. .
la relation f(cz)g(l@;@ql) = (—-1)khg(l®q1)f(02) pour c, ot q; Ao duwis }
et h respectivement ; cette relation nrovient de l'anticommutation des &1ldmente
de & avec ceux de M= A Q@UN , et cotte anticommutation suit dc 1'anticommutzt:-
vité de 1'algébre & (et de la définition de la multinlication dans wn, produit o.v-
soricl d'algébres graduées).

ADPIéS CeS Temarques, on Ve prouver que g(lQ@(}l)g(lgg q2) =g(l® (qlqg)‘
par récurrence sur la somme des dogrés de q et qQy Clest trivial ei cos d vlu
sont nuls. Supposons que ce soit prouvé quand la somme des degrés sst < n (n Y.
et prenons q, et q, dont la somme des degrés soit n . Puisque g(1 Q§<ql\o/1‘%q¢§

et g(1® (qlqz)) sont deux é1léments de 3; (supposé multiplicativement ctollio).
leur égalité suivra de 1'égalité de leurs différentielles. Or cstte dernidro oul s

de l'hypothé_se de récurrence, qui,permet d'affirmer que

gd(1®q,).-g(1®aq,) = gla1®@q,).(1 ®q,)),

g(1®q;).gd(1®aq,)

i

g((1®aqy).d(1®a,)).
Ceci acheve la démonstration., .

Remargue : dans la situation du théoréme 5, g définit,par passage auz quo-
tients, un DGA-homomorphisme d'algébres g : Q—N , qui est ainsi entidrement A4-

terminé par la donnée de f .

Excmple : l'unique homomorphisme spécial (p s 00 (1) & P@u) — Qa g
(ef. proposition 3) est compatible avec les structures multiplicatives, lorsque
et A' sont anticommutatives. De méme, il y a un unique homomorphisme spieial W
DaEan—0 () ® O(4') (comatible avec 1l'application identique de 4 (X 4"}
qui est multiplicatif, Enfin, le composé W o P (@) ® Ora)— Bls) » M

est 1'identité, car il est évidemment spécial, ct on peut lui appliquer le rdcul-

tat d'unicité du théoréme 5.



