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CONSTRUCTIONS MULTIPLICATIVES

H. CARTAN,(Exposé de H. 1.12.1954)

Séminaire H. 1954/55.

1. Produit tensoriel de deux DGA-modules, de deux constructions.

Soient M un DGI-module sur une DG,i-algôbre A ~ et M’ un sur

une DGA-algèbre A’ . On a déjà défini (Exposé 2, n° 3) le produit tensoriel

A@.A’ qui est une DGA-algèbre A" . Sur le A -module Fil = M~039BM’ , nous défi-
nissons :

- une graduation, en posant M"q =  Mk ~M’h ;
- une structure de A"-module à gauche, en posant

(1) (a ~ a’).(m ~ m’) = (-l)kh (a’m’) pour a’

- un opérateur différentiel par la formule

(2) = (dm) + (-1)~ (d~m’) pour m çM ;

- une augmentation m’’ ~ en = (fnm)(~’m’) . .

On vérifie que ces définissent sur une structure de sur

la DGA-algèbre A".

On va maintenant définir le produit tensoriel do deux constructions 

et (~’~N~M’). C’est une construction (.~N~M~ où :

A" = A ~ A’ , produit tensoriel de DGA-algèbres ;
M" = N ~ N’ , produit tensoriel de deux A-modules gradués et ,

M" = M ~ H’ , produit tensoriel de deux DGA-modules comme ci-dessus ....:-.-.ji
H" est un module sur A" .

Pour obtenir une cons.truction, il faut encore définir un isomorphisme de
sur A" @ N~ ; par définition, l’ iomorphisme de (A (~ N) ~ (A’ (~ N’) sur

(~ ~ ~’) ~ N’) est l’application linéaire qui envoie (a ~ n) ~ (~.~ ~ n’)
dans (~ (n~ n’)~ où k désigne le degré de n et h celui ;: ..’. .



On vérifie que c’est bien un isomorphisme de gradué s et 
utilisant ~~) A Par cet isomorphisme, d’p se transporte de il’ à ap~ .~ ~~~~~’ ;

par passage au quotient, on obtient d9’ sur et il résulte de (2) 

Ainsi le module final comme module différentiel graduée est le produit tenso-

riel des modules finaux il et N~ ,

Ce qui précède s’applique notamment à deux bar-constructions (.~’J~(~)~u:)(~..))
et (~~(~(~)~(~(Â’)) ~ on obtient une construction

On notera que 8 ß(A’) est acyclique, car les opérateurs 
s et s’ 1 de B(A) et ß(A’) définissent un opérateur d’homotopie dans

ß(A’) (cf ci-dessous, n° 5, formule (8)). Comparons cette construction à
la bar construction 6~(A(~A~). La proposition 1 de l’Exposé 3 donne 

. Proposition 3.- Il existe un DGA-homomorphisme

Qui est un isomorphisme lorsque les algèbres A et A’ ont chacune 

homogène contenant l’élément imité.

, 

La dernière assertion résulte aussitôt du théorème 2 (Exposé 2).

Remarque s Inapplication (f) a été explicitée par 
des "shuffles". Nous n’aurons pas besoin de la formule explicite.

2. Structure multiplicative de la bar construction.

Nous supposerons maintenant que l’algèbre graduée A est 

Alors l’homomorphisme  : A ~ A~A défini par la multiplication b;
= ab) est multiplicatif ; c’est donc un DGA-homomorphisme de 
la bar construction est un foncteur covariant, p induit des homomorphismes

~(A~..)20142014>~)(A) et 

qui, composés avec l’application de la proposition 3, donnent ?



On obtient ainsi une multiplication dans ~)(A) y pour laquelle le sous- /B 2014:;.cduB :

0-)(A) est stable. L’image de pour cette multiplication~ sera x~" . c

Exprimons que l ’application n est un DGA-homomorphisme : x>y est /B 
deg (x~y) = deg(x) + et :

Cps ,propriétés, et le fait que ~)(A) chaque fois que x et y 

caractérisant la multiplication * , en vertu de l’unicité énoncé(; [ la-
position 1 de l’Exposé 3. Par passage au quotient, la relation (4), où d. 

remplacé par d , est vraie dans 6~(A).
On va montrer et ~(A) ~ munies de la 

des DGA-algèbres. D’une façon précise:

Théorème 4.- Si la il est anticommutative. alors la 

tion * do Ûu (Si) jouit des propriétés suivantes s

(i) l’élémet F ’1 est élément unité ;

(ii) la multiplication * est associative ;

(iii) la multiplication * est anticommutative ;

Ces propriétés sont vraies aussi pour B(A) ; de plus : a
(iv) si x ~ ß(A) est de degré impair, on a = 

1+1=0 dans l’anneau x*x = ’0 pour x ~ß(A) de degré pair  2. J

. Démonstration : (i) l’application est un 

~-module compatible avec l’application identique ~2014~ ~ et

qui applique dans B(A). Donc , d’après la propriété d’unicité (Exrosé 3

prop.l), c’est l’application identique. On montre de même que [ ] est client 
té à droite,

(ii) considérons les deux DGA-homomorphismes



qui envoient respectivement en et Pour 

raison d’unicité, ils sont identiques.

(iii) considérons les deux DGA-homomorphismes ß (A) ~ ß(A)~ß(A) ,
qui envoient respectivement en xxy et en (-1) y~x (h et k 

les degrés de x et y ). Pour la même raison d’unicité, ils sont identiques.

(iv) si x ~ (?!)(A)~ alors x~x 6 Utilisons la propriété (3) de 1., ’ 

construction (Exposé 3, théorème 3) : 1 pour montrer que = C ~ il 

montrer que = 0 dans ~&#x26;(A). (4) et du

produit ~ ~ on a

Même démonstration si x . est de degré pair 2 et si -1 =: 1 dans /B .

Remarque ? si on a un DGA-homomorphisme d’algèbres anticommutatives A~A /
l’application fonctorielle ß(A)~ß(A’) est compatible avec la multiplication - ; ’
autrement dit, c’est un DGA-homomorphisme d’algèbres. De même pour ß(A)~ß(A)
Ainsi, les DGA-algèbres ß(A) et sont des foncteurs covariants de la -

a.lgèbre anticommutative A.

3 La bar construction itérée.

Soit A une DGA-algèbre anticommutative. Alors B (A) est une 
anticommutative l et l’on peut considérer la bar construction ayant (f~(A) confie

algèbre initiale. D’une manière générale, définissons par récurrence une suite do
constructions (A~B en posant

Si A possède une A -base homogène contenant l’élément unité 1, il :m est

de même pour chacune des algèbres ~ (A).
Lorsque A est l’algèbre A (TT ) d’un groupe abélien TT , munie de 

mentation habituelle, les algèbres d’homologie H*( B(n) (A)) sont canoniquement

isomorphes aux algèbres d’Eilenberg-MacLane. H* (TT ,n; 039B ), comme on le rentrera

plus tard (cf. Eilenberg-MacLane, Ann. of Math. 58, 1953, p.55-106).



4..Notion générale de construction (multiplicative).

Une construction multiplicative consiste dans la donnée s

(i) d’une DGA-algèbre A (sur l’anneau A);

(ii) d’une -algèbre graduée N~ munie d’une augmentation rû s ~.2014-~ A ~

(iii) d’une différentielle d sur l’algèbre graduée toile 

l’injection A~M (définie par a~a ~ 1) soit compatible avec les 

les de A et de et telle que M , munie de d , soit une DGA-algèbre.

Dans ces conditions, on obtient une différentielle d sur N~M ~ par pas-
sage au quotient. Avec cette différentielle, N est une DGA-algèbre, qu’on appelle
l’algèbre finale de la construction; A s’appelle l’algèbre initiale. La construc-
tion est dite acyclique si M est acyclique. 

Produit tensoriel de deux constructions et (A’~N’~H’) ~ 1 la 

est la même qu’au n~-1 ci-dessus., avec cette différence que N (~ N’ t et M’~ M’ t

sont maintenant des algèbres. Par exemple, soient A et A’ t doux 

anticommutatives ; on a une construction multiplicative A’~ (~ (f~~)~
~(~) ~ (~)(~’))~ ayant pour algèbre initiale et pour algèbre finale

~(A) ~ ..

Homomorphisme de constructions ? soient deux constructions 

et Un homomorphisme de la première dans la seconde consiste dans
la donnée d’une application g -$ qui est un DGA-homomorphisme
tel que la restriction f de g à. C (identifiée à une sous-algèbre de ?) 
plique C dans A (identifiée à une sous-algèbre de M). On dit alors est

compatible avec le DGA-homomorphisme f : On pas que g 

Q dans N ; mais~ par passage aux quotients:1 g définit un ~~’1- -

gè bres g : On verra de nombreux exemples dans la suite.

5. La notion de construction spéciale.

La propriété (B) de la bar construction (Exp. 3~ théorème 3) se 

comme suit. On appelle construction spéciale la donnée d’une 

multiplicative et d’une sous- A -algèbre N de contenant ’:::;; et

satisfaisant à la condition suivante :
- ~

(S) est un isomorphisme de N sur A (d’où = 

entier k  0, différentiel d de M applique biunivoqueent
sur le noyau (si k = 0) , resp, sur le noyau de d ( si k  1),



Dans le cas où N = N , on retrouve la propriété (B) de la bar construction
Dans tous les cas, (S) implique que M est a cyclique.

Soit (A,N,M,Ñ) une construction spéciale. Par récurrence sur le on

définit un A -homomorphisme s : qui envoie M, dans. N. , et satisfa-’t
-K 

à

Alors Nk+1 est exactement l’image de l’application s ; de ~"

(7) = 0 , ss = 0 (vérification par récurrence sur 1e 

Réciproquement, la dans une construction (A,N,M), d’un 039B
phisme s ô M~ M augmentant le degré de un et satisfaisant v (6) et (7), définit
un sous-module Ñ de à savoir 03C3(039B) + ° si N contient. est

stable pour la multiplication de M , alors (A,N,M,Ñ) est une construction ;:.

Produit tcnsoriel de deux constructions spéciales : soient (A,N,M,N) et
. .

~~v’ ~N’ ~l~~l’,1~ f ) deux: constructions spéciales, s et s’ leurs opérateurs 
Sur le produit tensoriel ~vt" - ~v C~ iw’ , définissons l’endomorphisme

(8) s" = s 0 l’ ~ s’ , où l’ désigne l’application identique
de M’. Si on note d" l’opérateur différentiel de Mn (défini par la formule (2)),
on a 

_

pour x ‘ x’ ~ M’ (vérification facile). Ainsi s’i est un opérateur 
pie dans M" . Soit N" l’image cx " ( I~ ~ + s" (~r" ) dans on a

On voit que N" Contient N" et est multiplicativement stable. Ainsi
(À ", N " , 1>1" , est une construction spéciale, dont 1 ’ opérateur PP ’i donné

(8), et la sous-algèbre Ñ" donnée par (9). C’est cette construction spéciale
qu’on appelle, par définition, le produit tensoriel des constructions 

N 
. 

rJ

~~~~~~T~1~19I~!~ Gt ~l~i’~ i~,~ ~J,~,

Exemple : Le produit tensoriel de deux tructions et §t(... ’ )
est une construction spéciale, avec



Associativité du produit tensoriel ~ soient trois constructions 

dont les opérateurs d’homotopie sont s, s’ et s" respectivement. 

d’homotopie que l’on obtient sur leur produit tensoriel ne dépend pas de la 

dont on les associe successivement, car on trouve dans les deux cas 

On peut donc parlers sans ambigüité, du produit tensoriel de trois 

spéciales, rangées dans un ordre déterminé ; ceci s’étend au produit tensoriel d un v,

suite quelconque de constructions spéciales.

6. Homomorphismes spéciaux .

. Soit (C, Q, P) une construction (multiplicative), et soit (A, N, M, F) 
construction spéciale. Un homomorphisme de constructions g : P---~ ~: :::.~r, ;..~;. 

- 
~.

cial si L’application identique d’une construction spéciale he-

momorphisme spécial. Un homomorphisme spécial de (C,Q,P) dans la bar 
(A, ß(A), ß(A), ß(A)) est ,précisément un homomorphisme qui satisfait à 
tion de la proposition 1 (Exposé 3).

Théorème 5.- Soient données deux constructions multiplicatives y±
dont la seconde est spéciale, et un DGA-homomorphisme ô C~

l’algèbre i, est anticommutative. il existe un homomorphisme spécial

tif) g : P~M compatible avec f , et un tel homomorphisme spécial

Démonstration : on va d’abord (sans supposer l’anticommutativité de A)
prouver l’existence et l’unicité d’un DGA-homomorphisme de modules g : 

compatible avec f, et tel que Ensuite on montrera que si A 

commutative, cet homomorphisme g est compatible avec les structures 
v3s de P et M. -

D’abord, si g existe, on a nécessairement

Réciproquement, toute application n -linéaire g : ~....~ qui conserve le 

et satisfait à (10) et (11) ost un DGA-homomorphisme de modules, compatible avec

f , et tel que IVT , Or les relations (10) et (11) déterminent 
té g 9 par récurrence sur le degré. D’où l’existence et l’unicité de g.

Supposons maintenant que l’algèbre A soit anticommutative. Supposons 
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que = g(l0 pour les couples dont la 

des degrés est~ n ~ il s’ensuivra que q~) = ~q~).(.~ ,, ~c~~)
lorsque la somme des degrés de c.~ c~~ q. et q~ est  n. (On le voit on u’’~J-~ .

la relation = pour c2 et q1 de d..:-s L

et h respectivement ; cette relation provient de l’anticommutation des 
de A avec ceux de M = et cette anticomniutation suit de 

vité de l’algèbre A (et de la définition de la multiplication dans
soriel d’lgèbres graduées).

ces remarques, on va prouver que g(l 0 q~) = g(l 
par récurrence sur la somme des degrés de q. et q? . C’est trivial si ces 

sont nuls. Supposons que ce soit prouvé quand la somme des degrés est  n (n J~ ’ )
et prenons q1 et q2 dont la somme des degrés soit n. Puisque g(1~q1)g(1 ~q)

et g(l(B sont deux éléments de N (supposé multiplicativement stable),
leur égalité suivra de l’égalité de leurs différentielles. Or cette dernière s~~
de l’hypothèse de récurrence, qui,permet d’affirmer que

Ceci achève la démonstration. 
’

Remarque : i dans la situation du théorème 5, g définit,par passage aux quo-
tients, un DGA-homomorphisme d’algèbres g : qui est ainsi dé-

terminé par la donnée de f .

Exemple ? l’unique homomorphisme spécial ~ ~ ~ (~~.) ~ç~ --~ ~J~; ~~ ~xJ Ji;)
(cf. proposition 3) est compatible avec les structures multiplicatives, lorsque 1...
et A’ sont anticommutatives. De il y a un unique homomorphisme ~?
~ (~ ~ )--~-~ ~J (n) ~ ~J(.~’ ) (compatible avec l’application identique de ~~ ~~~~ ~
qui est multiplicatif. Enfin, le composé 03C8 03BF 03C6 : ß (A) ~ ß(A’)~ß(A)~ ß(A)
est l’identité, car il est évidemment spéciale et on peut lui appliquer le 
tat d’unicité du théorème 5.


