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Séminoire H, CARTAN, E.M.S., 1554/55.

DGA-ALGE3RES ET DGA-HODULES

(Exposé de H, CARTAN, 17.11.1954)

Introduction.- Cette sdrie d'exposés a pour but final le calcul explicite fe 1!ho-

mologie et de la cohomologie des espaces du type X (T,n) (voir Exp., I).

Dans ce qui suit, /\ désigne un anneau commutatif, avec un éldément unité 1 £ O
N\ est domné une fois pour toutes, tous les "modules"considérés seront des A\ -
modules unitaires, toutes les "algdbres™ seront des algdbres unitaires sur 1'ann-:u
/A . Dans les applications ultérieures, N sera le plus souvent soit llannea: 4

des entiers naturels, soit le corps Zp des entiers modulo p (p premier).

1, Notion de DGA-algtbre.

Soit A we A\ -algébre (qu'on supposera toujours associative et munie d'un

v1ément wnité 1 £ 0). A est une alpgdbre gradude si 1'on s'est donné des sous— /\-

modules A (k entier) dont A est somme directe, tels que

(1.1) Ak:'O pour k < 0, xyeh , pour x€h et yeh ,

d'ou 1€A, . Un éldment de A est dit homogene Se degré k .

Une algebre graduée A est anticommutative si

kh <
(1.2) yx = (-1)7 xy pour X€h ;, YEA .

Une différentielle sur une algdbre graduée A est une application /\ -linduire
d: A—A telle que

(1.3) dd=0, da(a)C4 _;, d(w) = ()y + (-1)*x(ay) pour xch, .

Les deux premi3res relations (1.3) permettent de définir un module d'homologic

gradué H;((A) =2 Hk(A) (définition classique). La troisidme relation (1.3) permet
-k
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de définir dans Hx(A) une multiplication, qui est associative parce que cell:
de A a été supposée associative, Le produit d'un $1ément de Hk(A) et dtun JLi-

a ingi 8 ~algebre gradute, donb
ment de Hh(A) est dans Hk+h(A)' Ainsi HX(A) est wne /\ -algébre graduie, ¢
1'¢lément unité est 1l'image de 1'é1lément unité de A.

Soit A une algébre différentielle gradude, On avpelle augmentation we o o Li-

cation /\ -lindaire ¢£: A=A telle que

™
ol
!

(1-4) E(l):ly E(X‘J) ":‘ (EX)(EY); £€x=0 pour XGAk (k>/1)’

Une augmentation est déterminée par sa restriction & Ay » Soit 1l'application A
linéaire ¢ : A — A définie par & (N) = A.1 ; la composée &€ est l'applic -
tion identique de /\ sdonc § est un isomorphisme de /\ sur w sous-anancau o,
auquel on 1'identifie ; grice 4 cette identification, on pourra censidérer qus -

prend ses valeurs dans A . Observer que _[\ est facteur direct de 4.

Par passage au quotient, une augmentation €: A—/\ dérinit une augmont -
tion Hx(A)——;./\. 5 et /\ est facteur direct de HO(A).

Définition 1.- On apnelle DGA-algdbre (sur \Y une algebre praduée munie ¢'unc

différentielle et d'une augmentation satisfaisant & (1.3) et (1.4). Etant donnéen

deux DGA-algebres A et A' , on appelle DGA-homomorphisme de - A dens A' 1

application /\ -lindaire f : A—A' satisfaisant &

(1.5) f(Ak) =4, (=1, (xy)=(£x)(£y) , a'f = fd, §'f =+
I1 est clair qu'un DGA-homomorphisme f définit unc apnlication A ~liné.ir
fx= HX(A)-——-ﬁH*(A') qui conserve le degré, ot est comvatible avec les structurce

multiplicatives et les augmentutions.

2. Exemples de DGA-algebres.

Pour‘ tout espace topologique X, notons S(X) le complexe singulier (simp.ici.i)

de X. On définit classiquement une application o : S(Xl) ®S(X2) -3 S(Xl L,
ol S(Xl‘) ®S(X2) désigne le produit tensoriel (gradud) des deux Z-modules 0
dués S(Xl) et S(KZ) (produit tensoriel pris sur 1!anneau Z). Pour une exnlicii. -

tion de & , voir par exemple S« MacLane, Proc. Amer. Math., Soc. 5 (1954),



p.642-651 (voir formules (2) et (5')) ; l'origine géométrique de la formule r. ;ic.
dans la décomposition en simplexes du produit de deux simplexes, Si on munit
S(Xl) §QS(X2) de 1l'opérateur différentiel d défini par d(u1.C)tb )

]

= (dul) §§u2 + (—1)ku1ﬁg)(du2) (kx = degré de ul) , @ commute avec les opérabeir o

différentiels, et définit un isomorphisme o H(S(Xl) & s(x,)) zﬁH(S(X1 x X?)},

In outre, & est naturel, c'est-a-dire compatible avec les homomorphismes qu'on

déduit d'applications continues d'espaces topologiques.

Supposons alors qu'on ait un espace X muni d'une multiplication continue

f 2 X xX—X . L'application composée
s
S(X) & S(X) — 8(X x X) —> S(X)

définit une multiplication dans S(X), et cette multiplication satisfeit & 1. doi-
nieére condition (1.3). Si la multiplication f est associative (ce qui est Lo u:
si X est un groupe topologique, ce qu'on va supposer), la multiplication duing
S(X) est associative. D*autre part, on a classiquement une acugmemtetion S()—7
nulle sur les simplexes de dimension 3 1, et qui & chaque simplexe de dimensi:n
(point) associe 1€2. On voit que S(X) est une DGA-algdhre (sur Z), dont 1!cli-
ment unité est le O-simplexe du point e (élément neutre du groupe X). La muiti-
plication de S(X) est appelée le "produit de Pontrjagin" ; elle passe daong 1°am -
logie, d'olu l'algdbre d'homologie H”(S(X)), notée H*(X). Si on considére 1.'how. -
logie & coefficients dans un anneau commutatif JA\, S(X) QD!X est une DGA-al; e
sur A\, et HX(S(X)) ® /\), notée Hx(X;‘/\‘)’ est une alg bre graduée.

Lorsque la multiplication f : X x X-—X est commutative, il est immdédiat [on

utilisant la définition explicite de & ) que la multiplication de S(X) est :nh .-

commutative. L'algébre d'homologie Hx(X;j\.) est alors anticommutative.

Soit maintenant TT un groupe abdlien. On a vu (Exp. 1) qu'il existe doz coniz
du type :R_(‘ﬂ',n), et que parmi eux il y a des Ii-espaces, par exempls l'csnacs
lacets (d'origine donnde) sur un espace du type K ( 77 ,n+1). Tous les "sous-
complexes minimeux" d'un tel espace X sont isomorphes & un complexe K( 7T ,n,

éerit par Eilenberg-MacLane (voir par excmple Ann, of Math. 58 (1953), p.54-107
voir p. 86) ; la multiplication de Pontrjagin dens S(X) induit alors dans .{7r,
une multiplication, indépendante du choix de l'espace X ; cette multiplication <

associative (bien que la multiplication dens X ne le soit pas, en géndérel), ct

anticommutative. Ainsi le complexe X(T,n) est muni d'une structure de DGa-alg~b o
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anticommutative., L'algdbre d'homologie Hx(K(v,n) ®/N) = Hx(Tr,n; A) est
1l'algébre d'homologic de tout espace multiplicatif du type :H (17 ,n) ; cette

algebre d'homologie est anticommutative,

Pour n = O, il est commode de convenir que K(T ,0) est l'algdbre 2(T),
algebre du groupe T & coefficients entiers. Bien entendu, cette algébre est . -
finie méme si T n'est pas abélien ; on peut la considérer comme une DGi-alylbie
(o tous les degrés sont nuls, et l'opdrateur d est nul) ; l'augmentation

€: 2(T)— Z associe 2 1'é1lément Z: n. X, (xie’ﬂ', n € Z) 1tentier ¥_ =
i i

3. Produit tensoriel de DGA-algébres.

On suppose connue la définition du produit tensoriel de deux /\ —moduice o
dués (produit tensoriel pris sur N\) ; clest un /\ —module gradué. Soient alc o
A et A' doux A -algébres graduéss: on définit, sur A@AA' , une multiplico—
tion par la formule

(3.1) (a®a").(b@b') = (-1)(ab) ® (2'b!) pour a'€ 4! , beh.

On vérifie qu'avec cette multiplication A@A:A' est une algebre graduée 5 de nlur

2

si A et A' sont enticommutatives, A K),A' est aussi anticommutative.

7\
Si maintenamt A4 et A' sont des DGA-algébres (evec différenticlles d ct

a' , augmentations & et g!'), on définit, sur A" = AR A' , une différenticlle

d" ot une avgmentation g" par les formules
(3.2) a"(a@a") = (@) @a' + (- a@®(a'a') , agh
(3.3) e"( a@®a') = (ca)(eta')

Ceci munit bien AR A' d'une structure de Dih-algdbre.

Soient £ : A—B et f! : A'— B' deux DGA~homomorphismes ; le prodult ton-
soriel g = f(Xf' de ces applications, défini par

gla@a') = (fa) @ (£'a'),

est un DGA-homomorphisme de la DGA-algébre A (X)A' dans la DGA-algébre I (30
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La vérification, fastidieuse, est facile.

Exemples : Soient X et X' deux groupes topologiques, et X x X' leur pro-
duit. S(X) ®S(X') est une DGA-algdbre, et

&: S(X)®S(X') —s S(X x X')

est un DGA-homomorphisme, qui induit un isomorphisme des algebres d'homologie.

De méme, soient T et .]T' deux groupes abéliens, et T'x 7' leur produl}t.

L'application o définit un DGA-homomorphisme

K(TF,n) ®K(W',mn) — XK(T x 7',n) ,

qui induit un isomorphismc des algtbres d'homologie., En faisant le produit terso—

riel par un anneau commutatif N s, on obtient un DGA-homomorphisme
Hx(n.,n;~/\ ) ®Hx("',n;A)"—“\er( T x Tr',n§./\)
qui, lorsque Jﬂ\ est un corps, est un isomorphisme (sur).

4. Hotion de DGA-module.

Définition 4.l.~ Etant donnée une DGi-algébre A (sur/\), on appelle DG.i-
module (& geuche) sur A un A-module & gauche M, muni :

1) de la dennée de sous-Z\ -modules Mk dont } goit somme directe, avec L.
conditions : Mk =0 pqur k L0, .amEMk+h pour aeAk ct me Mh H

2) d'un N\ ~homomorphisme d : M—M, qui applique Mk dans M“—l’ et satis-
fait a

(4.1) dd = 0, d(em) = (da)m + (—1)k a(dm) pour agh , mell

(ob da ddsigne la différentielle de a dans 1l'algdbre 4) ;

3) d'une application /\ ~lindaire m M— N\ , appelée augmentation, sci.--
faicoet

(4.2) mm = 0 pour meMk' (k » 1), md =0, m(an) = (£a)(yn).
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Soit donc M un DGA-module sur la DGA-algébre A, et notons I 1'iddal bila-
tére de A, noyau de l'augmentation £ : A—3/\ . Soit IM le sous-module (gzradu¢)

de M, formé des sommes finies JF a;m;- ou a,€I. Soit # le module-quotient
i v

M/IM, qui est gradué ; m induit une augmentation /77: T— N s car m est nul
sur IM, d'aprds la dernidre condition (4.2). De plus, IM est stable pour 4 ,

en vertu de (4.1) et du fait que £da =0 ; donc d induit un jﬁ —endomorhiame

d de M, et on vérifieque dd =0 . Ainsi M est un DGA-module sur J\ , qu'on

appelle lc module associé & M.

Exemple : Soit X un espacec topologique dans lequel un groupe topologioue G
opeére (& gauche). L'application continue G x X—3 X définie par ces opérations

définit une application
5(6) ® S(X) — (%)

qui fait de S(X) un JGA-module sur la DGA-algstre S(G). Soit Y 1'espace-
quotient X/G, et soit I le noyau de i'augmentation S(GY~— Z ; il est clair que
I,S(X) est dans le noyau de S(X)— S(¥), d'ol un homomorphisme 11—y (), en
désignant par M 1le module associé au DGA-module M = S(X). On peut montrer umea,
sous certaines hypothdses, M—S(¥) induit un isomorphisme des homologies ; par
exemple, ii en est ainsi lorsquec X est fibré principal de groupe G (mais il
n'est paé question de le démontrer ici).

Définition 4.2.~ Soient A et A' deux: DGA-algébres (sur /\ ), et £ : A—A!
un DGA-homomorphisme. Soient M un DGA—modﬁle‘sur A, et M' un DGAemodule sur
A', On dit qu'une application /\ -linéaire g s M— 1! esﬁ un DGA~-homomorphisme

compatible avec f si

(4.3)  e()C¥ , elen) = (f2)(en), d'g=¢gd, m'g=4 .
S'il en est ainsi, g définit, par passage aux quotients, un /A -homomorphis-
me g : H—H" des modules associés, et g est compatible avec les opérateurs

différenticls d et d' , ainsi qu'avec les augmentations }6 et %f .

5. Unithéoréme sur les DGA-homomorphismes.

Avant de l'énoncer, rappelons la définition d'un A -module acycligue : M
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étent un /\ -module gradué (Mk =0 pour k ¢ 0), avec un opérateur différenticl

d et une augmentation (7 satisfaisant a
dad = 0, d(Mk)C Moy s f))(Mk) =0 pour k > 1 n)d =0,
la suite de A\ nodules et de A ~homomorphismes
(5.1) NN Y M Dy A0
. oo 1k-—-—-§ 1-——) o0 0 S — 10 ——3

est telle que le composé de deux homomorphismes consécutifs est zéro. On dit que

-

¥ est agycligue si cette suite est exacte. Il revient au méme de dire que I, (i) =
=0 pour k 1, et que M induit wn isomorphisme HO(M)CS N

Théordmo 1.~ Soient A et A' deux DGA-algdbres, f un DGi-homomorphigm
de A dans A'. Soit M un DGA-module sur A, ayant une A-base formée d'dliémcnta
homogines. Soit M' un DGA-module sur A' , gcvcligue. Alors :

of ) il _existe au moins un DGA~homomorphisme g : M—M', compatible avec f

(au sens de la définition 4.2) ;

) 1'homomorphisme g s H (H)a~—e H (M') induit par g : H— 7, est indé-

bendant duy choix de g

Démonstration : elle se falt suivant une méthods classique, en montani sur les
degrés. D'une fa agon précise, ch0131ssons une A-base {mi} de M, formée d'¢léments

homogenes. La connaissance des g(m ) = mi déterminera l'application g cherchec,

par la formule

(5.1). g(:::_aimi) =9 (fai)mi .
: i

1
Etant donnés des m! , pour que 1'applicgtion g définie par (5.1) soit un
DGA-homomorphisme compatible avec f, il faut que @
(1) m; soit homogine, de méme dogré que m
.(ii) pour tout m, de degré 0, on aif rn’(m{) ;tv(mi) 5
(iii) pour tout m, de degré ;> 1, on ait d'm! = g(dmi) ’

oh g(dm;) est calculé gréce a (5.1).
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I1 est immédiat que ces conditions nécessaires sont aussi suffisasztes. Pour
les réaliser, on choisit d'abord les m! associés aux m, de depré O 3 on voul
b i i L 2
qu'un tel mj'_ soit de degré O et satisfasse a :y)'(m:!L) =m (mi), condition qu'on
peut réaliser parce que, ' étant acyclique, (7' applique My sur VAR
posons que l'on ait déjd choisi les m{ relatifs a tous les m de degré ¢ k
(k »1), de manidrc 3 satisfaire & (i), (ii), (iii) ; la formule (5.1) aéfinit

alors g sur le sous- _/\ -module hZ:;{ Mh , et on a
<

mu = m'gn, gdm = d'gm pour ng %—z:k My o

.Soit alors m; do degré 'k ; on cherche m! de degré k, tél que d'm! = g(dm. ) .

le second membre étant un élément connu u'@M' , dec degré k-1 ; on a d'w' = Q,

f7'u' = 0, et comme M' est acyclique, il existe bicn un mi de degré 1 tol

que d'm{ = u'. Ceci achéve de prouver 1l'cxistence d'un g compatible svec T .
I1 reste & démontrer l'assertion /) de 1'énoncé. Considérons deux DGA-homo-

morphismes 815 & de il dans 1if', compatibles aveec £,

On va montrer que gy et ) sont homotopes, dans le sens suivant : il existe

unc application \ “lindaire s: M— M' telle cue
b M °
(5.2)  sGgicom,,
(543) d's + sd = g ~ 8 ;3

(5.4) - s(am) =(-1)k(fa)(sm) pour ag€h , mgl.

Une fois qu'on aura prouvé l'existence d'une telle application s, s définira

passage aux quotients, une application A -lindaire s de 1 <dans ¥

PP . . ) - .
d'opres (5.4), s epplique IM dans' I'M') ; et s satisfera aux conditions

(5.2')  E(RICH,

o8]

(5.3 d's +5d - g T8 .

I1 en résultera que -él et éz définissent la méme application H (M) —'5 (F7M)
> bl :



oy e
a—un,

Tout revient donc & prouver l'existence de s . Une fols connus les climenus

- O

s(mi) = n} , on posera

: x. o
(5.5) S(Z%; aimi) = E%:(~1) * (fai)ni (Ni = degré de ai),

°

Pour que s, ainsi défini, satisfassec & (5.2), (5.3) ct (5.4), il faut que

(i) n! soit homogine, de degré égal au degré de m; plus un ;

(ii) d'n:{ = gl(mi) - gz(mi) - S(dmi) ’

olt s(dmi) est calcdlé gréce & (5.5).

Ces conditions nécessaires sont aussi suffisantes (la vérification, leissic -t

. . k . o ‘o Sy

lecteur, fait usage du signe (-1)° qui figure dans la condition (5.4)i. our
choisir les n! de maniére & satisfaire & (i) et (ii), on procdde par récurr.ncc

sur le degré de m, . Supposons déja choisis les ni associés aux m; do doged

k (k »>0C), et définissons s, sur le sous-module ZZ:: M, par la formmulc
. >Vl h

h¢k
(5.5) ; s satisfait & (5.3) sur > ¥, .« Soit alors m; de depré k ; on shor-
k¢h
che ni de degré Xk + 1, qui satisfasse & (ii), dont le second membre vioouet

déja connu. Si k = 0, on vérifie que to'(vi) =0, et-si k> 1, on vérifis quc

d'v{ = 0 ; dans les deux cas, l'acyclicité de M' prouve l'existence dc L'5liment
gi cherché,

La démonstration du théoréme 1 est achevée,

Un compliment essentiel au théordme 1 est le cuivant :

Théorsme 2.- Soit M un DGA-module sur unc DGi-algdbre A, ayant unc A-b-sc
homoréne ;3 et soit M! un DGA-modulc sur une DGA-alpdbre A', ayant une A =booe

homogéne. Supposons 4 ot M' acycligques. Soit g un DGA-homomorphigme M-—yil!

compatible avec un DGA-homomorphisme f : A—A' . Si f induit un isonozohiom:

£ Hx(A)::ﬁH%(A'), alors 1'homomorphisme éx: 'ix(l'\'i)—-—aHx(I_'IT) egt un isomorohimia.

-

La démonstration de ce théordmc est presque triviale dans le cas o 4 - 4! 5

f étent l'application identique : c'est une conséquence facile du thdordme 1, ..
’ . - r s K - .
nous ne detcillerons pas. Dans lc cas general, le resultat est plus prorfond. il
4 ’d 3 . . . Vi A o LN
sera demontré dans 1'exposé suivent, en application d'un théordéme plus genér:l, O

& J.C. Moore (non publié),



