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Séminaire H. CARTAN, E.N.S., 1954/55. 11-C1

DETERININATIOF DES ALGEBRES B, (TTyn;2)

(Exposé de H. CARTAYN, 31.1.1955)

On se propose de cclculer les algdbres d'homologie Hx(Tl—,n;Z) & coeflicients

entiers, munies de leurs puissances divisées.

1.- Les opérations \{Jh .

Ceci est un complément & 1'Exposé n°® 6, On y a défini une opérction
\X/ s TT -—=rH2(TT,l;Zp) pour p premier, Plus générclement, on va, pour toub

P P
entier h > 2 , définir une application

¢

v i 1,

hiet T ERITLE) .

Plagons-nous dens une construction Z-libre et acyclique (A,N,) ayant pour al-
gébre initiale A = Z(TT) , TT étant un groupe abélien (noté multiplicativement).

Soit aéhW', donc o = 1 . Prenons x€ M, telque dx=a -1, puis y & I

i)
<

1
tel que

h—l)x. .

(1) dy = {l+a+...+

Par projection dans N , on obtient X et y tels que

(2) " dx=0 , dAy=hx .

La classe d'homeclogie de y , dans Hx(N ® Zh)ffv Hx(Tr’.l;Zh) » est indépendante

des choix de x et de y (démonstration analogue & celle de la proposition 2,
Exposé n® 6). Par définition, 1l'application \Ph associe & 1'élément 2o la clizuse
d'homologie de- y . On a \Ph(l)‘ =0,

La relation (2) entreine : si Sh : HZ(TT,l;Z_) - Hl(TT,1;Z) désigne 1'oné-

reteur de Bockstein, on a

(3) | 8y LPh =& sur le sous-groupe hT" .
Proposition 1.—- Soient a et a' deux é1éments de w7 - 0nsa

(4) Y, (aat) = \Ph(&) + kVh(a') si h est impair,

(4') \‘.”h(a‘a' = \Vh(a). + \Vh(a') + (h/2)(sa). (T a') si h est peir,
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(Ces relations ont lieu dans Hz(TT,l;Zh) )e

2 s s S T ! - Y _ AT A e
Démonstration : soient x et x' tels que dx = a-1, dx'=a'-l . Alors

d(x+ax') = aa'~1 . On vérifie que

-1
(142! +..,+(~f' )(x+ax') = (1+...+a l)x + (1+...+a'h Nx' - dw , avec
W= (> aP 2Pt
0<g<pgh-1
2 ; h-1 ] ,!h_l '
Soient y , ¥v', Y tels que dy = (1+.. .40 x , dy'= (l+..(+a_ x!',

ay = (1+,..+(aa')h"l)(x+ax') . Alors Y-v-v'+w est un cvcle de M ; en precjetont

sur N, on voit que ¥-y-y'+w est un d-bord. Or on a

h(h-1) -
= =5 X

w '

w1

modulo h , W est nul si h est imnair, égel & —~(h/2)x X' si h est pair, D'ch
1o proposition.

Proposition 2.- Si a &1l et ahk =1, ona
(5) . thk(a) :.kyh(ak) (relation dans HZ(TT,lzzh) ).

Démonstration : soit toujours x tel que dx = a-1 . Posons
x' = (1+..a+ak—1)x . Alors dx' = a-1 . L'élément ‘Ph(ak) est dans la classe

de d-homologie (mod. h) de ¥' , ou y' est tel que

dy' = (l+ak+...+ak(n 1))X‘

» ’ « hk""l - . d b
Le second membre étant én0l & (l+a+...+a )x , la classe de y' est égale 3

o

thk(a) . D'ol 1o proposition,

On peut définir explicitemenrt une application 1’ dens le bar construction

Os(Z(TTT) 4 coefficients entiers. Si a € T, il Shfilu de prendre pour x 1'uni-
que élément de 65 tel que dx = a (en fait, x est la suspension [~ }, puis

on prend pour y 1'unique 41lément de (> tel que dy = (1reea™x L 0n o wors,
dans la bar construction @ (z2(TT)) ,

(6) a ¥ () =n6(a) =] .
De plus, il est immédiat que

(7) q)hk(a) = k_ﬂ&l(a) si a € hTT (relation valable daus
| @ zEmn ).
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2.~ Complexes élémentcires.

On aopellera complexe élémentaire une olg2bre différentielle gradude sur

.
ST Ty e
o A

1l'anneau Z des entiers, munie de puissances divisées (définies pour les £1
de Cegré pair » 2 ) compatibles avec la difiérentielle, qui o 1'une des “ormes =u'-—
vantes ¢

‘Type (I) : E(x,29-1) , algdbre extérieure & un générateur x de degré irveix,
dx = 0 3

. P(x,29) , algdbre des pclvndmes divisée 3 un généreteur x do Corrd
p&ir, dX = O [ ]
Iype (II) : E(x,29-1) ®P(y,23) , avec dx =0, dy = hx ( h entier) ;
P(x,29) ® E(y,2q+1) , avec dx =0, dy = hx .

L'homologie d'un complexe élémentaire se calcule immédiatement j c¢'=et trivial
pour le type (I) ; pour E(x,29-1) ® P(y,2q) , les cvcles homogdnes sont, outre i

les multiples entiers de X,X¥,.e..,X xk(y),..., dont les classes d'homologie scnt

d'ordre h ; pour P(x,23) ® E(y,2q+1) , les c¥ycles homogines sont, outre i , les
multiplss ontiers de x,..., Xk(x),... ; la clesse d'homologie de Xk(x) est dlor-
dre kh ., On notera que les ¥y he vassent pas 4 1'algébre d'homologie (nnr cxer-
ple, si h=3, 3x est un bord, mais 52(3x) n'est pas un bord).

Soit K wune algebre différentislle greduée, Z-libre, munie de puisscnces di-

” -

visées compctibles avec la différ.ntielle, Un homomorphisme f d'un complexe élé-

menteire A dens K , competible avec toutes les structures, est défini per la
connaissence de 1l'élérent f(x) dans le ccs (I), de 1'élément f£(v) dans le cas
(II). Un tel homomorphisme existe sous la seule condition que f(x) soit un cvele

dens le cas (I) 5 que f(y) soit wm cycle modulo h dans le ces (IT).

2-libre, ot munie de puissances divisées. Supposons que K soit quotient d'wne

———— — e - -

algébre acyclique L & puissances divisées, 1l'application L —> K étant compati-

ble avec les graduations, les-difféyengielles, les produits et les puissances di-

visées. Soient f et f' deux homomorphismes d'un complexe élémentaire A dans

€ » compatibles avec toutes les structures. Supposons, dans le cas (I), que les

eycles f(x) et f£'(x) aient méme image dans H(K) ; supposons, dans le cas (II),

que f(y) et f£'(y), qui_sont des cycles mod. h , aient méme image dans H(K.@ 2

aient mém e_da h/

Alors les applications f et f' sont homotopes.

———

Démonstration : On cherche une application linéaire s : A —»K , augmentant le

degré de 1 , et telle que f - f' = ds + sd . Observons d'abord que les puissances
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divisées de K passent & l'homologie : si u s K est de degré impair == 3 ,
Kk(du) est le bord d'un élément de K ; en effet, soit u<L dont u soit 1 i-
mage par la projection L -»XK ; )g’i{(du) est 1'image de Xk(da) , lequel est un
cycle de L , donc le bord d'un élément v, & L ; alors \{k(du) = dvy 5 vy dési-

k

gnant 1'image de Vv, dans KX .

k
Cela posé, examinons d'abord le cas ol le complexe élémentaire A est du ty-

pe (I). Si A=E(x, 29-1) , ona f(x) - f'(x) = du (u=K) , et il suffit do

définir s par s(1) =0, s(x) =u. Si A=P(x, 2q) , ona f(x)- £ x)=du,

done gfk(f(x)) - ?"k(f’(x)) = dvy (v1 =u) , et il suffit de prendre s(l) =0 ,

s ( X’k(x)) = v, . Supposons désormais que A soit du type (II) ; étudions lcs deux

cas possibles :

Premier cas : 4 = E(x , 29-1) & P(y , 2q) , avec dy = hx . On a par hypothe-
se f(y) - f'(y) = hu + dv (u=K , veK) , d'o f(x) - £'(x) = du . Pour montrer
gue f et f' définissent des applications homotopes de A dans K , il suff’.
de le prouver d'une. part lorsque f£(y) - £'(y) = hu , d'sutre part lorsquc
f(y) - £ (y) = dv . Si f(y) - £'(y) = hu , £(x) - £*(x) = du , alors

‘(k+1(f(y)) - ?{k_‘_l(f'(y)) est divisible par l'entier h , et il suffit de prend::
S0 ()) =0, s(xf () = (/M (£G)) - K, (B1 @) -
i f(y) - £'(y) = dv , £f(x) - £*(x) = 0 , posons }(k(dv) = dv, , puis

W, = Y, . (£*(y))v, . On prend
k g ")‘k—-l i

s(1) =0, s( X, (¥)) =w, s(x(, (7)) = - £(x) w_ .

Deuxiéme cas : & = P(x, 29) ® E(y , 2q+1) , avec dy = hx ., Il suffit encorc

d'examiner séparément le cas o f(y) - £'(y) = hu , et le cas oh f(y) - f'(y)=dv .

Supposons d'abord f(y) - £'(y) = dv , f(x) - £'(x) = 0 . Il suffit alors de

1

prendre
s(¥(x)) =0 , s(yi(x)) = vy (£(x)) .

Reste enfin le cas o f(y) - £f'(y) = hu , f(x) - £'(x) = du .

1]

Soit uel , d'image u dans K ; soit, pour chaque entier k > 1, Vke L tcl

que d?k :}(k(dﬁ) , d'ou (notant v, 1'image de ‘-'k dans K ), dv, = ‘:Afi{(rlu) ;

on peut supposer \71 =17 .0na
£(y) ¥, (£(x)) - £'(y) T8 (x)) = h(kel) Dy (£1(x))vy+ oy 4 (£1(x))vy + oo ]
= ad o) [ (1 G)vy + X (8 m))vy + 2nn1 !

+h [Xi{_l(f'(x))(u.du—2v2) +\,K‘;{_2(f'(x))(u. ‘a,(z(du)—-BvB) +eee 1.
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Monti.ons que chacune des quantités u.du-2v, , u.?é(du)ﬂ-BVB ; etc. est le borsd

d'un élément de K ., Ces quantités sont respectivement les projections, dans ¥

des éléments suivants de L
ﬁodﬁ - 2\72 9 Ee \y(z(dﬁ) - 3-‘;3 ] o060 9

et un calcul immédiat montre que ceux-ci sont des cycles de L , donc des bords
en.

puisque L est acyclique ; par projection L --»K , il'résulte bien que u.du-2v, ,

«ss , sont des bords d'éléments de X .

Alars on voit que

£y) (£(x)) - £1(3) X (£ (0)) = nlkel,, + at,
o t e K , et w = Xi{(f'(x))v1 + ?{’k_l(f'(x))v2 + oo
Prenons alors

s(1) =0 , s, (x)) =w , sy (x)) =1t ;

on vérifie que f - f' = ds + sd , et ceci achéve la démonstration de la propo-
sition 3 .

Sew Produit tensoriel de complexe: *lémentoires.

Soient Ai des complexes élémentcires {en nombre fini ou infini). Soit X
leur produit tensoriel (limite inductive des produits tensoriels finis), muni dc sa
structure d'algdbre différenticlle graduée & piissances divisées. Pour d4finir un
homomorphisme f de X dans une alpébre K (satisfaisant 3 toutes les condibtions
de la proposition 3), il suffit de sc donner les images des générateurs des com-
plexes Ai » de meniére que soicht satisfaites les conditions énoncées dans les

trois lignes précédant 1o proposition 3.

Proposition 3 bis.- Soient f et f' deux tels homomorphismes de X dons &

Supposons gue, vour chagre générateur x5 d'un complexe Ai du_vremier type,

f(xi) et f'(xi) soient des cycles homologues de K ; et gue, pour chaquec géné—
rgteur y; d'un complexe A du second tyve, f(yi) et f'(yi) aient mime inarc
dans H(K(2>Zhi) » en désignant par hi l'cntisr tel que dyi = hixi dens 12 ccm-
‘plexe Ai o Alors les applications f et f' gsont homotopes.

En effet, on sait classiquement fabriquer, dons un produit tensoriel, un opdé-
reteur d'homotopie lorsqu'on a un opératour d'homotopic dens chaque facteur tenco-
riel,
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Colcul des cycles dans un produit tensoricl X de complexes élémentcircs.-

Chaque ¢lément de X cst somme do mondmes, dont checun oot un produit d'éléments
générutours ou de puissences divisdes d'¢lémonts

générateurs de degr: pair, Si dans un mondme on rcmplace X ot y; par rx; ot
nys (n entier), le mondme cst multiplié par unc puissance de n , dont 1'exposcnt
k(i) est indépendant de n 3 nous dirons que k(i) est le i-ieme peoids du mondmo.
L'opérateur différentiel de X conserve éviderment les poids ;3 on a donc, sur &,
une multigraduation définie par les poids, ct cette multigraduation passe aux cv-

cles et & l'homologie de X . I1 suffit donc de cclculer les cytles isobares (exront

un systdme de poids donné) et les bords des éléments iecbares, pour déterminer
H(X)
Pour qu'un cycle isobare définisse un élément d'ordrc infini de H(X)

frut et il suffit que tous les poids k(i) reletifs aux complexes du second tvpe

soient nuls ; cutrement dit, c'est un cycle du produit tensoriel X' des comrplexes
du premier tvpe. Tout autre cycle définit, “rms H(X) , un élément d'ordre fini,
D'ailleurs, soit X" 1le produit tensoriel des ccmplexes du second type § on &
X=Z"®X", et H(X) = X' ® H(X") , tous les é1éments de FE(X") é&tont Avordre

fini (szuf les scalaires, dec degré Q).

Proposition 4.- Soit X un produit tensoriel de complexes £1émentaircs, et

f un homomorphisme d¢ X dans une algdbre K satisfaoisant & toutcs les condi-

"ticns de la provosition 1. Soient x; gt oy, les générateurs du i-iéme complenc

Ai de X , suvoosé du sccond tvpe, avec dyi = hixi « Soit u un cycle isobs

de X, dont lc poids k(i) soit > O . Alors 1'imoge fx(u) de u dans 1'homclo-
giec H(K) c¢st un &1ément _dont 1'ordre divise (hi)k(l) ; autrement dit, on a

(0P e (@) =0 .

1

1

Démonstration : définissons un homomorphisme f' de X dans K , on pos

f'(xi) = hif(xi) s f'(yi) = hif(yi) , les images des générateurs des cutros com-
plexes Aj (j#1) étent les mémes pour f' que pour f . Alors 1'image de
k(i ' .
(hi) (1)u‘ dans H(X) , par f, » est identique & 1'imege f;(u) . On ve montror
que cette imege est nulle. En effet, f'(yi) & une imege nulle dens H(X ﬁ\url} s
- d'apres la prOposition 3 bis, f' ocst homotope & une application g telle que

g(Xi) =0 , (V.) . Bt 11 est clair que gu) = 0. C.Q.7.D

’,

4.- Les complexes €lémentcoires attachés & un croupe ao lien 7T .

I1 suffit de dirc quels sont leurs généroteurs x  (premier type), resn. x  of

(deuxicme type). On se donnc une fois pour toutes un entier n > 1.
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Complexes du premier type : pour chaque élément u € , considérons le sym-

bole 6 u , qui définit un é1ément de Hn(Tr,n;Z) per suspension itérée. Choguc
svmbole & u ve 8tre le générateur x d'un complexe du premier type ; on 1l'aifuc-
te du degré n . Ces complexcs sont tous des clgdbres exté-icurcs si n est impnir,
des algdbres de polyndmes divisdes wi n  est pair. Le produit tensoriel de tous
les complexes élémentaires du premicer type est donc 1'-lgsbre universelle orant pour

1

bese l'ensemble des éléments de TI , affectés du degré n .,

o ]
Complexes du deuxiéme type : ranmoelons que, pour chaque p premier, on o deii-

ni (Exposé n°® 9, percgrinhe 1) des mots cdmissibles de hauteur n ; nous lcs appuol-

lerons désormais des p-mots. Nous appliquerons la définition de 1'Exposé n®® auszi

dons le cag p = 2 (ou lieu de 1o définition des mots admissibles donnée dons
; ’ i n n-— 1 . ) 3 e sy €
1'ixposé n® 10), Les p-mots sont, outre © et & k?p , ceux d'une des formes

k

.suivontes @ o‘kcppo( y & +lXpd , ol o désigne un p-mot de degrs pair, dc

heuteur n-k-1 (0 € k € n-2), non nécesscirement admissible, mais assujetii rnx

—

conditions suivantes 1 (i) la derniére lettre (& droite) est ¢ (premidre cspic:

(8]

7

ou qop (deuxidme espice) ; (ii) pour chaque lettre @_ ou ¥p du mot A, 1g

rombre des lettres &  situées & droite est pair.

Les p-mots admissibles se correspondent szinsi par paires ; dans une mime nairce,
los degrés différent de 1 . Si on considére lc suite (al,...,ai,...) associde &
un p-mot admissibie (Bxposé n® 9, parcgrophe 6), les mots & Pt sont ceux gui
cozrespondent aux suites de houtecur n telles que ay =1 (mod. 2p-2) et

k+ . . . s
EZaj.> 1 5 les mots o L lex sont ceux qui correspondent aux suites de heuteur
i

n telles que a; 50 (mod. 2p-2) et %; o> 1.
Pour des raisons qui vont apparaitre, nous remplaccrons désormais 1'écriturs
k+1 , . k .
* ) n \ 3 1 A+t N e
o & par 1'éeriture (B o= o ok ( est le symbole de l'opéroteur de
I8 Fp copt (Ry S
Bockstein). En outre, dans l'écriturc d'un mot de deuxidme espice, nous remplacarcms

le. derniere lettre (& droite) @, par \PD .

De plus, on introduirs, pour chaque p premier et chaque f ecntier > 1, 1o
symbole f+%f (ef. parcgraphe 1), ‘¢ houteur 1 et de degré 2 , Et on envisagcr: 1oz

. . - n-1
mots de hauteur n de la forme o **/f , dont le degré est n+l .
P

Nous pouvons maintenant dire quels complexes élémentcires du deuxiéme tone oxn.

ve associer au groupe 11, Ce soront @

1) les complexes pour lesquels x s'derit oM, et y s'éerit <rn_l\kffu . oou
u €T est tel que pfu = 0 dans T (notution additive). La différent
tel complexe sera donnée par ' ‘

Frey

ellc 1"



11-07

(9) WY ) = (DM )

» . _;k 2 L) ,—.._k -
2) les complcxes pour lesquels x  s'éderit Bp\) (pﬁx u, et y s'éerit \J(fpﬂ‘d s
k k . ;
U o - -T¥ o >s de hcuteur n et de
o O (\pd et (5p0‘ cppc{ sont des p-rots cdmissibles de

degré stuble > 1 3 ot oi u est un élément de TT/pTT si les p-mots sont do

premiere espéce, un élément de pTT si les p-rots sonﬁ/douxiéme cspece, Lo diffd-

rentielle d'un tel complexe est donnde par ds
k k k
(10) a(c ppu) = (1) p(R o sAu) .

Bicn entendu, on fuit cela pour tous les p premiers (y compris p =2 ).
Pour un p donné, les complexes $lémentoires du deuxiéme type seront dits
p-primeires.

Ces complexes sont des foncteurs covarients de 17 : si on a un homomerphisme

T = T de groupes ebéliens, il définit un homomorphisme de chaque complexe 417
mentaire du premier type (resp. du second type) de T daons un complexe ¢lémentei-e

du premicr type (resp. du second type) de Tr' ,

Considérons le bar construction itérée (& coefficients entiors) GK(n)("TT\\ )
notée GB(n)(Tr) pour simplificr. Pour chaque complexc élémentaire A attaché o
groupe AL} s on va définir un homomorphisme A —9'65(n)(TT) , compatible avec tous
tes les structurcs (gr.duation, multiplicction, puisscnces divisées, différonticl-

les), homomorphisme qui serc bicn déterminé 4 une homotopie prés. Supvosons d'cherd

que A soit du premier type, donc engendrd par un élément x de la forme o u ,
avec u € 1T , Nous envoyons x dans un cyecle de ag(n)(TV) ayent pour closco
d'homologie 1'imnge de u pcr la suspension itérde &° @ TT — Hn(TT,n;Z) .
Supposons censuite que A soit du deuxidme tvme, donc engendré par deux éléments

et y telsque dy = hx , h ecntier (une puisscnce de p au signe prds) ; ¥

~ s'éerit csn—1\¥ £ u, resp. crkcp AAu , et ccei définit, par composition des opdr -
tions indiquées dans cettc deriturc, un élément bien déterminé de H (TT,n;Z )
Choisissons un y' <; Gb(n)(TT) ayant pour image cet élément de H (TT,n,Jh) s on
a dy' = hx! EnVOJons 1'élément y dans y' , et x dans x' ; ccci définit une
application f : A ‘9*65 n)(TT) , compatible avec tout. Il résulte de la proposition
3 (paragraphe 2) que f est umique &: une homotopie prés.

Pour tout produit tensoricl X de complexes élémentaires attachés au eroups
abellen 1T , on a donc un homomorphisme unique de 1l'homologie H(X) dans 1'nlgébre
d'homologic H*(TT)n;Z) 5 cet homormorphisme est naturel vis-a-vis des homomorphis-
mes de groupes sbéliens TI = TT' | 11 est compatible avec les structures
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multiplicatives, meis peut-8tre pas evec les puissances divisées (plus excctement,

celles-ci n'exisent pes, en général, dans H(X) ). Si X est un produit de com-
2 Id 2, ~

plexes p-primeircs, 1l'imege, dons H*(TT,n;Z) , des éléments de degré > 0 do

H(X) , sc compose d'éléments p-primaires, en vertu de la proposition 4.

5.~ Etude d'unc_somme directe de groupes cycligucs.

Nous cllons f.ire un crlcul (non canonique) de 1'algébre d'homologic
H*(Tr,n;Z) lorsque 1T est de typc fini. D'unc maniére pré-cise, supposons don-
nés des élémonts Uy € 7T , en nombre fini, jouissont des propriétés suivento
TT est sorme dlrecte des groupes cycliques ongendrés par les Us at les Uy
d'orare fini ont pour ordrewme puissance d'un nonb““ prcmier.

A~

Considérons alors, prrmi les complexes élémentaires attochés au groupe TV ,

les suivents ¢

(i) les complexes du premicr type syant pour générateur x un élément S“Lﬁ ’

ol u, est un des généroteurs précédents, d'ordre infini ;
(ii) pour cheque genérgteur u, d ordve p , le complexe du deuxisme type dont

les générateurs sont crxl. et cy qK £ U

(iii) pour chaque générateur uy a' ordre infini ou dont 1'ordrd est une puissance
d'un p premier donné, tous les complcxcs du deuxidme tvpe dont la paire de genera—
teurs est de las forme LP o(u. @b o-(? uy (les 2 mots étcnt de premidre
espéce) '

(iv) pour chmque générateur ui' dont l'ordre est une puisscnce d'un p promicr
donné (soit pf‘ cot ordre), considérons 1'élément v, = pf"lui , qui est d'ordre

‘D, et t ous les complexes du deuxiéme type dont la paire de généreteurs est de 1-

forme CY cp S S {chrkcpﬁx v, (les 2 mots étint de deuxidme ospéce).

Soit X 1le produit tensoriel de tous lcs complexes précédents. . X est le
produit tensoriel des complexes suivants XO (produit tcnsoriel des complexcs
(1), en nombre fini) ; et, pour chaque p premier, X_ (produit tensoriel des
complexeg (ii), (iii) et (iv) rolatifs & ce p ). Soit Y' le sous-complexe de Xp
formé des £léments de degré >0 ; alors X cst somme dlrecte des sous-complexes
X, s

XO(:)Xé s, et de tquslles produits tensoriels qui conticnnent en facteur au
moins un Xﬁ et un X&. avec p#£4q .

D'epres la fin du parsgrephe 4, on a un homomorphisme unique
H(X) = H_(TT,n;2)

compatible avec la graduation et la structure multiplicative,
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Théordme 1.- L'applicgtion f : H(X) — Hx(TT,n;Z) est un épimorvhisme. I
fagon précise, H*(TT,n;Z) gst sorme dirccte des images des homomorphismes sulrints
(induits par f )

D HX(TT,n;Z) ,

torsion ;

ot

squi_est un isomorphismc sur une sous-algdbre s.ns

pour choque p premier, fp : H(XO<23X§) - H%(TT;n;Z) , qui est un dpimor-

phisme sur la composente p-primaire de Hx(Tr,n;Z) ; le noveu de fp SC_Cornose
de la somme.des composantes q-primoires (pour tous les q premiers # p ) de
H(X ®X ') X @55(45) . De plus, toutes les composzntes de X gui sont des wro-

duluS tpnoorlels de focteurs contenant au moins un X' et un X' distincts, ont
avem—— q e i, 3 e

une homologie dont 1'imege dans Hx(TT,n;Z) est nulle.

Démonstration : la derniére asscrtion est évidente, car d'aorés

lo proposition 4, les €léments de 1'image sont & le fois p-primeires et g-primni-
res. Toujours d'aprés la proposition 4, 1l'image de fp se¢ compose d'¢léments
p-primaires de H*(TT,n;Z) 3 on verra tout & l'heure que cet te image est exactorent

la composante p-primaire de H*(TT,n;Z)A.

Montrons d'ebord quec f : H(X) —> H, ("T,n;Z) est un épimorﬂhisme. Soit £ 1o

conoyau de f ; c'est un groupe b671en graaue, qui est de type fini dens cheque
degré. Pour_prouver que C = 0 , il suffira de montrer. que c<g\zp =0 pour choque
p premier (on conviendra de dire qu'un groupe abélien G de type fini est p-nul
si G®2Z_= 0, Cclz signifie que G ocst somme de groupes g-primaires svoe

Q#p .51 untel G est p-nul pour tout p, G ecst nul).

Soit Cp le conoyau de H(Xo @)Xp) - H*(TT,n;Z) s il est clair que € ust
un quoticnt de C_ ; il suffit donc de montrer que C_ est p-nul, Or 1l'homcror-
phisme de X (S)X dans le ber construction G& I‘)(TT) induit un hOFO“OPp”lSWp
rmodulo p ¢ X QX ®Z - @)(n (oT) ®7 , d'oll un homomorphisme

H(KO(8>Xp12>Zp) -> H*(TT,n;Zp) . Montrons que c'est un igsomorphisme. Il suffit 4':
pliciter le complexe X0 ® Xp &® Zp » dont la différentielle est nulle : clest 1':1-
gébre universelle d'un Zp—espnce vectoriel gradué dont on conncit une bass

cette base cst justement celle de 1'espace vectoriel M(n)(TT) relatif &

premier p (cf. Exposé n® 9), si 1'on observe que (5n_1\v f(u.) = c" Y

lorsque u; est d'ordre pf (cette relation a licu dans H (TT,n,u ) J'apres
la prop031t10n 2) Le "thdoréme fondamentel® de 1'Exposé n® 9 prouve alorq I'isomor—

phisme X xX‘Xp Q?prv H (TT,n;Z ) A vrei dire, cette démonstration n'est vas - 1.

ble dans lo cas ou p = 2 3 nals le résultat sub51ste 3 11 suffit de 1'é+atlir Iore-

- que lec groupe 1T est cvelique, et ceci est fait dens 1'Appendice 1 ci-dcusous.
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Ainsi, 1'application XO Q:Xp - G%(n)(TT) induit un igomorvhisme dosg homslo-

gics modulo p . Il s'cnsuit (Appendice 2 ci-dessous) que le noyou 2t le conovau &3

HX ®X) =~ Hx(TT,n;Z) sont p-nuls. En particulier, le conoyou Cp est n-al g
o= p === _

¢t per suitc, d'aprés unc remirque déja faite, C est p-nul pour tout p , dome

=0,

Nous sevons mcintenant que f : H(X) = H¥(TT,n;Z) ost un épimorvhisme ; done
u*(TT,n;Z) est sorre des imnges de f, ot des f . Le noycu de
£, X >H (TT}n;Z) étant contenu dgns 1e noveu de H(X (5>A ) = H, (TT n;7)
gui est o—nul, ¢t ceci pour tout p , il s'ensuilt que le nOV”u deo fo est nul.
Donc 1' image de f est sons torsion. Corme, pour chaque p , 1l'imaze de fD ost
p~priraire, il s ensult que cette image cst toute la composante . p-primcire. Gumnt
au noyau de fp s Qui, on 1l'a vu, est p-nul, il cst nécessairement 1o sorme Jdes
composantes q-primcires de d(X X ) relotives & tow les q premiers # D .

Ccei acheve lo démonstration.,

Hx(rr,n;Z) s lorsque T est donné comme sorme directe des groupes cycliques Alor—
dre infini ou primaire. Tout revient & calculer le quotient de H(Xp) por 1o son-
me Ip des composantes g-primeires rolatives aux q # p « Cc sora une clgeire gra-
duée & puissonces divisées, Dens chaque degré, H(Xp)/I est une sorme finie do

groupces cycliques dont. 1'ordre est une puissence de p . Pour celeuler le nombre of

-

hes ordros de ces groupes.cycliques, il suffit de calculer H(X ) (dens le degrd

3

considéré) en appliquent la forimile de Kinneth (puisque Xp vSt un preduit Je coi-

plexes élémenteires dont on connait déja 1'homologie), puis d'enlever lecs composci-

tes g-primcirss pour g £ p . I1 revient su ndme de réduire d'abord 1l'horclogic &

choque complexe élémentaire 3 se composante p-primzire, puis d'appliquer 1n "forru-
1: de Kiirneth" comre si 1'on avait & calculer 1'homologie d'un produit tensoricl

de complexes d'homologie connus ( p-primeire).

1

Ainsi, & chaque complexe élémenteire de lo forme
E(x,29-1) ® P(y,23) , avec dy = pf" ,

on associera une classe d'homologie d'ordre pf de H (TTyn;2) , dens chocun ‘oo
degrés 29-1 , 4q-1 s 6a-1 ,... . A cheque complexe elmmentalre de la forme
P(x,2q) & E(y,2q+1) s On associers une classe 4! homo4ogle dans chacun “es degrds
Q, 49, 6q, ... 5 l'ordre de la classe 4! homologie de dimension 2kq sere el
& la composante p-primaire de kpf 5 ces classes d'homoloric sont les Xy L

classe de degré 29 , d'ordre pf .
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6.- Détermination des groupes stobles Aq(TT) = Hn+q(TT,n;Z) y N> q

Supposons 1T dec type.fini, somme directe de groupcs cycliques corme dons
le parcgrophe 5. En aopliquent le théorsme 1, on voit que, pour n>2 ,

Hn+l(TT,n;Z) est nul ; et que, pour 2 <£q<n, Hn+q(TT,n;Z) cst un grourc

de_torsion dont la composante p-primcire est somme dircete de groupes cveliuii.g

d'ordre p , cngendrés por les fléments suivents : pour choque généreteur ©

i
NPT . -z .k . .k
d'ordre infini ou d'ordre p-primeire, les élémonts 6pc§ q@c*ui s oOu C>a¢§3\
est un p-mot cdmissiblc de degré stoble g+l et de premiére espece ; et, pour

choque ginéroteur u, d'ordre p-primaire (soit pf ), les ¢1énents
f-1
o k P k . . , )
D < . G -mot adr c de degré staeble g+l , =U
0p6‘ cppd\(ul ) » ou 6<de\ est un p-mot admissiblc de degré stcb g+1 ,

N

de deuxiéne espéce,

On observera que les p-mots BI)e?kcpﬁck qui intervicnnent ainsi sont coux

. . . . . P . IR s
qui correspondent cux suites d'entiers satisfaisant aux conditions (1), (i%), (2:3)

du théoréme 3 de 1'Bxposé n°® 9, ot en outre & lo condition a; =0 (mod. 2p-2 ).

On voit alors que Hn (T7yn;z) , pour 2< g <n , a pour compes.nte L-pri-
moire la sorme (dirccte) des images de T1/pt1 par les applicetions définice par
les p-mots admissibles, de premiére espice, do dogré stable q , tels que 2, EC
(mod. 2p-2 ) ; et des images de ‘pTT par les cpplications définies par less p-note
adnissibles de deuxidne cspéce, de degré stoble q , tels que a; =0 (mod. 2u-2 ),
Toutes ces arplications sont lindaires (m8mc pour p =2, quand g <n ; cf, fo-
pendice 1). Ce résultct, démontré dans le cas ol TT est de type fini, vaut :usal

ge 4 la linmite inductive. D'ol

<

dens le cas général, par passc

Théoréne 2.~ Le _groupc stoble AO(TT) est_ccnoniguement isomornhe & 1V {por

1o suspengion itérdée) ; le_groupe stable AI(TT) est nul ; enfin, pour q 2 ,

Aq(TT) est un groupc de_torsion, dont la composante p-princire est canoniguon it

isomorphe & la somre directe de groupes TI/pTV indexds par-les p-mots admizsi-

bles de premiere espéce, de degrd wtable q , tels que ey 20 (mod. 2p-2 ), ot
de_groupes pTT‘ indexds par les p-mots adnissibles de deuxidme espdee, do

‘stable q , tcls que a, =0 (mod., 2p-2 ).

1

7.~ Le foncteur U(G) .

Soit G un ;roupe cbélien gradué, sorme directe de sous-groupcs G, tele gue
G, =0 pour ng O . Dans le cas o G posséde une ‘Z-besc formée d'éléments hio-
mogénes (de degré > 0), on a déja défini 1'algibre universelle U(G) : Exnonf n®
paragriphe 4, On se propose d'étendre cette définition au cas général d'vn groun:

abélien gradué, non supposé libre,
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Théoréne 3.- On peut plonger le groupe abélien gradué G dens une ~lgebro

o

graduée U(G) gnticommutative (au sens strict), munie de puissances divisées gi-
tisfeisant aux conditions (1), (2), (3), (4') et (5) de 1'Exposé n® 7. On_neul r5-

sujettir ce plongement aux conditions suivantes : si on a une application Linde s

o

1o
Has

f:G—>A de G dang vne algsbre groduée A  anticommutative (au_sens gtrict)

. . PR 2 2 k] vt -
muinie de puissances divisdes satisfaisant aux conditions rapnelées ci-dassus, oL

si f conserve les degrds, il existe une applicetion linéaire g gt une seulg dg

U(a) dans A, qui prolonge f , conserve les degrés, et soit compatible avec Iz

multiplication et les puissances divisées.

Une telle algdbre U(G) est unique & un isomorphisme pres. Si la gradvation

’

de G est impaire (i.e : G =0 pour n pair), U(G) est l'algdbre extérisure

N(G) (convenablement gradvde), gui est ainsi canoniquement munie de puissazncss

divisées.. 8i G est somme dirscté G'+G" U(G)‘ est ccnoniquement isomorphe (u
produit _tensoriel gauche U(G') & U(G") .

p-primaire.

’
Si

G est p-primaire, U(G) est

Démonstration : la propriété "universelle" de U(G) assure l'unicité de

U(G) & un isomorphisme prés, en vertu d'un rcisonnement classique. Prouvons 1'exis-
tence de U(G) , en exhibant une solution du probléme, Ecrivons G comme guotiont

d'un groupe abélien libre (ayant une base homogéne) F ; on a donc une suite oxucte
0—>R—>F—>G—>0 .

Considérons 1'algébre universelle U(F) , et 1'idéal bilatére I engondré por 17i-
mage de R et les puissances divisdes ¥k des é1éments de cette image., Soit

U(G) 1'algdbre quotient U(F)/I ; ellc est gradude, et corme I est stablo por
les ¥x 2 Uu(ae) "est munie de puissances divisées satisfaisﬁnt a toutes les cordi-

tions requises. L'application F => U(F) induit un monomorohisme G —> U(G) , qui

permet d*identifier G & un sous-groupe gradué de U(G) . Supposons donnéc :in

application linéaire f

G => A comme dans l'énoncé ; soit @ : F =>4 1o cowmno-

séede F—>G et de f ; d'aprés le théoréme 2 de 1'Exposé n° 8, © se rrclon-

4

ge d'une seule mani2re en un homomorphisme V: U(F) = A compotible avec tLout o

3}

les structures. Le noyau de V contient I s donc \P passe au quotient ot G3{i-
nit g': U(G) > A qui prolonge f . L'unicité d'un tel prolongement g =t “vi-
dente.

Ainsi 1'existence et l'unicité de U(G) sont prouvées. Dans lc cas ol 1o 77 -
duation de G est impaire, lo propriété universslle de U(G) prouve 1'isomcr-
phisme de U(G) avec 1'slgdbre oxtéricure /\(G) , & cause de la caractérisction

universelle de cette derniére., Si G est une somme dirccte G'+G" , il cet dvidort
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que U(G') ® U(G") satisfeit 3 le propriété universelle ; d'ol un isomorphisme co-
nonique U(G') ® U(G") =*U(G) . Znfin, si G est p-primeire, la composantc n-rri-

maire de U(G) posséde le¢ propriété universeclle, donc est identique & U(G) .
Ceci achéve la démonstration,

U(G) est un foncteur covariant qui commute 4vide ment avec les limit:ss incuc-
tives.,

s . . ’2_ 2 n i .

Considérons la suspension itérée ¢ ¢ 7T —> Hn(TT,n;Z) , qui est un isomo
phisme. D'aprés la propriété universelle, cette application s¢ prolonge d'une soul.
monisdre en un homomorphisme
U(TT,n) = H*(Tr,n;Z)
. compatible avec toutes les structures (v co:rpris les puissances divisées). Tn =
noté U(TT,n) 1'algdbre graduée U(TT) lorsque les éléments de TV sont affcohds
du degré n ,

Théoréme 4.- Pour tout n>»> 1, 1'application naturelle

.U(TT,n) —> H*(Tr,n;Z)

28t un isomorphisme sur la sous-algébre (& puissonces divisées) engendrée par
Hn(TT,n;Z)Q9 1T .

Démonstration : il suffit de le démontrer quend TV est de tvpe fini, ot nime,

a cause de la formule de Kiinneth, quand Y1 est cyeligue. La solution est trivislc
si n est impair. Supposons donc n pair, et TT cyclique., Si TT ost cveliquc
infini, U(TT) est 1'algibre des polyndmes divisde S(TT) & un géndrateur de de-
gré n , et 1l'assertion est évidentc, Reste seulement le cas ol G est cveligie
d'ordre pf s P premier, Soit a le générateur de 1! 3 U(TT) ost 1c FIoUpe
abélien engendré par a et les Xk(a) (é1éments de 1'algebre & puissances divi-
sées U(TT) ). L'ordre de ‘gk(a) est une puissance de p , puisque U(TT) est
p-primeire. De plus, pfkgk(a) =

la composante p-primaire de pfk o

(p a)xk l(a) = 0 ., Donc 1l'ordre de Xk(a) divisa

Soit a' € H (TT,n'Z) 1'image de a . Lo théorime sers démontré si nous prou-
vons que 1l'ordre dn Xy (a') est &gul & la composcnte p-primaire de pfk ; or,

d'ﬂpres le théoréme 1 et la fln du percgraphe 5, il en est bion ainsi.

Corollaire : si TT est cyclique d'ordre pf s et n pair, 1'élément . (o)

de U(TT,n) est d'ordre égal & la composante p-primcire de pfk (a désigné le

’,

générateur de TT ). Ceci explicite compldtement le foncteur u(c)

Remerque : pour n pair, le foncteur U(TT,n) est le foncteur ()
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introduit per Eiienberg—MacLane (Annals of Math., 60, 1954, voir p. 107-110 et
116-119), En particulicr, le -groupe U4(W,2) des éléments de degré 4 de U(T,00
n'est autre que le foncteur ((T7) de J.H.C. Whitehcad (Annals of Fath, 52, 1950,
voir p. 60~70). Ce dernier foncteur est la solution d'un prébléme universel ¢ 1'rp-—
. plication x ‘?‘Xz(x) de TV dans U4(TT}2) est universclle vis-a-vis dos uprli-
cetions "quadratiques" de VT dans les groupcs ebélicns, c'est-a-dirc dos appli

tions f +tulles que f(x+y)-f(x)-f(y) soit une fonction bilindaire de =x ot ¥

Notons cncore que la crractérisation universelle de U(TT,n) , pour n pair,

fournit. une définition de U(TT ,n) par généretours et reletions : les gén

lcs relations sont

Sxo(x) =1, ¥ x) Y () = (k?h) Yin®)
(Xk(my) £ ¥ &) Xj(y) .

.L+J—k
Ces rolatlons entrainent X1<(O) =0 pour k»1 ; l'application x =>4, (x) «:t
1'injection TT => U(TT) ; dans U(TT) , les puissances divisées sont alors 1gte

ninées par les formules (4 ) et (5) de 1'Exposé n° 7.

8.~ Calcul de H*(TT;n;Z) dans le cas géndral.
| Le celcul de H*CTT,n;Z) fait au paragraphe 5 n'est pas "naturel, on ce sor

qu'il dépend d'une décomposition de 1T comme somme dirccte de grounes cyclinucs

d'ordre infini ou primaire 3 de plus, il suppose TV de type fini. Cn so pronose

maintenant de donner unc descripticn naturclle de X(Tr,n Z) per générotoure ot

relations sins hypothése sur 1T ; ceci a déja &té fuit pour ls sous- —algsire

U(TT,n) au parageephe précédent.

Au paragrephe 4, on a associé 3 un groupe cbélien T (et & un ontier nl
donné) des compiexes €lémentaires. Parmi eux, considérons : 1°- los complexce 14—
mentaires du deuxiéme type, p—prlnklrps (p cstun entior promier, donné une
fois pour toutes) ; 2°- les complexes élémenteires du premier type, avent tour giné—
rateurs les \lvmonts s™ , ot weTl n'est pas p-primeire, Soit X (TW,a} 1
produit tensorlel de tous ces compleYus “lémenteires ; c'est un fonct-ur c.viriant
du greupe 1T , I1 contl&nu le sous—complexe KO(TT,n) , produit tonsoriecl des
complexes ongendres par les ou (u ety quelconque) ; KO(TT,n) eet aus:i un
foncteur covariant de TV. , |

Soit <¥p 1'application canonique (ncturellc) H(KP(TT,n)) - H*(Tr,ﬂ;Z)

telle qu'elle a été définie & la fin du paragraphe 4. I'imoge de K (TT,n) par b

J
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est évidemment la sous-algébre U(TT,n) étudide au paragrcphe 7. Cn sc propose,
dans ce paragrophe et le suivant, de montrer que 1l'image de CT;?p est somme {ncn
directe) de U(TT,n) et de le composante p-primaire de HX(W,n;Z) , ¢t russi
d'OXpllf‘lt r le noyau de &"p .

Dens ce but, nous introduirons, dans H(Kp(Tf_,n)) , la notion d'dguivalence
¢1émentaire 8%%61&, nous aurons & utiliser certoines relotions existent drne
1'homologie Hx(\’i‘,n;Z) s Tesp. Hx(TT,n;pr) « I1 nous feut d'ebord fairc une ilste

de ces relations.
(I) si u et veTr , et si h est un entier 20 ou <0, on«
& () = h(s™) , & (u+v) =™ + v dans Hn(TT,n;Z), .
TTY  ai o t. . f _
(II) si uelT , w=pu ¢t pw=0, ona
- ‘(W) PN (u) dans H_ .(",n;Z _.). (ef. prop. 2, paragra-
o \fo ?pﬁ-t. . n+l’ 7TLE ko 1),

(I11) =i u et veTr , avec j"‘u =0 fv =0, et h enticr 20 ou £ 0,
’ P s P

on a
n-1,

Y ) = h(&@ Y ), Gn-ltf(u%v)
p

_l —‘1 \
Yolu) + ST b
P P

~ dans Hml(Tr,n;pr) ; toutefois, la deuxiéme de ces relctions gst en défout oi

n=l et p=2 , auquel cas 1l'on a

N £-1, i )
(11) ksz(uw) = \k2f(u) + Q‘J‘gf(v) +2 “(ou).(cv) dens H2(T\',1,sz)
~ Tout cela résulte des relations (4) et (4') du paragraphe 1, et du foit qus 1o
suspehsion § s'annule sur les éléments décomposables,

(IV) si u et ve TT/pT (resp. _T), ot si Gﬁc?p\}\ est un  p-mob admio-
S:Lble de hautcur n ot de premiére csp@ce ‘(r\,sn. do deuxisme espece), cn &, pour
tout entier h3> 0 ou <0,

Gkﬁppd\(hu) =.h(@k(Pp°\. u) 3 gkcppd (u+v) :6k(Ppo\.u +c~7k (gp@* v

dens - H*(Tr,n;zp) . Toutefois, la deuxiéme de ces rczlations est en défaut si k=0

et p=2 , auquel cas l'on a

(12) ({923\ (u+v) -—‘on(u +CP20(V + (Soku). (GAv) dans H (Tr,n;Zz) .

Pour prouver ces assertions, on montre d'abord, par ré currence sur la havteur

mot X , que A (u+v) = u +A v modulo Jjes éléments decomposables s puisz on
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o

. . . - TR S Versymis
obscrve que, pour p premier impair, la transpotcnce c,op cst additive ot o'lannu
le sur les éléments décomposcbles, Pour p=2 , on a P =)o (Exposd &, promosi-
tion 1), et d'autre port S (u+v) =0cu +Tcky 3 on applique nlors Y, aux ou

membres de cette égalité,

Telle est lo listo des rclations qu'on aura boesoin d'utiliser. Mais pour ¢ue
(12) soit utilisable, il fout encore exprimer lecs éléments oddlu et oaAv ds
HX(TT,n;ZZ) a 1'aide des “1¢ments de la forme o*hcfzok 'w et \52\3]9 Pyt "W,
images (dans H)K('\T,n;ZQ) ) des générateurs des complexes Jlémentaires attechés au

groupe !, On a besoin de lu rclation (5) de 1'Exposé n® &, qui s'derit ici :

(13) Ty, = @2C?2d'u+ ((52<:Tok’u).(c>“c>'«'q) dans Hx("ﬂ‘,n;Zz) ,

le mot ' étunt suppesé de desré pair. On voit alors qu'il £ ut distingucr troiz

cas ¢
Cas (i) : o est de lo forme Q‘Qk(PZO'\' (k30) . Ona

2k+1

(14,1) cdus=s T @'y

Ces (ii) : of est de la forme cszkxzok' (k >0) , et on n'a pas eimulton'-
ment k=0 et o' de la forme Q‘ZhLPQO(" (h>0) . On a alors :

(14,11) oxu= pyoTe s .

Cas (iii) : o est de lo forme 2{262}1({920(' (h >0) . Alors :

2h+1 2h+1 \

e
(14,iii) Tu= (Bz@zofhgpzd\.'u + (f;2<)~ chd'\'u).(G' PR

Notons que, dans chacun des cas (i) et (iii), le mot o' peut &tre vide ; 12

frut clors remplacer '(?20\' p.r kl‘)z , ¢t (—j>20~2h+1g9201\' par 6-2h+2 .

Nous sommes maintonent cn mesure de définir los "équivilences ¢1émenteivaet
dens 1'homologie H(Kp(TT,n)) . Considérons n'importe quel produit tensoricl i1
K de complexes élémentairéé, muni d'un homomorphisme f : K —> KD(TT,n) difind
par-les images dos générateurs des complexes Slimenta’res de K 3 nous SUpNOSONL
que ces imeges sont des générateurs des complexecs élémentaires de XK_(TV,n) . On

va, suivent des régles qui seront précisées, modifisr les images du {ou des) gt~

ratevr de 1'un des complexes élémontaires de K (les nouvelles imcges
nécesseirement des généreteurs de Kp(T\‘,n) ) 5 on ne change pas les imogors doo s
tres géndérateurs de K . On obtiendre ainsi une nouvelle applicction

N ’,

g : K—> Kp(TT,n) 5 1'on dire que le possage de f & g cst une opdraticu
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élémentaire, et que les images, par f* et 8y 2 d'un méme élément de H(K) ,

sont des éléments élémentairement équivalents de H(Kp(?f,n) . Les régles qui

permettent le remplacement de f par g sont au nombre de quatre 3

Régle (I).~ Soit x un générateur d'un complexe du premier type de X ;

alors f(x) est de la forme o "w , avec w =7 . Supposons que w = hu (h
entier = 0 ou €0, u €1) ; on pose g(x) = h(au) , et ceci définit (par
convention) une "opération élémentaire". Supposcns maintenant que w ait la

n A

forme u+v , avec u et v dans TT ; on pose g(x) =~ u + ~~v , et ceci

définit encore une "opération élémentaire".

Régle (II).- Soit (x,y) un couple de générateurs d'un complexe du deuxidme
type de K , avec dy = (—l)n—lpfx . Supposons que f(y) ait la forme g'nqi} plw)
— p
avec W = ptu s ua Il et pfw =0 ; onadone f(x)=¢"w. On pose

n

gly) = crn-libpf+t(u) et g(x) = pt(g‘ u) .+ Ceci définit (par convention) une

"opération élémentaire".
Régle (II bis).- Soit (x,y) un couple de générateurs d'un complexe du
deuxiéme type de XK , avec dy = (_1)n—1 pf+t X . Supposons que

n . f T
v°u , avéec pu =0 dans le groupe ! .

£(y) = .:r-”“ls;;pﬁt(u) , £(x)

t "1 ’ .
On pose g(y) = p o Y g(x) = ~™u . Ceci définit (par convention)
'p

une "opération élémentaire",

Régle (III).- Soit (x,y) un couple de générateurs d'un complexe du

deuxiéme type de K , avec dy = (—l)n"l pf x . Supposons que f(y) ait la

0 , done f(x) =c"w . Si w=hu R

1

forme o”n—l\P f(w) avec pfw
p

. 'y - '
h entier ot pu=0 , onpose gly) = h(g"14 M s elx) = ()
‘P



N . , . . kY .
d'ol une "opération élémentaire". Si w=u+v , avec pu=0 , DV=

- -1,
on pose g(y) = o 1&{" U+ o= eV s et g(x) = g-~'nu s =%y avec Wi
p P

exoeption si'- n=1 et p=2 . Dans ce dernier cas, on pose

gly) = ‘4’21'“ ¢ Wev s 2 au)(ov) L g®) =aus o

On obtient encore, par définition, une "opération élémentaire".
Régle (IV).- Soit (x,y) un couple de générateurs d'un complexc du

deuxieme type de K , avec dy = (-1)kpx . Supposons que f(y) ait la forme

5~—k14:;.p¢>(w , avec W& 'TT/pTr si le p-mot (j‘kq_?po( est de premierc espect,

et we pTi' si le p-mot ()“'k LPpo( est de deuxiéme espéce. On a donc

" k
f(x) = f,ﬁpg— <10potw .

Supposons alors que w = hu (h entier) , u étant dans le méme grounc

TT/PW (resp. pﬁ) que w . On pose

g(y) = h(g™ pu) 5 glx) = h )i’p’l‘"k Y,ku) 5 et ceci définit unc
"opération élémentaire".

Supposons maintenant que w=u +v , u et v étant dans le mémc groupe

que w 3 on pose

k ,
g) = o F Qo v 7K xv

_ o .k k,
gx) = po ¢ olu+ B Y Av

avec une exception si k=0 et p =2 . Dans ce dernier cas, on remplacc
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fly) = @, (u+v) ot f(x) = (32 ¢€2o{ (i1+v) par

g(y) PoAu + Py + (5Au), (cav)

g(x)

1

G2K?2d\u + ())2 LP2O(v + ($ dsdu). GAv) - (3 dodv), (F~u) |,

ou oAu et colv sont calculds & 1'aide des formules (14,i), (14,1ii) ou

(14,iii), suivent la forme du mot A ., On a donc :

2u 1,
Dang le cas (i) : oolu = 6‘2k+1(€20\'u , zdwu= - (52 * o lu

Dens le cas (ii) s oo u

1]

GZO—Zk(Pzd'u 9 "2|" dsdu =0 .

Dans le cas (iii) : ot u @2@25 cezo\ u + (\ + >k' ). (32 o+ RO

]

- 2h+1
A — [
3 dosku = =2 1, (L0 att)
Dans ces fofmules, si o' est vide (cas (i) ou (iii)), il faut remplacer P
N \y ot CY2h+1 oL or 2h+2
par 2 Gz LPQ‘ be Q) . .
Nous donnerons deux exemples, 1l'un du cas (i), 1l'autrc du cas (iii). Soicnt

u et v €, ; supposons fly) = Lpzq)z(uw) , donc f(x) = (32¥P2“\’2(u+v) . On
prend

1}

g(y) ‘?2W2u +PWv 4 (6"‘\)211)--(6 v,

n

g(x)

€

(3,9, ¥,u + (32“92“\{2" ~ (qu)-(U%V) +(62v).((7q/2u
Cette dernidre formule intervient dans le calcul de H5 (TT,2;Z) . L'autrc cxomple
£(x) =

est ¢clui ol u, ve o, ot fly) = \F)ZXZ\PZ(u-»v) s 2‘-P2 ;{sz(uw)
On prend alors

gly) = YQXg ou + QZXQ\sz +
+ (Bof¥on + ()Gl (B Y,V v + (57) (5W,0))

8x) = PP, + (P50, oy - 24, M ey -
+ 2,6 ) Gy - at
avec t = Xz(o‘zu)(tpz‘*’zﬂ - x'2(6‘2V)('~(92‘,\’2u)
L'event-derniére formule sert su caleul de HQ(W,Z;Z) .

Nous avons ainsi énuméré toutes les "opérations élémentaires" ct par suite Ac-

fini les couples d'éléments §lémentoirement dquivelonts dans H(K_O(T\",n)) .
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9.~ Calcul de H*(Tr,n;Z) dans le cas génér:l (Suitc),

2 s IR o~ o
Seit N_  lc sous-groupe de H(Kp(TT,n)) engendré  por les diffdérencos 41—
léments élémenteirement équivalents, On voit facilenent que ND est un iddal bi-
latére ; le quotient H(Kp(Tr,n)) est une algdbre gradude, définic per génératony-

et rglations.

Théoréme 5.~ L'image de 1'application noturclle

@p : H(Kp(TT,n)) -~ HX(TT',n;Z)

est 1o somme (non directec) de U(TT,n) et de lo composante p-primcire de

P

H*(Tr,n;Z) . Le novau do E@p cst 1'idéal N_ .
(Ainsi, on o défini une sous-algdbre deo HX(TT,n;Z) , et donné un meds du

calcul de cette sovs-algébre par généreteurs et rclations),

Dénenstration : il suffit de la faire lorsque 'V est de type fini. Donc

cas, écrivons TT commc somme directe de groupes cycliques V1. d'ordre infini

[=1

ou primaire, en choisissant des générateurs uy de cos groupcs. A un tel choix
on & associé, au paragrephe 5, certnins complexes flimentaires, Parmi oux, coux

gui font partic de Kp(TT,n) sont les suivents :

. ’ ‘ n e
1°) les complexes du premier tvpe dont lc génératour cst U, atnnt

le générateur d'un groupe cyclique ;WTi .non: p-primaire ; on notera YO leur

produit tensoricl ;

2°) les complexes p-primcires dont le produit tensoriel & été notéd X _ ou

paragraphe 5.
On notcra quc le complexe noté XO au peragraphe 5 est un sous-compicze do

Ie) H

Y ; et XO @DXE est un sous-complexe de Yb(X)Xp » lequel cst un sous~-cemploxc
de Kp(TT,n) .

On va définir un projecteur P : Kp(TT,n)'-§ YO(SRXP , compatible avec toutb.c
les structures, ¢t jouissint de le propriété suivente : lo noyou de 1'application
Pt H(Kp(TT,n)) - H(Yo<g)Xp) » est contenu dans Np . Pour définir P, il sui-
fit de dire comment chaque complexe élémentoire de KpCTT,n)V est envoyé dons
YO(Z)XP « Soit d'abord un complexe élémenteire du premier type, de gén’rateur

n \ ’ P . ,
cu, ot uell nlest pas p-primcire 3 u  s'éerit %?'Kiui s les )\i ctant

des entiers » 0 ou £ 0, ot les vy étent les générateurs des groupes cyreliou s
- Vd ’ ’ N ° n k]
TT& « Par un usage répété de la Rdgle (I) du peragraphe &, on envoie o u Ians

1'é1ément %% >\iGrnui) du complexe YO<2>XP ; par cette applicetion, Lec g#:d-

rateurs glu,

5 de YO ® Xp ne bougent pas.
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Soit maintenant (x,y) un couplc de génératours d'un complexe elcmintalru
I n-1 _ 1 LA
du deuxiéme type de K (TT,n) , avec y = O ‘f ‘u, x=CGu,et pu=7~C.,
Ona u= E% }\iui , les %i étrnt entiers, et les wug dtent des géndroteurs do

ceux des TT& qui sont p-primaires, Il fout prendre garde qué 1'on n'a poeut-

f . .
8tre pes pfui =0 . Posons v, = A'iui s ona pv,=0.Par le Reglu (I11), cr
> n-1 S s -
envoie y dans 4 O Qlf(vi) ct x dens 4 0’(vi) , avee une excoption lors-
{

que n=1 et p=2 : daons ce cas on envoie ¢Qf(v) dens
th (v)+zf“1§ CRMNCEI N
i<j
Cela feit, il reste & utiliser les: Regles (I1) et (II bis) pour ehveyer
cgll\vpr(xal at i vi dans le .sous-complexe .va'

_Soit enfin (x,y) un couple de générateurs d'un complexe du deuxieme typs 2o
KJWm),wm y:@tpdu,x-(561pdu.& u€e W/pW (premidre cs-

péce), on derit u zi A 3% » les uy étant des gcneroteurs das TTl infinie ~m

p-primaires, ct les entlers %1 pouvant .8tre supposés comprls eﬂtre 0 ot p-1.
=t
. g - 2. !
Si ué€ pH (deuxiéme espéce), on écrit u = n A (p ui) » les u; dtont les
générateurs des TV, qui sont p-primaires (p i gésignont 1'ordre de wu, ); on poub
1 1
encorc supposer les entiers A, centre O et p-1 . Alors, par usage de lo Regle
£y i 2

(IV), on envoie y dans le complexe Xp , ce qui définit ocussi 1l'image de « .
Ayant ainsi défini P Kp(Tr,n) - Yo(g)Xp , qui est éviderment un projoctour.

il est évident que si on prend un £1ément de H(K (Tr,n)) , on peut passer 4o cet
é1ément & son image par P par unc succession (finie) d'opérations &lémertnircs.
Donc le noyau de P : H(K (TT,n)) = H(Y ()") , qui est un projectour, cub corto-
nu dans 1'idéal Np deflnl par les an1V'lonces {1émentaires. Ltapolication
s¢ factorise :

P I
H(Kp(n‘,n)) —2 > H(Y0®Xp) -;p—b—Hx(‘.T,n;Z) .

On scit déja que 1'image de $ _ conticnt U(T,n) ; pour démontrer le thicrim

il suffit de prouver que : 1) 1l'image de \Pﬁ contient la composante p-primzirc .o

de H*(TT,H;Z) et est contenue dans la somme de cette cormposente p-primaira ci
de U(TT,n) ; 2) le noyau deé 1?; est contenu dors 'H(YO<2)Xp)qﬂ Np .

Le point 1) se prouve comme suit ; avec les notations du théoréme 1, 1'iriic

de qg- contient 1l'image de H(X X ) qui (théo~"me 1) contient la composcnte
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p-primaire de Hx(TT,n;Z) . De plus, on a H(YO(:)Xp) =Y, + Yo(gyﬁ(xé) ~(§@?i;

directe) ; 1l'image de Yo ¢st contenue dans U(T,n) ; l'inoge de Yo:x;4

cst p-primairce parce que ccelle de H(Xé) 1'est (théoréme 1).

Prouvons le pdint 2). L'imnge de T, est U(7,n) , en notant TT' o sous-

groupe de V1 , sorre des TTi non p-primgires. Lo composcnte p-primeire de
U(r'yn) est nulle, Le noyau de WD“ est donec so'me dircete des ncyoux des doux
homouorp-ismes Y > U(@m,n) et Y (gWH(K ) ~H (T77,n;2) . Lo noyau de

YO => U(TT',n) ocst contemi dens N_ , cor les dquivalences élémentaires obbonuos
par la Régle (I) réduiscent le sous-groupe de degré de Y & son quotizmt T
donec, en vertu de lo carcetérisction universelle de U(T',n) , U(T',n) oab cuo-
tient de I, par la relation d'équivelence déduite des équivalences S1émentaire. .
D'autre pert, d(X )/(N N H(X )) est p-primsire, 4 cruse des régles (ITI) ot
(IV), appliquécs un orenunt h pf (resp. h = p ). Donc le quotient do
YO(2>H(XP) par l'interséction de Yc<:>H(X£ avece Np est p-primairc. DI'subre

pcrt, la composante p-primair. de YOCX)H(Xé) » qui est 1¢ mlme que colle do
XO(S)H(XE) » s'envoic biunivoquement deons Hx(Tr,n;Z) s d'apras le théordme i, Doo:

achéve la démonstration du thdoréme 5.

On peut préciser les résultets du théoréme 5. Définissons le sous-algdbre
Vp(TT,n) de H(Kp(TT,n)) que voici s dens le complexe KP(TT}n) , congidérons

1'idécl engendré per les générateurs de degré > n+l (et par lcs nuissances div.

; RSN
W, n

o AR RAY

qui apparticnnent & cet idéal o pour image, dans H(K (TW,n)) , une sous-clgabre

sées de ceux dlcntre eux dont le degré est panr). L'algébre des cycles de X

Vp(TT,n) » et on vérifie facilement que H(XK (TT,n)) est sorre girecte de K. ( ,x)
et V (T’,n) . Par les équivalences élémentecires, V_(TT ,n) est gtable, Sudi d

ls chs ol n=1 et p=2 (& cause de la rdgle (III)), Donc 1'image de H(Kh(Tr,n))
dans H (T”,n 7) est somme dirccte de u(ir, n) et de 1l'image WD(TT,n) ge

v (Y~,n) 5 avec le seul cas d'ocxception n=1, p=2 , Ainsi @

Théoréme 6.- 8i n» 2, H%(TT,n;Z) est_somme directe de U(TT,n) 2t des
Wp(TT,n) relatives & tous les p-premiers. Si n=1 , H (T, l-Z) est somme dirace-
te des Wb(TT,l) reletives aux p premiers # 2 , et de 1 image de H(K (TT,1))
(cf. théoréme 5). Dans tous les cas ob intervient W (1T, n) , c'est une alvnhrp

p-primeire, guotient de V (TTyn) (sous-clgébre de H(Y ("T,n))) par 1'idéal crpon-
dré par lus dquivalences &lementulres.
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APPENDICE 1

Tout ce qui a été fait dans 1'Exposé n® 9 pour p premier impair vaudrcit

aussi pour p=2 si les applications f({ ) de la proposition 2 étaient lindaires,

le

ce qui n'est pas le cas pour tous les mots ck (voir ci-dessous) Mais lorsque

. e ps s bl P . s
groupe 17 est cyclique (3'ordre infini ou 2 ) elles sont évidemment linéaircs,

et par suite le "théoréme fondemental® (Exposé n® 9) vaut pour un groupe cycliguc

1l'algebre Hx(ﬂ',n; 22) est canoniquement isomorn-e & l'slgzbre universelle
)

’J(}-’?(n) (TT)) (munie de puissances divisées vour les ¢1léments de degré pair).

120 .) assocides aux mots admissibles
.. o\

sens de 1'Exposé n® Q) sont celles qui satisfont aux conditions (i), (ii) et (iii’

Dens ce cas, les suites (al,...,a

du théoréme 3 (Exposé n° 9), et i la relation

(iV') 2‘31\‘& n+q si a, impair , 28;<n+ si a&; pair ,
au lieu de (iv) : 28, < n+q o Il suffit de refaire la démonstration : on doit

“exprimer que .41«:_1-4 -2u1 En+g sk uy =1 41;1 +:2u1-< n+«g ~si u

~.

bles ; en effet, en ce qui concerne les mots admissibles de degré stable > 1 , et
. k . .
de hauteur . n , on 2 conservé ceux de la forme < ook 5 mais on & remplacé ceti

k+1 r

ceux de la forme o—k+1x2d\ par (?52 c-kcpzok o BEn feit, ona o Yok =12

pour k> 1, mais pour k=0, on a (cf., la relation (5) de 1'Exposé n® &) :
(3’2‘1920'&11 =6y SAu+ (Byosu).lodu) , u&T/277 , resp. TV .

Cette formule définit, par récurrence sur le degré, un isomorphisme entre 1':

universelle construite avec les mots de 1'Exposé n° 9, et 1'algdbre universell:
construite avec les mots du présent Exposé. Finalement le "théordme fondamental® o
1'Exposé n® 9 est valable pour un groupe cyclique si on utilise les applicetions
flol) relatives aux mots de la forme crktpzo{' et @2 cs-ku?2o\' . Ceci est 1-

respltat dont nous avions eu besoin pour démontrer le théoréme 1 ci-dessus.

Observons que les 2-mots admissibles (au sens du présent Exposé n® 11) corres-
pondent aux suites (al,...,ai,...) qui satisfont a (i), (ii), (iii) et (iv'). &Im
particulier? les mots de la forme chrkide\ correspondent & celles de ces sui-
tes pour lesquelles ay est pair > 2 .
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Pour chaque mot ﬁzcrkq72d\ de cette catégorie, considérons l'applicntici
820‘1{&(}20\ : /27T = H*(TY,n;Z) , Tesp. 2TF - H*('\T,n;Z) s

suivant que le mot est de premidre ou de seconde esvéce (i.e : suivent que le der-

nier ai#O est #1 ou =1 ). Cherchons celles de ces apvlications qui sont L&

2

aires (pour un groupe Y& quelconque). I1 suffit de se référer aux cas (i), (52

(iii) du puregrophe 8 ; il y a lindarité dans le cas (ii), pas dans les (i} ¢t

(iii). Traduisons en ce qui concerne la suite (al,...,ai,...} avec &, malr i <

on voit que les seules suites gqui définissent une application non linéaire gsort

les suivantes :
premier cas @ ay pair , 2, impair , R2a,+l1 = n+q ;
- .

deuxieme cas @ &y et a, pairs, a1 = R0, , 84 impair , 2al+l = n+q .

Un exemple du premier cas est a, = 2, ay = 1, g=3, n=2 ; un exeml: u

5 = 2, ag = 1, g=7, n=2 . 0n notera que

q » n+l dans le premier cas, q» 3n+l dans le second.

second cas est a, = 4, a

il

En dehors de ces cas, les applications 552crkapzpk sont linéaires. Cz sont
alore des isomorphismes du groupe abélien TI/27TT (resp. 2TT) sur certains sous-
groupes de H*(TT,n;Z); Lo somme GZ(TT,n) de ces sous-groupes est une sorme i
recte ; c'est un sous-groupe gradué de HX(TT,n;Z) .

>

CE

Pour p premier impair, notons GD(TT,n) la sorme (directe) de tous

By

sous-groupes de H*(TT,n;Z) , images biunivoques de TT /p™V , resp. de INEER
les applications Sp(erPﬁd\ qui correspondent aux p-mots admissibles < 1o o

ne {52crku?pd\ . Ces applications correspondent aux suites (al,,..,ai,...} 2
théoréme 3 de 1'Exposé n° 9, qui satisfont & (i), (ii), (iii), (iv), ot telles an
outre que 2y soit un multiple non nul de 2p-2 . Le groupe GD(TT,n) et ur
groupe gradué, sorme directe de sous-groupes TI/p™ et ?TY .L

Théoréme 7.~ L'homomorphisme naturel

U(Gp(TT,n)) — Hx(W,n;Z) ’

défini per l'injection G (TT,n) —> Hx(TT,n;Z)_, est un isomorphisme sur une so.3-

algdbre p-primaire de H*(TT,n;Z) . Ceci vaut aussi pour p=2 .

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer ce théoréme, en application

du thé-oréme 5 et de la ceractérisation universelle du foncteur U(G) .
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APPENDICE 2

Pour d¢montrer le théoréme 1 (puragraphe 5), on a eu besoin du

Lemme ,~ Soicnt deux complexes Z-libres A et A' , et solt f ¢ 4 — &' un

homomorphisme de complexes (conservont le degré et compatible avec les oplratours

Fad

différentiels) tcl gue 1'avnlication H(A ® Zp) —9’H(A'<2>Zp) induite vor £

un_isomorphisme (pour un p premier). Soient N et C le novau et le conovau
£t H(A) = H(4') . Alors X @)Zp = 0, gt lo composante p-primaire dec ¢ est

nulle ; si de plus N est de typc fini dans chague degré, ona C &:Zn = G .

S

Démonstration : soit A" le "mapping cylinder" de f (défini au perngroshe 1

de 1'Exposé n® 3) ; A" est Z-libre, et on a doux suites exzctes de complexce

0>A' A" —>4—=0 , 0> RE >A®L >ADL >0

Elles donnent naissence & deux suites exactes d'homologic
«o. = H(A") = H(A) = H(A') = H@A") — ...
(15) oo => H(A" ®Zp) - H(A@Zp) - H(a' @zp) - 14" ® zp) - ...

ol les horomorphismes médians sont ceux induits par f . La premiére donnc une
suite exacte

0—>C—=>H@A") > N—0 ,

a

loquelle définit & son tour une suite exacte

(16) 0 - Tor(C,Zp) -~ Tor(H(A"),Zp) — Tor(N,Zp) >C®Z > H(&1) s =

iy

Rappelons que Tor(G,Zp) » pour un groupe chélien G , n'est pes autre chose quc
pG » sous-groupe des ¢léments d'ordre p de G . D'autre part, d'aprds 1o "formul.

de Kiinneth" appliquée au complexe A" (qui cst Z-libre), on & une suitc eviche
0= H(A") ® zp —> H(AY ®Zp) - Tor(H(A"),Zp) -0 .

La suite exacte (15), et 1'hypothdse de 1'énoncé, impliquent que HA" % 2 5=C .

)

Alors H(a") @>Zp =0 et Tor(H(A“),Zp) = 0 . Portant ceci dans la suite excct:
(16} on trouve

Tor(C,Z_) = 0 N&®Z =0 Tor( _Z .
v ( ’ p) ) O p ’ or N,Zp)’\/C@Zp
La premiérc condition exprime que 1z composante p-primaire de € est nulle, i ¥
est de type fini dans chaque Jegré, la condition N®Z = 0 exprime gque N @t un

groupe de torsion sens composcnteé p-primaire ; alors Tor(N;Zp) =0, et par suitc
C®2Z_=0. ' '
P



