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Séminaire H, CARTaN, E.N.S., 1954/55. 10-01

DETERMINATION DES »LGEBRES H (TT,n52,) et H*(T,n;z,) ;
GROUPES STABLES modulo p .

(Exposé de H. CARTAN, 24.1,1955)

1.- Mots admissibles ; opérations correspondantes.

Les mots sont formés avec les deux lettres G et X2 . La hauteur d'un
mot o est égale eu nombre de lettres G figurant dans ot ; le degré de X
se définit par récurrence sur le nombre des lettres de X : le degré du mot
vide est 0 , et on pose

(1) deg(6xt) = 1 + deglx) , deg(xzot) = 2.9eg) .

La différence entre le degré et la hauteur s'appelle le degré stable.

- Un mot admissible est un mot non vide gui commence par © et gui finit
par 6 .

Proposition 1.- Soit of un mot admissible de hauteur n ; pour gu'un mct
Bt soit a

dmissible de hauteur n+l1 , il faut et il suffit gque [5 ait la forme
6‘(5’2)k » k entier >0 guelconque. (C'est évident),

Un mot admissible est de premidre espice s'il ne se termine pas (& droits)
par 2{26

; de deuxiéme espdce s'il se termine par '3526 . A chaque mot rdmis-
sible ol , de premiere espéce, on associe une application

) : TT/2TT— Hnﬁ(TT,n;Z ) , o n et q désignent la hauteur et le degr?
stable de & , La définition de f@)

se fait par récurrence sur la hauteur
de X

si ol est de hauteur 1 (donccl =6) , fX)

est la suspension

si & = 6(52)1{[3._, le mot admissible (3 étant de hauteur n et de degré
stable q , fE) est 1'application composée

: £(B) SoY
2k
—_— . .
/27T Hn+q(TT,n,Zz) Haok (neq) +1 (T,n;2,)
qui est définie puisque ¥, est une opération définie sur les é1léments de doszr’

22 ;orsi k»1,o0na n+ 22, puisque le mot X est A= nremidre esnice,
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4 chaque mot admissible X , de deuxiéme espéce, on associe une applica-
3 e | VA
tion fE) : 21‘ —>Hn+q(1T,n,72)

degré stable de o0 , La définition de f@\) est encore récurrente :

, o n et q désignent la hauteur ¢t le

f(g2€3) est 1'application y,G : ZTT - HZ(TT,I;Zz) , qui est définie puisque
¥, est défini sur 1'image de ZTT par © (Exposé n® 7, paragraphe &). Lc

réicurrence se fcit ensvite d'une manizre Jvidente.

Proposition 2.- Les applications f*) sont lindaires.

En effet, le suspension & est lindaire ; de plus, sur les éléments do
degré > 2 (et sur les éléments de Hl(TT,l;ZZ) situds dans 1'imase de éﬂ'
par € ), 1'applicution © Yok est linécire, en vertu de la forrule (3) de

1'Exposé n® 7, et du fait que © s'annule sur les €1ldments dlcomposables.
X ) Lt q -

2.- Les algtbres S(M(n)(nﬁ) .

Pour chaque entier n » 1 , on définit un Zz—espace vectoriel gradud
M(n)(TT) » comme wuit : c'est la somme directe d'zutent d'exemplaires de
T/2T qu'il y a de mots admissibles de heuteur n et de premidre esnce, et
d'autent d'sxemplaires de ZTT qu'il y a de mots admissibles de hauteur n ot
de deuxieéme espace. Chaque exemplaire de TT/2 TP (resp. de 2TT) est affectéd
d'un degré égal au degré du mot o« qui 1'indexe. Les applicetions lindaires

(n) de l'es—

f&) définies ci-dessus définissent une avplication lindaire f
pace vectoriel M(n)(TT) dens H*(TT,n;Z») s qui conserve le degré.

(n)

( se prolonge d'une seule meniére en un homomorphisme
g n) : S(M(n)(TT)) -> H*(TT,n;Zz) » compatible avec les structures d'algibres

graduées et avec les puissances divisdes., Pour n = 1 s on peut appliquer le

Appliquons & f

s le théoréme 2 bis de 1'Exposé n° & ; i n»2 . 1'sn
n

~plication f

théoréme si les puissances divisées des 41éments de H,(7,1;Z2,) sont définies,
ce qui exige que M= 2TT » ou, ce qui revient au méme, 2 W =0 , Dans ce der-
nier cas, on trouve un homomorphisme g(l) : S(M(l)(TT)) -> H*(TT,l;Zz) ; ob-

servons d'ailleurs que M(l)(TT) =T , gradué par le desré 1,

 Théor2me fondamental : si n > 2 , 1'homomorchisme g(n) est un isomor-

phisme de l'alﬁébre S(M(n)(TT)) sur 1'algdbre H*(TT,n;Zz) s si de plus
2W=O, (1 ()

g est un isomorphigme de S(M ! (7)) sur H*(TT,l;Z2) .

3.~ Démonstration du thdoréme fondemental.

Le raisonnement est anclogue & celui de 1'Exposé n® 9, paragraphe 3. T1
suffit done 'de frire la démonstrztion lorsque JT est un groupe cyclique, d'eordre

infini ou une puissance d'un nombre premier. Si T1 est cyci!quc
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d'ordre pf ( p premier # 2 ), on a vu (Exposé n® 9, paregmphe 3) que
Hx(Tr,n;Zz) se réduit aux scalaires ; or il en est de méme de S(M n)(TT)§ . 11

N . P f
reste donc & cxaminer le cas oi TT est cyclique infini ou d'ordre 27 .

. PR f . .
Lemne 1.~ Si TT est cyclique infini ou d'ordre 2 , il existe un homo™or-

phisme S(M(z)(TT)) - 65(2)(22(TT)) qui, par pass.ge & 1'homologie, donne
g(z) qui est un isomorphisme. Si de plus |l est cyclique d'ordre 2 , il cxic-
te un homomorphisme S(M(l)(rr)) - 63(1)(ZQ(TT7) , compatible avec les puis-

sances divisées, et qui, par passage & 1'homologie, donngAquisomornhisme.
. TR
, . . - ’§\ qui egti_ _ ,
Démonstration du lemme 1 : il sufiit de reprendre le lemme 1 de 1'Exwesé

n® 9, qui est valable aussi pour p=2 . Si ﬁ(l) désigne le Zz~espace vecto-
riel, somre directe de T7/27TT (degré 1) et de 2}1' (degré 2), on = un homo-
morphisme de U(ﬁ(l)) dens le bar construction 63(1)(22CTT)) , compatible
avec les puissances divisées des éléménts de degré pair, ct qui par passage 3
"1'homologie donne un isomorphisme. Dans le cas particulier o 27TT= 0, donc
ol TT est cyclique d'ordre 2 , U(ﬁ(l)) s'identifie 2 S(M(l)) , et on cons-
tate que 1'homomorphisme S(M(l)) -9'a§(1)(22(TT)) est alors compatible avac
1'opéretion ¥, sur 1'élément de degré un, donc avee les puissences divisdes

pour tous les degrés > 1 .

Dans le cas ol 1T est cyclique infini, on a obtenu un homomorphisme de
1l'algébre extérieure Ez(x,l) dans @ (1)(22(TT)) » qui envoie x dans la
suspension du générateur a de TF , et qui, par vassige a 1'homologie, donnc
un isomorphisme. Considérons la ‘construction acvelique Ez(x,l)caiPz(y,Z) ,

T2 @0

compatible avec les puissances divisées, et qui, par passcge a l'homclogie, don-

avec dy = x ; élle définit un homorphisme spéeial Pz(y,2) —

ne un isomorphisme (cf, théoréme 5 de 1'Exposé n° 4). Or 1'image de y sera

(2)

6 6 a, et ceci prouve que cet isomorphisme n'est autre que g .

Enfin, si TT est cyclique d'ordre 2f » on a déji obtenu un homomorvhisne
de Ez(x,l)cp'Pz(y,z) (différentielle nulle) dans -Ug(l)(Z2(TT)) , qui envoie

X dans la suspension du générateur o de TT s ety dans la transpotencc de
2f—l 2f—1

a s c'est-a-dire X2(3(a ) « Cet homomorphisme, compatible avec les puis-
sences divisées, définit un isomorphisme en passcnt & 1'homologie., On va considé-
rer une construction acvclique (4,N,M) , d'algébre initiale -

A= Ez(x,l)(g)Pz(y,2) » d'ol 1'on déduire un homomorphisme spéecial
N —> 63(2)(22(TT)) » compatible avec toutes les puissances divisées, et qui, par

passage & l'homologie, définira un isomorphisme. Pour fabriquer N et M, on
observe que A s'éerit
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k
Eo(x,1) ® By (7,2) @ By (y,5,4) @ vt @ Ey(ynp 7,27) @ oo

. N . y . b FR ) . N
et por suite on conneit une construction acvelique M, d'clgebre initialce 4 -

et dont 1l'algeébre finale cst

K .y o
N =P,6x%2)®@P,6 v,3)®P,Cyy5)® ... ® P2(€ ¥ok Y52 +1) & un

f-1
avec différenticlle nulle. Ona 6x=66a , © Xok ¥ =S B'k 1<>(a2 ) .

(2)

Donc 1'isomornhisme chﬁHx(TT;z;Zz) est blen g « Bt ceci achevo le dé-

monstration du leomme 1.

Pour prouver le théoréme fondcmentel, il reste & passer de n & n+l ,

pour n > 2 . Pour cela :

Lerme 2.- pour tout entiscr n » 1, il existe une construction acveliguc
(sur le corps Z, ) ayant S(N(n))
nulle), et S(M(n+1)) comme algebre finsle (cvee différentielle nulle) ; ot
cette construction satisfeit & la condition suivente : les ¢léments de le bhaczc
de M(n+1) (n)

rations 6 Yok » k>0

comme algsbre initicle (avec différentiells

se déduisont des éldéments de la base de M par toutes les opi-

Démonstration du 1emmp 2 : 1'algébre S(M(n)) est lec produit tensericl Aos

algebres de nolynome /cons%fultes sur les slﬂments de la base de M(n) . LE

lemme 2 résulte clors de 1la :

Proposition 3.~ Si x est de degré q > 1, il oxiste une construction

acveligue ayant PZ(X,Q) comme algébre initiele (diffdérontielle nulis), et dont

1'cleebre finale (différenticlle nulle) est le oroduit tensoriel

P,(6%,0+1) ®P,(6 y 5%,20+1) ® vov @ P, (S y e %,2%041) ...

Démonstretion : le raisonnement e déja été foit plus heut : on corsiidro

P2(x,q) conme lz produit tensoriel
k o)
Ey(%,a) @ By(y,%,20) @ «vo ® Ey(Yox %,2°0) @ o
d'ol suit le conclusion.,

Le lemre 2 étunt maintenant prouvé, le théoréme fondamental s'en dddiid,
par ricurrence sur n : on trouve des homomorphismes S(M(n)(TT)) -
€ n (Zz(TT)) » compatibles avec les puissances divisées ; par passage & 1'horo-
logie, ils donnent des isomorphismes (en vertu du thioreme 2 de 1'Exposé no Z)
et 1'on voit de proche en proche que ces 1somoroh1smes sont précisément leg “o-

(n)

momorphismes » car ils coincident avee f( n) sur la base de ( YTy
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4.~ Structure do 1'algdbre de cohomologic H (T ,n;Z.,)

(@)

S o . ’
On risonne exasctement comme dens le ccs oi p est irmpair (Exposé n® 9,
. . N o L
peregraphe 5) ;3 mais, comptc tenu de la forme particulicre du théoreme fondurcr-

tal pour p =2 , on trouve :

Théoréme 2.- Soit N'(n)(TT) le Z,-espace vectoricl grodué, somms dirccte
d'.utent d'oxemolaires de  Hom(TT, Zh) qu'il v & de mots edmissibles do promi®re
sspice ot de heuteur n , ot d'sutent d'exemoleires de  Hom( TT,Z ) gqu'il v o
de mots admissibles de deuxieme espéce ¢t de rguteur n chaquz S0US-28DACe

Hom(TT,ZZ) , Tesp. Hom(2TT,ZZ) , est affectd d'undegré égal au degré du mot

. . . Vs n). N -
qui 1l'indexe., L'isomorphisme g du théoreme fondamentzl (valabls pour

>2, ct aussi pour n =1 lorsque 21 = 0 ) définit, par duelité, un iso-
morchisme de 1'algebre de cohomologie 1 (TT,n;7Z ) sur 1'algébre symétriguo

> (I‘(n)(\l)) (2lgdbre commutstive libre de 1'espace vectoriel gradud

w0 (1))

5.~ Schémas décrivent les mots admissibles.

Soit A un mot admissible., Numérotons de gauche & droite, par lee entilers

-

1,2, «.., celles des lettres de o qui sont dgcles & ~K2 . Soit AL e

-~

i-iéme 'd'entre elles, et soit &, le degré du mot {31 obtenu en enlevant &

i
mot KA - la lettre <Xi et toutes celles qui sont & gauche de oy e Alors l: mot

oA, B, est de degré 2a. , ct a, est la différence des degris stables des mots
irFi e i? i
cxi‘gi et ‘%i ; le degré stable ne change pas par © .

On définit a; pour tout i> 1, en convenant que a, = 0 si i est
a s}

strictement plus crend que lc nomore des lettres 52 figurant dans & . Un rmet

-

qui ne contient que la lettre & définit donc la suite 2y = 0 a, =0, ... .

9

Théoréme 3.- La suite (al s evey iy +..) associde & un mot admisc bl

de bauteur n et de degré stable q satisfeit aux conditions :

(ii) ~ a;> 2, pour tout i,
(iii > a; =q

i
(iv) ' 22, <n+q .

(I1 n'y o pas liecu 2'écrire la condition (i) : a, est pair ou impair)., fdcirro-

i
e

quement, éhent donnés n ¢t q , toute suite (a,) satisfois.nt & cop cooii-

i
tions cst associde & un mot admissible ‘de hauteur n et _de degré stablc o ,

cec mot c¢st unigue.
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a a. =2 2a. . , 1o
j+11 1+l) » O & 8y > <0y

relation (iii) résulte du foit que a; ost le scut du degré steble. Enfin, si

ay 0, onao = Sh'xz o, evec deg(P) ==a; , et h>» 1 ; d'ob (iv).

Démonstretion : puisque deg P ) ¥ deglh

Réciproquement, si des 2;% 0 vérifient (ii) et (iv), posons
h, = a, - 2, 0 35 h, est le nombre des lottres © qui doivent {iru-
i+l i i+l 2 i+l

rer entre o, ct o, , dans le mot X cherché. Ceci détermine X , & cola
pr3s qu'il rcste & déterminer le nombre h, des lettres ‘6  venant & enuche do
o] ;ona h
1 1
du mot @ ainsi obtenu sctisfait & (iii).

1
= n+q ~ 2a; , qui est bien > 1 d'aprés (iv). Le degrd stabl: ¢

Bemarque : le connaissance des entiers hi+1 (1> 1), qui sont >0, &'~

termine la suite des a, per la formule

_ _ J
(2) 8 = ;é% 2 hi+j+1 *

Autre remarque : pdur que le mot of associé & une suite (ai) golit o

-

deuxiéme espece, il fout et il suffit que le dernier des a; £ 0 soit gl %

6.- Groupes stobles.

‘Soit p un entier premier. Si q < (p-1)n , toute suite (ai) saoiefe srnt

aux conditions (i), (ii), (iii) du thdordme 3 dc 1'Exposé n® 9 , satisf .it aoigssi

a (iv) ; il cen est de méme pour p = 2 , en se référant au théordme 2 ci-dessns

(BN

Autr. ment dit, lcs sous-cspaces ) (\') des
An
M

léments de degré n+q do

)(T—) , pour un q donné (et un p prenmier donné) sont indépendants dc n

dés que n> a/(p-1) . On les notera Aq(T_;Jp) .
Observons de plus que Un+q(M(n)(TT)) se réduit & E(nQCT\) si n»aq .

on a donc des isomorphismes naturels

Hn+q(TT,n?Zp)¢:§Aq(TT;Zp) pour 0<q<n.,

Ces divers isomorphismes se déduisent les uns des autres par lo suspension

H +q(TT,n;Zp) - H n+q+1(T',n+1 Z_) (cf. théorgme 1 de l'Exposé n® 6). Leo

ZpJGSpaces vectoricls _Aq(\1;Z ), sont les groupes stables d'Eilenberg—~elai,

Ils sont déerits par les suites (ai) qui satisfont & (i), (ii), (iii) ; cood

les détermine anti®rement.

Proposition 4.~ Soit bq (resp. b&) lc nombre des mots admissiblos

des mots admissibles de premiére espéce) de.deprd stable g ; clest la dimorsic

— i
de 1'espace vectoriel Aq(TT;Zp) lorsque T] est cveligue d'ordre p~  (rugn.
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lorsque 1T est cycligue infini). La série de_Poinceré zﬁp(t) = ZL_ tb £,
resp. 9 é(t) 5 bé t3 , est donnde par

q)
— 1+t2pk"1
(3) 9 (8) = T
! k>0 Sk,
1 - t°P
Kk
(¢ 2p -1
(31) nS'(t)=—-P(—-)-=TT Le &7 .
P L+o gz 2p*-2
Zz 1 _tp“

Ces formules, valables sussi pour p = 2 , devicnnent dans ce ces ¢

ye) = TT —dee  , 91(t) = — Z.TT—“"""——lk .
k71, _ 21 1-t° kw2, _ 21

Démonstration : O (t) est la somme des mondmes t  attachds A touter los

suites (ai) satisfaisent & (i), (ii), (iii). Avec les notations du peragrophc
6 de 1'Exposé n°® 9, on a .

= T g =T 2oty

1>1 i1 i»1,j>0

]

q

i 2
u o+ (2p-~l)u2 Faeot (2plf1)ui+l N 2(p—l)h2 + 2(p --1)h3 oo

i+l

+ 2(p "1)hi+2 + e

Ainsi le mondme t3 attaché i une suite (ai) définie par Uy 5 ... ot

hyy oo est ¢gel au produit

u i, u, h i+l h,
(4) §9L (R~ R (¢2P Ly i+l 22y ...(t2p 2y 12

Or les ug (1> 1) peuvent prendrc indépendarment les vaeleurs O ot 1 3 uh
les hi (1 > 2) peuvent prendre toutes les voleurs cntiéres 30 . I1 o'ensuit
que la somme de tous les mondmes de la forme (4) est donnde ver la formulc (3).
Cette formule, dtablie on supvosant p 1pair, vaut en fait pour p =2, corm:

le montre un celcul direct,

Cherchons maintcnant la slric ?9'(t) correspondent aux mots admigeibl .

de prenmiérc cspéce. 4 toute suite (ai) de prcmiére espece (suitec satisfaigini

aux conditions (i), (ii), (iii) du théoréme 2 de 1'Exposé n® G, et tollee i Lo

[N

dernisr a; non nul soit > 2p-2 ) correspond unc suite de deuxidme capicc,
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) . - . L T
obtenuc cn remplegant pvar 1 le nremier des a. nuls de la suite. On on ddduit

aussitdt que § (b'tq+b'tq+1) ::2{ b t3 , cutrement dit
920 q q q q

(l+t)'3£(t) = rﬁp(t) . Ceci achéve la démonstration.,
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