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Séminaire E.N.S., 1953-5k4

GENERALITES SUR LES FONCTIONS AUTOMORPHES;
CAS D' UN DOMAINE BORNE

(Exposés de A. Blanchard et H. Cartan,
16 et 23 novembre 1953,

révisés ultérieurement)

1. Fonctions multiplicativement automorphes; facteurs d'automorphie.

X désignera une variété analytique complexe de dimension n quel-
conque; on supposera X connexe. Soit G un groupe d'automorphismes
(analytiques complexes) de X. Une fonction . ¢(x) holomorphe (resp. méro-

morphe) dans X est dite multiplicativement automorphe pour le groupe G,

s'"il existe, pour chagque g € G, une fonction holomorphe Jg(x), partout

# 0, telle que

(1) (g x) = Jg(x)w(x) pour tout x € X.

Si ¢ n'est pas identiquement nulle, la fonction Jg(x) est unique. Dire

que ¢ est multiplicativement automorphe revient alors a dire que le divi-

seur défini par ¢ est invariant par G. (Sur la notion de "diviseur,"

Voir 1'Appendice.)

En calculant de deux maniéres o(gg' +x) grace a (1), on trouve
(2) Jgg' (x) = J4(8" - x)J 0 (x) .
Cette relation exprime que 1l'application g —>Jg de G dans le groupe
multiplicatif T des fonctions holomorphes dans X et partout # 0, est un
"homomorphisme croisé'" (lorsqu'on fait opérer G dans [ de la maniére

évidente) . Une fonction Jg(x) des variables g € G et x € X (holomorphe

en x, et partout 7 0) s'appelle un facteur d'automorphie.

Plus généralement, soit F un espace vectoriel complexe de dimension
finie; on appelle facteur d'automorphie une fonction og(x) qui, pour cha-
que g € G, est une fonction holomorphe de x € X 2 valeurs dans le groupe
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GL(F) des automorphismes (linéaires complexes) de F, et satisfait a
(3) Pog’ (x) = og(g' "X) Py (x) -

Une fonction @ holomorphe (resp. méromorphe) dans X, & valeurs dans F,

est une forme automorphe (relativement au groupe G et au facteur d'auto-

morphie p) si 1'on a
() o(g-x) = pg(x)-@(x) pour x € X et g € G

Il est clair que, pour tout entier m, (Jg(x))"m et (Jg(x))'mpg(x)
sont des facteurs d'automorphie. Si o@(x) est une fonction holomorphe
(non identiquement nulle), multiplicativement automorphe pour (Jg(x))_m,
et si ®(x) est une forme automorphe (holomorphe) pour (Jg(x))_mpg(x),
le quotient ®(x)/o(x) est évidemment une forme automorphe (méromorphe)

pour le facteur d'automorphie pg(x).

Définition: Soit f une fonction holomorphe dans X, a valeurs dans

F; on appelle série QE_Poincaré relative & f et au facteur d'automorphie

P la série

g)

L(f; ») :z pg(X)"lf(g'X) s
geqG

lorsque cette série converge normalement sur tout compact de X. S8'il en

est ainsi, la somme de cette série est une fonction @&(x) holomorphe dans

X, qui satisfait a (4) (autrement dit, c'est une forme automorphe) .

Proposition 1. Soit @ = L(f; p) une série de Poincaré pour le fac-

teur d'automorphie p si ¢ est une fonction multiplicativement auto-

83
morphe pour (Jg(x))—m, le produit o(x)®(x) est une série gg_Poincaré

pour le facteur d'automorphie (Jg(x))—mpg(x).

Démonstration: p(x)e(x) est la somme de la série (qui converge nor-

malement sur tout compact de X)

z o(x) og(X) “r(g-x),
gei

dont le terme général est aussi égal 3 (Jg(x))mpg(x)"l¢(g.x)f(g.x).
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Donc ¢(x)®(x) est la somme de la série de Poincaré relative & la fonction
p(x) f(x) et au facteur d'automorphie (Jg(x))"mpg(x).
Un cas simple ou 1'on peut affirmer que la série L(f; p) converge
normalement sur tout compact est le suivant: 1la série Zg€<3 r:>g(x)"l con-
verge normalement sur tout compact, et la fonction f(x) est bornée dans

X tout entier.

2. Groupes discrets d'automorphismes d'un domaine borné.

On suppose désormais que X est un ouvert connexe, borné, de 1'espace
numérique complexe c?. Soit E 1le groupe de tous les automorphismes
analytiques de X. Si on munit X de la structure uniforme induite par
la métrique de €, 1'ensemble E est "uniformément &quicontinu' sur cha-
que compact A C X (cf. BOURBAKI, Top. Génér., Chap. X).

Munissons & de la topologie de la convergence compacte (igig.);

a cause de 1'équicontinuité, elle coincide avec la topologie de la con-

vergence simple.

Proposition 2. Soient K et K' deux compacts contenus dans X.

L'ensemble EK K' des automorphismes analytiques f de X tels que f(K)
2

rencontre K' est compact. En particulier, le groupe d'isotropie de a

(sous-groupe des f € E tels que f(a) =a ) est compact.

Démonstration: soit ¢ un ultrafiltre sur Ef gr- Onoa
2
. . -1 '
1lim f = fo, lim £ = fo s
[} [}

ou fo et fé désignent des applications analytiques de X dans Cn, et

il existe en outre a € K et a'e K' tels que f(a) = a', fé(a') = a.
Ainsi 1'application composée fé ° Iy est définie au voisinage de a et

se réduit & 1'identité dans ce voisinage; de méme, foofé est définie dans
un voisinage de a' ou elle se réduit & 1'identité.

Si on prouve que fj et ) appliquent X dans X (et non seulement

dans ¢™), il s'ensuivra Qque les applications fo°fé et fé °f, sont dé-

finies dans tout X et égales & la transformation identigue (puisgque X
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est connexe). Donc fo et fé seront des automorphismes analytiques de X,
réciproques 1'un de 1l'autre; et 1l'ultrafiltre @ converge vers £, € EK,K' .
On aura donc prouvé la compacité de EK,K"

I1 reste ainsi & montrer Qque, pour tout point b € X, on a fo(b) € X
et fé(b) € X. PFaisons par exemple la démonstration pour fo. Notons
(h, f) un couple d'éléments de E; suivant le filtre produit @ X ® sur
E X E, htr a une adhérence non vide dans 1'ensemble des applications ana-
lytiques de X dans Cn; or au voisinage de a, ® X & converge vers 1'iden-
tité, donc htre converge vers 1'identité dans tout X. Soient alors b € X,
et B un voisinage compact de b dans X. Puisque 1im h'lf est 1'iden-
tité, on peut choisir h (fixe) de maniére que h"lf(b) € B pour tout f

d'un certain ensemble F € ®. Alors
£(b) = h(h ™ f(b)) € h(B) ,
donc f(b) reste dans un compact fixe contenu dans X, et par suite

f,(b) = 1lim £(b) € h(B) C X.
(0]

Ceci acheéve la démonstration.

Corollaire de la Prop. 2. E est localement compact pour la topologie

de la convergence compacte.

Proposition 3. Soit G un groupe discret d'automorphismes analyti-

ques d'un domaine borné X C ¢™. Quels que soient les compacts K et K'
contenus dans X, le nombre £(K, K'; G) des g € G tels que g(K) rencon-
tre K' est fini. Réciproquement s'il existe un point a € X tel que, pour

tout compact A C X, le nombre #(a, A; G) soit fini, G est discret.

Démonstration: 1'ensemble des g € G tels que g(K) rencontre K'
est compact (Prop. 2), et discret si G est discret; il est donc fini.
Réciproquement, soit a € X tel que la famille des g(a) (ou g parcourt
un groupe 4d'automorphismes analytiques G) n'ait pas de point d'accumulation

dans X; alors G est évidemment discret pour la topologie de la conver-

gence simple.
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Corollaire de la Proposition 3. Soit G un groupe discret d'auto-

morphismes analytiques d'un domaine borné X. Pour tout compact K C X, et
pour tout point a € X, il existe au plus #£(X, K; G) &1éments g; € G tels

que a € gi(K).

3. Séries de Poincaré pour un groupe discret d'automorphismes d'un

domaine borné.

Soit X un domaine borné, et soit G un groupe discret d'automor-
phismes analytiques de X. On fixe désormais son attention sur le facteur
d'automorphie suivant: Jg(x) est le jacobien (au sens complexe) de la
transformation x — g-+x, ce jacobien étant pris au point x; bien entendu,
le jacobien est calculé avec les coordonnées complexes de 1'espace ambiant

n

C7. Il est immédiat que la condition (2) est satisfaite.

On appelle forme automorphe de poids m (m entier) toute forme auto-

morphe relativement au facteur d'automorphie Jg(x)"m, Jg(x) désignant tou-
jours le jacobien défini ci-dessus.

Soit f(x) une fonction méromorphe (resp. holomorphe) dans X. Pour
que la forme différentielle f(x)dxl ARIREA dxn soit invariante par le

groupe G, il faut et i1l suffit que f soit une forme gg_poids un.

Proposition 4. Si l'entier m est > 2, la série

Y 1 [
g€G

converge normalement sur tout compact de X.

Démonstration: il suffit évidemment de prouver la proposition pour

. . 2
m =2, Soit K un compact de X, et soit Mg = sup, .k IJg(X)l . On veut
montrer que de:G Mg < + w. Introduisons, dans ¢, 1a distance que voiei:

la distance des points x = (x;) et x' = (Xi) est sup, |xi- xil. Soit

alors 2r > 0 1la distance de K & la frontidre de X, et soit K' 1le
sous-ensemble (compact) des points de X dont la distance & K est < r.

Soit Vg le volume euclidien du transformé g(K'), pour g € G. Soit ¢

1l'entier 2(X', K'; G) (cf. corol. de la Prop. 3). Ia somme Zg Vg est
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finie, puisqu'elle est au plus égale & ¢ fois le volume de X. Soit a € K;

intégrons Jg(X)Jg(X) par rapport & 1'élément de volume
(—2i) Max; A axp A e oA dx A dxg

dans le polydisque Br(a) défini par lXi' ail < r. On obtient le volume du
transformé g(BP(a)), qui est au plus égal a Vg; mais 1'intégrale peut aussi
8tre calculée en utilisant le développement de Taylor de Jg(x), ce qui donne

un nombre au moins égal a |Jg(a)|2 fois le volume de Br(a). Ainsi on a
2.n 2
(1r7) g (a) |7 <V,

pour tout a € K, d'ou Mg < Vg(wr2)—n. En sommant par rapport a g € G,

on voit que Zg Mg est fini, ce qui prouve le lemme.

Soit, pour chaque entier m > 2, P(m) 1'espace vectoriel (complexe)

4 . .
des séries de Poincaré

L(n; m) = ) (3,GN" nigx) ,
g €G
ou h parcourt 1'espace vectoriel des polyndmes. Ies éléments de P(m)

sont des formes automorphes (holomorphes) de poids m. On se propose de
chercher s'il existe dans 1'espace vectoriel P(m) une fonction admettant,

N N . . . 4
en certains points donnés en nombre fini, des développements limités donnés

4 1'avance. On donnera plus loin (théoréme 5) une réponse précise a cette

question, comme conséquence de 1'étude que 1'on va développer maintenant.

4., Théorémes d'existence

Dans ce numéro, on suppose que X est un domaine borné de 1'espace
Cn, que G est un groupe discret d'automorphismes analytiques de X, et que
Jg(x) et pg(x) sont des facteurs d'automorphie comme au n°l (J_ est a va-

leurs scalaires, og est & valeurs dans GL(F), F désignant un espace vec-

toriel de dimension finie). On suppose qu'il existe un entier my > 0 tel

que les deux séries

m m
) G0 et ) (1) 0 e ()7
2 €q 2 €qG



convergent normalement sur tout compact de X.

Pour chaque point a € X, notons Aa 1'anneau des germes de fonctions
holomorphes (scalaires) au point a, et Aa(F) 1'espace vectoriel des ger-
mes de fonctions holomorphes a valeurs dans F. Pour tout entier p > 0,
soit Iap 1'idéal de A (resp. Iap(F) le sous-espace vectoriel de
Aa(F)) formé des germes de fonctions qui s'annulent au point a ainsi que
leurs dérivées d'ordre < p. Soit Dap 1'anneau-quotient Aa/Iap’ et soit
Dap(F) 1'espace vectoriel quotient Aa(F)/Iap(F), qui est un module sur
1'anneau Dap. Pour chaque h holomorphe au voisinage de a et & valeurs
scalaires, on notera Sép(h) 1'image canonique de h dans Dap; de méme,
si f est holomorphe & valeurs dans F, on notera Sap(f) 1'image canoni-

que de f dans Dap(F). L'é1ément 6ap(f) s'appelle le développement

limité d'ordre p de la fonction f au point a; il s'identifie & un

polyndéme de degré p en x - a.

Soit G(a) le groupe d'isotropie du point a; il est fini puisque G

est discret. Soit k(a) le plus petit entier k > 1 tel que 1l'on ait
(Jg(a))k = 1 pour tout g € G(a);
c'est un diviseur de 1'ordre du groupe G(a).

Introduisons encore les notations suivantes. Les facteurs d'automor-
phie pg(x) et Jg(x) étant supposés donnés une fois pour toutes, on notera
Aap le sous-espace de Dap(F) formé des germes de fonctions @ qui satis-
font a la relation (4) modulo Iap(F), quel que soit g € G(a). De méme,
pour chague entier m, on notera Aap(m) le sous-espace de Dap(F) formé

des germes de fonctions ® qui, pour tout g € G(a), satisfont a
(5) o(g-x) = (Jg(x))'m pp(x) - @ (x) modulo IP(F).

It est clair que si @ est une forme automorphe relativement au facteur
d'automorphie pg, et si de plus ¢ est holomorphe au point a, alors

Gap( ®) appartient a Aap; de méme, si ® est une forme automorphe rela-
tivement au facteur d'automorphie (Jg(x))_mpg(x), et si @ est holomorphe

en a, alors 68P( ®) appartient a Aap(m).



Dans tout ce qui suit, on se donne un ensemble fini de points a; €

X, tel que, pour i # j, a. §E_aj ne soient pas congrus suivant G. On

1

se donne aussi un entier p > 0 une fois pour toutes. Et on note k 1le

p.p.c.m. des entiers k(ai).

Lemme 1. Soit h wune fonction holomorphe (scalaire) bornée dans X,

telle que:

{ hiay)
1 h(c)

1 pour tout a;;

0 pour tout point ¢, distinct des a5
tel qu'il existe un g € G et un ay
satisfaisant a gla;) = c, |Jg(ai) > 1.

(Comme ces points ¢ sont en nombre fini, il existe une telle hj; on peut

d'ailleurs astreindre h &a étre un polynfme.) Alors, pour tout entier

m > 0 assez grand, et multiple de k, la fonction holomorphe L(h; m),

somme de la série de Poincaré

Z (Jg(X))m h(g-x) ,
geq

est différente de 0 en chacun des points 8y .

Démonstration: soit mﬁ cette fonction IL(h; m). On a

v _ Mmoo z Moo
(a) = ) e gy ¢ ) (U (a)) iz ay)
g e G(a.)
i
la seconde somme étant étendue aux g € G tels que ng(ai)| < 1. La pre-
miére somme est égale & 1'ordre du groupe G(ai), donc est # 0, tandis que
la seconde somme tend vers zéro lorsque m (multiple de k) augmente indé-

finiment.
C.Q.F.D.

Lemme 2. Pour tout nombre u tel que 0 <u < 1, il existe une

partie finie H C G et, pour chaque point a;, un voisinage Vi de ay,

Jouissant de la propriété suivante: pour x € vV, et g £ H, on a ng(x)I

< u.
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Cela résulte aussitdt du fait que la série Zg,eG-(Jg(X)) converge

normalement au voisinage de chacun des points a, .

Théoréme 1. Soit h une fonction holomorphe (scalaire) bornée dans

X, telle que:

I

5_P(n) 1 pour tout point a.;
a; i

5.°(h) = 0 pour tout point ¢ distinct des a, et de la

forme g'a; avec un g € H. Soient donnés d'autre part, pour chaque 8;s

un élément a; € Aap, et soit f une fonction holomorphe et bornée dans
g-cmeny = €L

X (& valeurs dans F), telle que

b - P
8, 2(r) = oy, 5,P(f)
1
pour les points c¢ définis ci-dessus. Alors, pour chaque point a5, on a
(6) 1lim 6 p ( L(f P, m) )
m=— o« L(h; m)
m = O(k)

ou L(f; e, m) désigne la somme de la série de Poincaré

L(Es oy m) = ) (D™ 6 G er(g )
g €G

(qui est normalement convergente sur tout compact, pourvu que 1l'entier m

soit z.mo).

Démonstration: observons d'abord qu'il existe toujours des poly-

ndmes h et f satisfaisant aux conditions de 1'énoncé. D'autre part le
premier membre de (6) a un sens, puisque L(h; m) est # 0 aux points a,
d'apres le lemme 1. Considérons maintenant un point a; bien déterminé,

et posons

L'(f; o, m) = z (Jg(X))m og(X)'l-f(g'X) ’
geG(ay)

Ly m) = ) (300" ns)
g€ G(ai)

L e, m) - ) (0™ e (0 ()
g£H
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L'(h; m) = ) (3,60 hg-x)
gFH
Puisque Scp(f) =0 et Scp(h) = 0 pour les points ¢ définis dans
1'énoncé, on a

8, P L(f; o, m) =8,P L' (5 o, m) + 5. P L(F; o, m)

i i i
5 P L(h; m) = & P L'(h; m) + 5P L"(h; m)
a . a . Q.
i i i
De plus
' . _ b m _ D g .
R D N CUER O OB SR DR
€ geG(ai)
puisque, par hypothése, oy appartient & Aap. D'autre part on a
i
1Y _
6ai Jg(x) = gt Pg(x - a;) pour g € G(ai) ,

ou eg est une constante, racine k(ai)-iéme de 1l'unité, et P_ est un
polynéme de degré p sans terme constant. Puisque m est un multiple

de k(ai), on a
(5,7 T G™ = (1 + Q(x - &))" pour g € Glay),

ou Qg désigne un polynome de degré p sans terme constant.

On a donc

(7) »® p L(f; o, m) _ o

. - 5.2( ___i___.)-{sa? L'(f; e, m) - (5a§L"(h5 m))ai]

i  L(h; m) + i L(h; m) i
et pour prouver (6) il suffit de montrer que le second membre de (7) tend
vers 0 quand m — +» (en restant multiple de k).
Quand x est dans le voisinage V; de a;, on a |Jg(x)| <u pour
g £ H, donc la fonction holomorphe L"(f; e, m) est, dans Vi, majorée par

um_mo ZE I(Jg(X))mO o (x)hf(gex)]| < M-um ,
g —_—
g £H

ou la constante M ne dépend pas de m. Résultat analogue pour la fonction
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L"(h; m). En appliquant les inégalités de Cauchy aux développements limi-

tés de ces fonctions, on voit que 63? L"(f; o, m) et Sa? L"(h; m)ai ,
i i

considérés comme polyndmes-fonctions en x - a;, sont, dans un voisinage

fixe de aj, majorés par N-u", ou N est indépendant de m.

Dans le second membre de (7), il reste a majorer 5ap(,___£___ ) ,
i L(h; m)
qui est un polyndme en x - a;. Ona d'abord
6a? I(h; m) = 2{ (b + Qg)m + 5ap L"(h; m) = RO+ Rl+...+ Rp’
1 g eG(ai) 1

ou chaque Rj est un polyndme homogéne de degré j en x - a;, qui dépend
de m. Quand m tend vers +w, R, tend vers 1'ordre du groupe G(ai), et

on a, pour 1 < j < p:

|Rj|.§ K-m9 au voisinage de a; (ou K désigne un nombre fixe).

En calculant 1'inverse de Sap L(h; m) dans 1'anneau Dap , on trouve
i i

Sap ( ___i___ ) - QL.(l + Sl+ e+ S) ,
i " L(h; m) R, p

ou chagque Sj (pour 1 < j < p) est un polyndme homogene de degré I,
majoré dans un voisinage fixe de a; par Kl-mJ (ou la constante K, est

indépendante de m). Finalement le second membre de (7) est majoré par

Nl-mp o™ 5

ou la constante N, est indépendante de m. Ceci établit la relation (6),

et le théoréme 1 est enfin démontré.

Conséquence du théoréme 1: prenons des systémes (ai) en nombre fini,

formant une base de 1'espace vectoriel Hi Aap. Pour chague élément (ait)
1
de cette base, choisissons un polyndme ft comme il est dit dans le théo-

réme 1. Alors, pour chague i et chaque t, on a

t
1im s PLE5 e, m _ ot
m—= e 2 L(h; m) +
m = 0(k)




112
Donc, pour tout multiple m assez grand de k, 1l'application

- L(f; p, m)
£ (aai IL(h; m) )

applique les ft sur une base de 1'espace vectoriel I& Aap. Ainsi:
i
Théoréme 2. Les points a; et l'entier p é&tant donnés comme ci-

dessus, soit h une fonction holomorphe comme dans le théoréme 1. Il

existe un entier m(p, ai) jouissant de la propriété suivante: pour tout

entier m multiple de k et > m(p, ai), et pour tout systéme d'éléments

o € Aap , il existe un polynéme f tel que
R un

(8) 5 P L(f; p, m)

= a, pour tout 1.
%1 L(h; m) + —

En particulier, il existe une forme automorphe (méromorphe) rela-

tivement au facteur d'automorphie p, qui soit holomorphe gg’chacun des

points a. et qui admette en chacun d’'eux un développement limité d'ordre

p, arbiltrairement choisi dans Aap
i

Théoréme 3. Les points a; et 1l'entier p étant donnés comme ci-

dessus, soit m un multiple des entiers k(ai) qui soit z’m(p, ai). Alors,

pour tout systéme d'éléments B; € Aa?(m), il existe un polynéme f tel

i
que
(9) Sap L(f; e, m) = B, pour tout 1.
i
En effet, posons o, = Bi/Si, avec 61 = Sa? L(h; m). On a a; €

i

Aap. D'aprés le théordme 2, il existe un polyndme f satisfaisant & (8);
1 g

il satisfait évidemment & (9).

5. Application au cas étudié au n° 3.

Nous supposons ici que Jg(x) est le Jacobien de la transformation
analytique-complexe x — g-x. Appliquons le théoréme 2, en prenant pour

pg(x) le facteur d'automorphie (Jg(x))_q, d étant un entier quelcongue

(non nécessairement positif). On obtient:
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Théordme 4. Soient donnés des points a; € X en nombre fini, tels

que, pour 1 £ 3 a; et aj ne soient pas congrus suivant G. Soit p un

entier > 0, et soit g wun entier guelconque. Notons Aap(q) le sous-espace

i
de Dap formé des germes de fonctions @ qui satisfont &

N == il
(10) o(g-x) = (Jg(x))'q ®(x) modulo Iap , pour tout g € G(ai) .

i

Alors, pour tout systéme d'éléments a, € Aap(q), il existe deux séries de
N L dae
Poincaré, formées avec des polyndmes, telles que leur quotient soit une

forme automorphe ¢ de poids J, holomorphe en chacun des points ay, et

admettant en chaque a; un développement limité Bap(w) égal 3 a; .
1 £eal &
Appliquons maintenant le théoréme 3, en prenant pour pg(x) la con-

stante 1. On obtient:
Théordme 5. Soient donnés des points a; € X _en nombre fini, tels

que, pour 1 # j, a; gE_aj ne solent pas congrus suivant G; et soit p

un entierAi 0. ll existe alors un entier m(p, ai) Jjouissant de la pro-

priete suivante: pour tout entier m > m(p, ai) et multiple des entiers

k(ai), et pour tout systéme d'éléments a; € Aap(m) (ou Aap(m) désigne le
i i
sous-anneau de Dap formé des germes de fonctions @ satisfaisant 3
i

(g x) = (Jg(x))—m ®(x) modulo Ia?, pour tout g € G(ai)) s
i

il existe Eglpolyn6me f tel que la somme ¢ gg_lg_série de Poincaré

L(f; m) admette en chacun des points a; un développement limité aap(w)
i

égal & «
g a it
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APPENDICE: Sur la notilon de diviseur

Soit X une variété analytique complexe (de dimension n). En cha-
que point x € X, soit mX le groupe multiplicatif des germes de fonctions
méromorphes (non identiquement nulles) au point x, et soit 3# le sous-
groupe des germes de fonctions holomorphes # 0. Le groupe-quotient mX/ 3X

= @X est le groupe (abélien) des germes de diviseurs au point x. On peut

interpréter 9, comme suit: soit O 1l'anneau 4'intégrité, formé des ger-
mes de fonctions holomorphes au point x; mx est le corps des fractions
de cet anneau, et 9 s'identifie au groupe multiplicatif des idéaux prin-

cipaux (entiers ou fractionnaires, mais # (0)) de WX.

On sait que 1l'anneau ®X est factoriel (cf. Sém. 1951-52, 11, th. 1).

Donc tout élément de @X, s'il est distinct de 1'élément neutre, s'écrit
A A
d'une seule maniére comme un produit dy L. d, k, ou Nyseeos A sont

12+-+» 4 sont les diviseurs définis par

des idéaux premiers principaux de 1'amneau O, . D'autre part, tout idéal

des entiers > 0 ou < 0, et ou 4

principal et premier est caractérisé par le germe d'ensemble ou s'annule
un germe de fonction holomorphe f tel que 1'idéal principal (f) soit
1'idéal premier considéré.

Un diviseur (au sens global) sur X consiste dans la donnée, en cha-
que point x € X, d'un germe de diviseur DX € @X, pourvu que cette collec-
tion de germes satisfasse & la condition de cohérence suivante: tout point
de X appartient & un ouvert U dans lequel existe une fonction méromor-

phe f telle que, pour tout x € U, DX soit le germe de diviseur défini

par f. Ia variété du diviseur est 1'ensemble V (qui en général n'est pas

une vraie variété) des points x ou D, est # de 1'élément neutre du

groupe 9 V est évidemment fermé. Si x € V, D. est défini par un

x? X

germe g,/g,, ou g, et g, sont holomorphes et premieres entre elles au
point x, —donc aussi aux points voisins. Par suite, les points de V
voisins de x sont ceux ou g8, = 0. Ainsi V est une "sous-variété
analytique principale." On sait (Sém. 1951-52, Exp. 12) gque V est, d'une

seule maniére, réunion d'une famille "localement finie'" de sous-variétés
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principales V. irréductibles dans X (''localement finie" signifie gue tout

compact de X ne rencontre qu'un nombre fini de Vi). En un point x € Vi’
le germe défini par V. n'est pas nécessairement celui d'un idéal premier,
mais les divers facteurs premiers de 1'idéal ont le méme exposant . n, et

cet exposant est le méme en tous les points de Vi’ On 1'appelle 1'ordre

de multiplicité ( > 0 ou <0 ) de V, dans le diviseur D.

Ainsi un diviseur D peut étre défini par la donnée d'une famille
localement finie (éventuellement vide) de sous-variétés principales Vi’
irréductibles dans X, et dont chacune est affectée d'un coefficient entier,
>0 ou<o0. 31 X estcompact, le groupe 9P de tous les diviseurs sur

X est le groupe abélien libre ayant pour base 1'ensemble des sous-variétés

principales irréductibles dans X. Aussi emploie-t-on souvent la notation
additive pour le groupe 9; un diviseur s'écrit alors 2. xiVi’ les coef-
ficients A, étant entiers. L'élément neutre s'appelle alors le diviseur

nul; un diviseur Zi xiVi est dit positif si les xi sont > 0.



