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Séminaire H. Cartan 1-1
1951-52
VARIETES RIEMANNIENNES,
VARIETES ANALYTIQUES COMPLEXES, VARIETES KAHLFRIENNES
(Expose de H. Cartan, 19-11-51)

1. Variétés différentiables.

On rappelle la notion de variété (indeéfiniment) différentiable: c'est
un espace topologique séparé V, dont chaque point posséde un voisinage
ouvert homéomorphe & 1'espace numérique R™ (1'entier n, toujours le méme,
est appelé la dimension de V), et qui est recouvert par des ouverts Ui
munis d'homéomorphismes f. sur des ouverts de RY tels que, dans chaque

1
intersection non vide U;n Uj’ la transformation fjo(fi)—l, dans 1'ouvert
fi(Uiﬂ Uj) de RY, soit (indéfiniment) différentiable & jacobien # 0.

Les n fonctions numériques qui définissent i s'appellent des ''coordon-
nées locales" dans U;. On définit de maniére évidente la notion de fonc-
tion (numerique) indéfiniment différentiable, définie sur V ou seulement
sur un ouvert de V. D'ailleurs tout ouvert de V est muni d'une structure
de variété differentiable, induite par celle de V.

Nous supposons connue la théorie des formes différentielles sur une
variéteé V. L'espace vectoriel (réel) des formes differentielles (il s'agit
de formes diff. réelles) est gradué; une forme de degré 0 est une fonction
de point (indéfiniment différentiable); une forme de degre p est une
fonction (indéfiniment différentiable) des p-vecteurs tangents, lindaire en
chaque point de V. La differentiation extérieure d transforme une forme
o de degre p en une forme do de degré p+l, et ona dd = 0. Dans
tout ouvert U ou il y a des coordonnées locales, on peut trouver n formes
du premier degrée w; telles que toute forme du premier degré s'exprime
comme combinaison linéaire des w; 4 coefficients fonctions (indéf. diff.);
par exemple, prendre pour les Wy les différentielles des coordonnees
locales. Un tel systéme de Wy s'appellera une base des formes diff. de

degré un, dans U;. Alors toute forme de degré p s'écrit, dans U, d'une
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seule manidre comme combinaison linéaire (& coefficients fonctions) des

produits extérieurs Wy A B Attt AW (ou i, <1

< eee < i),
1 2
1 2 D P

2. Variétés riemanniennes.

Une variété riemannienne est une variété différentiable V sur
lagquelle on s'est donné un dsz, c'est-a-dire une fonction indéfiniment
différentiable des couples de vecteurs tangents, en un méme point, qui
est bilinéaire symétrique dans chaque espace tangent en un point de 7V, et
est telle que la forme gquadratique associée soit définie positive. Cette
forme quadratique se prolonge classiquement en une forme quadratique (dé-
finie positive) sur 1'espace des p-vecteurs tangents; la forme bilinéaire
correspondante, que nous noterons (o, B), est une fonction indéfiniment
différentiable, identiquement nulle si a et B sont des formes diffé-
rentielles dedegrés distincts; si a et £ sont des formes de degré o,
(o, B) est la fonction, produit des fonctions o et B. S8S1 on multiplie
la forme o« (resp. B) par une fonction f, le produit scalaire (o, B) est
multiplié par f. Enfinf le carré scalaire (o, @) est une fonction > 0,
qui n'est identiquement nulle que si o = 0.

31, dans un ouvert U ou il ¥ a un systéme des coordonndes locales,
on a une base [wi] pour les formes différentielles de degré un, les pro-
duits "symétriques" ;g consituent une base pour 1'espace des formes

différentielles bilinéaires symétriques; tout ds® s'écrit alors

L. . g

Y . . .
1,] ijwiwj’ ou les gij sont des fonctions. On peut choisir la base des

Wy de manidre que le as® donné prenne la forme Zi (wi)z. Alors les

produits scalaires (wi, wj) sont nuls si 1 # j, &zaux & la constante un

si 1 =j. Plus généralement, (o, A@, A " A®, , ®, A®. A A, )
SR S S P I
est nul, sauf si 1, = j,, 1, = J,5..., ip = jp (on a supposé i, <i, <
< ip, Jy <, < < jp), auquel cas il est &gal & la constante un.

En d'autres termes, et en supposant pour simplifier 1'é&criture p = 3,
. 1 _ _
si l'on a a= Zi <j<k %ijx ©47 A W, et B = Zi<:j<<k bijk O A DA @,
alors
(aJ B) = z

ai'kbi'y
i<ji<k +J J&
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Ie ds® aéfinit un élément de volume (positif) dans V, que nous no-
terons dv; si, dans un ouvert, on a d32 = Zi (wi)a, alors dv est égal
a WyA WoA =t oA @, au signe prés. Nous définissons, entre formes différen-

tielles sur V, un nouveau produit scalaire < @, B > (& valeurs numéri-

ques), en intégrant la fonction (o, B):
<a, B> = S‘ (a, B) dv .

Toutefois, il faut que 1'intégrale ait un sens. Nous nous bornerons

désormais aux formes différentielles a support compact (ce qui n'est pas

une restriction si la variété V est compacte); pour de telles formes, le
produit scalaire < a, B > est toujours défini.

Ce produit scalaire définit une structure préhilbertienne sur 1'espace

vectoriel (gradud) ¥ de toutes les formes différentielles & support com-

pact. On a donc la notion d'opérateurs transposés: deux opérateurs T et

7' (transformations linéaires de K dans H, conservant ou non le degré)

sont transposés si 1'on a, pour tout couple d'éléments a, B de X:
<Ta, B> = <a, T'B> .

(Un opérateur T donné, méme s'il est continu, n'a pas nécessairement de
transpos€, parce que K n'est pas complet. Nous envisagerons des opéra-
teurs non nécessairement contirnus.) Le transposé de T, s'il existe, est
unique.

Un opérateur T sera dit de caractére local (ou, plus simplement,

local) s'il diminue les supports, c'est-a-dire si le support de la forme
Ta est contenu dans le support de @, pour toute a € H. (On rappelle
que le support d'une forme différentielle est le complémentaire du plus
grand ensemble ouvert dans lequel elle induit 0.) Pour connaitre une
transformée Ta au voisinage d'un point de V, il suffit, si T est un

1)

- 4 PR .
opérateur '"local,'" de comnaitre la forme «a au voisinage de ce point; 1le
comportement de «a ailleurs n'intervient pas.

I1 est immédiat que si T et T' sont deux opérateurs transposés,
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et si 1'un T est local, 1l'autre T' est aussi local. En effet: soit x
un point n'appartenant pas au support de B; cela veut dire que < @, B >
est nul pour toute «a dont le support est contenu dans un voisinage assez
petit de x; pour une telle @, ona < o, T'B > = 0, car c'est égal a

< Ta, B >, qui est nul car le support de Ta est contenu dans celui de oa.
Ceci prouve 1l'assertion.

Nous allons, dans ce gui suit, donner des exemples de couples d'opéra-

teurs transposds, ce seront tous des opérateurs locaux. Définissons

d'abord 1'opérateur * (dans une variété V orientable, pour simplifier;
on supposera choisie une orientation de V). Pour définir 1'application

o — *w, on définit, en chaque point de V, une application,linéaire de
1'espace des p-covecteurs tangents sur 1'espace des (n-p)-covecteurs tan-
gents; cette application est caractérisée comme suit: & un p-covecteur
simple elle associe 1'unique (n-p)-covecteur simple qui sous-tend un sous-
espace orthogonal au sous-espace sous-tendu par le premier, a mlme volume
(pour 1le dsz), et est tel que le produit extérieur du premier par le se-
cond soit positif (pour 1'orientation choisie). Si, dans un ouvert U, on
a une base o, des formes diff. de degré un, telle que as? - Zi (wi)g,
notons, pour toute partie H de la suite (l,2,...,n), W la. forme dif-
férentielle, produit extérieur des o, relatives aux 1 € H (pris dans
1'ordre croissant). Pour toute partie H, soit H' le complémentaire de H.
Alors on voit facilement que *wH = &g Wy, ONn notant e la signature de
la permutation obtenue en écrivant successivement les indices de H (dans
1'ordre croissant) puis ceux de H' (dans 1'ordre croissant).

Comme = (_l)p(n—p) si H a p éléments, on voit que

€H EHr
*¥* = (_l)p(n—p) sur les formes de degré p.
L'élément d'intégrale (o, B)dv s'derit a-(*B), en notant - le pro-

dult extérieur; ainsi, si o et B sont de degré p,
< a, B> — Sa.(*g) — (_l)p(n‘p) S‘(*B).a

= S (¥B) - (**a) = < *B, *a > = < *a, *B > .
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Ainsi * est un opérateur unitaire; son transposé est son inverse * .
Soit hmaintenant @ une forme de degré q; considérons 1' opérateur
e(2?) qui consiste & multiplier extérieurement (& gauche) par @; c'est un
opérateur local. On va voir qu'il poss&de un transposé, que nous noterons

i(Q): produit intérieur par Q. On a, si a est de degré p,
(e(@a)-(*p) = (-1)PY ar(e(@)*p) = (-1)PY a-(x71 e(a)*p) ,
ce dui prouve que
(1) 1(0) = ()P« e(a)x
sur les formes de degré p+q (g9 désignant le degré de Q). Si @ est un

produit @,-q,, alors 1i(0) = i(9,)i(2,). Pour une forme o de degré un,

on a en particulier
(1 bis) (o) = (-1)2P) wo(w)

sur les éléments de degré p.

Explicitons les produits intérieurs i(wk) définis par les formes
@ d'une base (dans un ouvert U), lorsque as? = Zk (wk)g. L' opérateur
i(wk), appliqué & un produit @y, donne zéro si k ¢ H; si k €H,
ramenons - oy, par une permutation des indices, a &tre W, W au signe

preés; alors i(wk), appliqué & cette forme, donne Wy (on "enleve" 1le

facteur oy, supposé en téte).

Transposé de 1'opérateur d. On va voir que 1'opérateur de diffé-

renciation extérieure (qui est un opérateur local) posséde un transposé,
bien qu'il ne soit pas continu. Ce transposé, noté O (lire: "del")
diminue le degré d'une unité. En effet: soit «a de degré p-1, B de

degré p; une intégration par parties donne

§ (a0~ (+p)

(-1)P S as(da*g) = (-1)P S as(* *~1 q«p)

(-1)P < o, L axg > .

Il

Donc d posséde pour transposé

(2) 3y = (_l)p 1 qa x = (_l)np+n+l xd *
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sur les é&léments de degré p; on trouve, en sens inverse,
(2 bis) d= ()P« = ()™ xdx

sur les éléments de degré p-1. Notons les formules

xd = (-1)P g =
3
(3) {*a ~ el

} sur les éléments de degré p.
Si la dimension n de la variété V est paire, on a

(&) d = - *d%, d = %% (n pair).

Puisque dd = 0, on a aussi 30 = 0. L'opérateur d + d est son
propre transposé, et on a (d+a)2 = do + od; cet opérateur se note A, il

est hermitien positif. Comme d et J, c'est un opérateur local. Ies

formes différentielles a telles que AQ = 0 se nomment harmonigues

(notion locale). Les relations (3) montrent que A commute avec *,

Toute forme «a telle que da =0 et Jda =0 est évidemment har-
monique. Réciproquement: soit o« une forme partout définie et a support
compact; si a est harmonique, on a da = da = 0 (théoreme de nature
globale): en effet, < Aq, a>= < da, da > + < 0a, oa >, et chacun des

termes du second membre est > 0, et ne peut s'annuler que si da = 0

(resp. oa = 0).
Une forme « telle que do = 0 est dite fermée; une forme o telle

que oo = 0 est dite cofermée.

Usage de coordonnées normales. En un point P de V, on dit qu'un

systéme de coordonnées locales Xysewey X est normal si les coefficients
du dse, exprimé & 1'aide des produits symétriques dxidxj, sont égaux a

ceux de Zk (dxk)2 aux infiniment petits du second ordre prss. Il est

classigue qu'en chague point il existe au moins un systéme de coordonnées
normales.

Rappelons comment on peut le volr, sans supposer connue toute la
technique des espaces de Riemann. Supposons choisie, au voisinage de P,

une base (mk) telle que as® = Zk (wk)e. I1 s'agit de trouver des Qk
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telles que, au point P, le d32 soit Zk (Gk)2 au second ordre prés, et
que 1les dek solent nulles au point P; car alors les Gk seront égales,
au second ordre prés, a des différentielles exactes dx,, et on n'aura
qu'a prendre les X} comme coordonnées locales. Or on a

doj = 3 L Cyq @50 (G4t Cypy = 0)s
Jsk
et 11 existe des coordonnées locales Xpes nulles en P, telles que ka =
W, au point P (i.e., aux infiniment petits du premier ordre preés).
Prenons

6, = o _.j%k aijkxjwk ,
les constantes aijk étant a déterminer de manidre que les dei solient
nuls au point P, et que Zi (Gi)2 = Zi (a)i)2 au second ordre pres.
Cette derniere condition donne

T8y 70

%13k
et les conditions dei =0 en P donnent

a — 8., s

ijk ikj = %ijk -

Or le systéme de toutes ces équations est compatible; il admet la solution

Proposons-nous d'expliciter 1'opérateur 3 en un point P, avec des coor-
données normales (XK) en ce point. Supposons d'abord que le ds® soit
exactement Zk (dxk)z,c'est-é—dire que la variété V soit localement
euclidienne. Introduisons 1'opérateur (local) Tyes qui consiste & prendre
les dérivées partielles, par rapport a X, , des coefficients de la forme
supposée exprimée & 1'aide des produits extérieurs des formes o, = dx .

I1 est clair que T, commute avec e(wk), i(wk) et *. En utilisant la

k
formale

Tk(O!’B) = (Tka)-B + Q‘(Tkﬁ) ,

une intégration par parties montre que le transposé de Ty est ~Ty -

D'autre part on a la relation évidente d = Zk e(mk)Tk; en la transposant,

on obtient
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(5) 0 = "‘E Tki(wk))’
qui explicite o dans le cas d'un d32 euclidien. Par exemple, on a
o( X akdxk) = =2 OBy
k k axk

Ia formule (5) vaut aussi, en un point P, si 1le d32 est égal, en P,

\

a Zk (dxk)2 au second ordre pres; en effet, 1'expression de 9o =

(-1)p * d * ne fait intervenir que les dérivées du premier ordre du ds2.
Autrement dit, la formule (5) vaut pour un systéme de coordonnées normales.
Revenons au as? euclidien: Zk (dxk)z. L'explicitation de o con-

duit aussitdt & celle de A = dd + dd; 1'opérateur A consiste & prendre

1'opposé du laplacien des coefficients de la forme différentielle con-

sidérée, supposée exprimée & 1'aide des produits extérieurs des ka'

Formes différentielles complexes. ILes formes différentielles com-

plexes (fonctions & valeurs complexes des p-vecteurs tangents) forment un
espace vectoriel sur le corps complexe. Notons « 1la forme imaginaire
conjuguée de la forme «a. Le produit scalaire < o, B > de deux formes
complexes, & supports compacts, sera défini comme suit:-

<> - (maw - (een - (e
Alors < @, a > est > 0, et ne peut &tre nul que si a = 0. On a encore
la notion d'opérateurs transposés. Un opérateur T, sur 1'espace des
formes différentielles complexes & support compact, est dit réel s'il
transforme une forme réelle en une forme réelle; pour les opérateurs
réels, la notion d'opérateur transposé est la méme qu'auparavant. ILes
opérateurs *, d, 0, A sont réels. Les opérateurs e(Q) et i1(Q) sont réels
si la forme Q est réelle; si @ est complexe, on notera encore 1i(9Q)
le transposé de e(Q), mais les formules (1) et (1 bis) doivent €tre modi-
fiées comme suit:
(1) i(e) = (-1)TPL (@) «
(1 bis)' i(w) = (-1)2P) « o(m) «

sur les &léments de degré .
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3. Th&ordmes globaux sur les variétés riemanniennes compactes.

Ce paragraphe s'applique indifféremment au cas des formes différen-
tielles réelles et & celui des formes complexes. L'espace K des formes
différentielles & support compact contient notamment 3 sSous -espaces
intéressants:

1'espace Ky des formes harmoniques;

1'espace H, des formes du type da ('cobords');

2

1'espace H, des formes du type da  ('"bords').
Ces 3 sous-espaces sont 2 & 2 orthogonaux (vérification triviale); et tout
&lément de K, orthogonal & chacun d'eux, est nul: car si a est orthog-
onale & K, (resp. H3), on a oda =0 (resp. do = 0); donc tout forme or-
thogonale & K, et }; est harmonique, c'est-a-dire dans X, .

C.Q.F.D.

En particulier: 1'intersection de X, et X, est réduite a (0};
donc les formes harmoniques, qui sont fermées, ne sont jamais des cobords
(2 moins d'é&tre nulles): 1'espace "y s'applique biunivogquement dans 1'es-
pace de cohomologie (& supports compacts) de la variété V. Or la topolo-

gie nous apprend que, si V est compacte (ce que nous supposerons désor-

mais), 1'espace de cohomologie est de dimension finie. Il s'ensuit yue Hy

est de dimension finie (voir une démonstration de ce résultat chez DE RHAM,

par les mé8thodes de 1'Analyse).

Puisque H, est de dimension finie, il existe, dans K, un opérateur

1
de projection orthogonale sur K,: on le notera H (ce n'est pas un opéra-

teur de caractére locel); il est son propre transposé. Désormais la va-
riété€ V sera supposée compacte.
Nous ne démontrerons pas ici le résultat fondamental de la théorie

(voir par exemple DE RHAM, Cours de Princeton 1950):

Théordme 1. Pour que 1'éguation Ax = w, ou o est une forme donnée,

alt une solution <o, il faut et il suffit gue o so0it orthogonale aux

formes harmoniques.

(La condition est &videmment nécessaire. On montre qu'elle est suf-
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fisante, en faisant usage d'une "'paramétrix," et appliquant la théorie des
équations intégrales.)

Ceci 8tant admis: pour toute forme w, la forme w — Hw, qui est
orthogonale aux formes harmonigues, est du type Aq; et a est unique si
on lastreint a &tre orthogonale aux formes harmoniques. Cette unique forme
o sera notée Go (G est 1'opérateur 'de Green''). On a donc, pour toute
forme w, la décomposition canonigue:

o = Ho + AGw = Ho + d(3Cw) + d(dCw) ,
qui. prouve que 1l'espace H est somme des 3 sous-espaces Hl, H2 et K

3
Ceux-ci &tant 2 a 2 orthogonaux, on a:

Théoréme 2. IL'espace H est somme directe des 3 sous-espaces Hl,
, et Xy, deux 3 deux orthogonaux.

J1 est imm&diat que G commute avec d et 9, donc avec A. Et la

relation

o = Ho + d(Gw) + G(dw)

montre que le projecteur o — Ho est un opérateur d'homotopie vis-a-vis

de 1'opérateur cobord d. Donc il définit un isomorphisme de 1'espace de

cohomologie de 7V, sur 1'espace }, des formes harmonigues.

b, Variété analytique complexe.

C'est une variété V de dimension paire n = 2m, recouverte par des
ouverts Ui munis d'homéomorphismes fi sur des ouverts de ™ (espace de
m variables complexes) tels que, dans chague intersectionnon VidetHiﬂ Uj’
la transformation fj°(fi)"l, dans 1'ouvert fi(Ui n Uj) de ¢™, soit dé-

finie par des fonctions analytigues des coordonnées complexes, & jacobien

# 0 (donc > 0). ILes m composantes complexes d'une application £y s'ap-

pellent les coordonnées complexes locales dans Ui' On définit de manigre

&vidente la notion de fonction (& valeurs numériques complexes) holomorphe
dans YV, ou dans un ouvert de V. Tout ouvert de V est muni d'une struc-

ture analytigue complexe, induite par celle de V. On notera qu'une va-
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riétdé analytique complexe est orientable, et méme possdde une orientation

canonique.

Exemples de variétés analytigues complexes: 1'espace c™ lui-méme,
mini de ses m coordonnées complexes ZysZpseeeslp - La variété quotient
dge ™ par un sous-groupe discret I' du groupe des translations de c™
est une variété analytique complexe (les coordonnées dun point de ¢™ ser-
vent de coordonnées locales dans la variété quotient). D'une manidre géne-
rale, tout quotient d'une variété analytique complexe V par un groupe
proprement discontinu d'automorphismes (analytiques-complexes) de 7V, est
muni d'une maniére naturelle d'une structure analytique complexe (N.B:
"proprement discontinu' signifie que chague point de V poss&de un voi-
sinage qui ne rencontre aucun de ses transformés par le groupe). Tout
revetement d'une variété analytique complexe est naturellement muni d'une
structure analytique complexe.

Sur une variété analytique complexe V, on ne considérera que des
formes différentielles a valeurs complexes a coeff. indéfiniment diffé-
rentiables). Si (Zk) est un systéme de coordonnées (complexes) locales
dans un ouvert U, les différentielles dz), ot les différentielles dZ;
des fonctions conjuguées ZE constituent une base (complexe) pour les
formes différentielles de degré un. Il s'ensuit gque toute forme diffé-
rentielle de degré p, dans 1'ouvert U, est combinaison linéaire (& coef-
ficients fonctions indéfiniment différentiables a valeurs complexes) des
produits extérieurs de p formes parmi les dzk et les dZE. Un terme gqui
contient @ facteurs du type dzk, et r Tfacteurs de type dZE (avec
qQ +r =p), sera dit du type (4, r). Une forme de type (3, r) sera une
somme de termes de type (q, r). Ia notion de forme de type (4, r) est in-
dépendante du choix des coordonnées locales. Une forme définie sur V
sera dite de type (g, r), si elle est de type (q,.y) au voisinage de chaque

point de V. L'espace X des formes différentielles admet une décomposi-

tion directe, comme somme directe des sous-espace Hq - de types déter-
b

. I
mines.
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Remarque: Ia notion de type d'une forme vaut non seulement dans une

variété analytique complexe, mais plus généralement dans une variété

"presque complexe,"

c'est-a-dire une variété différentiable pour laquelle
on s'est donné un automorphisme (indéfiniment différentiable) J de
l'espace des vecteurs tangents, qui transforme chaque espace tangent en un
point P en lui-méme, soit linéaire dans cet espace tangent, et dont le
carré J° change chaque vecteur en son opposé. Ceci définit, sur chaque
espace tangent, une structure vectorielle-complexe, qui varie "différen-
tiablement" avec le point de contact. Une forme différentielle de degré
un est de type (1, 0) si J 1la multiplie par la constante i = -1, de
type (0, 1) si J la multiplie par -i. Il est immédiat que 1'espace des
formes de degré un est somme directe des sous-espaces de type (1, 0) et de

type (0, 1) respectivement. De 1& on déduit la décomposition directe en

types, pour les formes de degré quelconque.

L'usage de coordonnées complexes locales montre ceci: 1'opérateur d
transforme une forme a de type (4, r) en la somme d'une forme de type
(g+1, r) et d'une forme de type (q, r+l) (ceci n'est plus exact pour une
variété presque complexe). On notera d'a la composante de type (q+1, r),
et- d"a la composante de type (g, r+l). Ceci définit une décomposition

d =4 +a"
de 1'op8rateur de différentiation extérieure. Nous dirons que d' est de

type (1, 0), et d" de type (0, 1). Pour des raisons de type, on a

(6) a'a' = o, a"a" = o, da'da"+ da"a' = o.

Une fonction holomorphe est une fonction f telle que 4'f = o.

Une forme holomorphe de degré p, est une forme de type (p, 0) qui,

exprimée avec les dzk et les dZE' d'un systeme de coordonnées locales,
a ses coefficients holomorphes; cette condition s'écrit simplement: d"a = 0
(compte tenu du fait que a est de type (p, 0)). On notera ceci: une

forme o de type (p, 0), qui est fermeé&, est holomorphe.
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5. Variété analytigue complexe munie d'un ds® hermitien ("variété
hermitienne').

On suppose que le d32 est localement de la forme Zk wkmg, ou les
o constituent une base pour les formes de type (1, 0) (et par conséquent

les 6;’constituent une base pour les formes de type (0, 1)). Alors deux

formes de types différents sont orthogonales; autrement dit, dans 1'espace

K, les projecteurs définis par les types sont des opérateurs de projection
orthogonale. L'opérateur * transforme le type (g, r) dans le type (m-r,
m-q). Le transposé d'un opérateur de type (4, r) est de type (-g, -r).
Soient 9, d', d" les transposés de d, d', d". Alors d' est de
type (-1, 0), " de type (0, =1); on a
d =20+ 9, d3'd' = o, """ = o, 3" "+ "Y'

= 0.

Ia forme différentielle de degré deux:

est canoniquement définie par le ds—, et est imaginaire pure; elle s'in-

terprate comme suit: le ds® étant définie par une forme bilinéaire her-
mitienne des couples de vecteurs tangents (en un méme point de V), la
partie imaginaire de.cette forme est alternée; d'ou la forme différentielle
Q. On considérera les opérateurs e(Q) et 1i(Q); notons que i(Q) =
Zk i(&i)i(mk). Ceci conduit & expliciter les i(wk). Exprimons une forme
a de type (g, r) comme combinaison de formes

W, W, e o s o o,

W, ot . cee .
Ji1 Jo Jg wkl wke L.

Alors i(wk) donne O si k est distinct de jl,jg,...,jq; si k= J,

i(w ) transforme le produit précédent en 2w, *°* w, - vee (on
s Jo Jq ey mkr B

enléve le facteur @ supposé en t8te, et on multiplie par 2). Méme ré-

sultat pour i(Ei) (on suppose aussi que 5; a &té amené en téte).

Calculs explicites dans le cas ou V est 1'espace c¢™, muni du

2
ds® = Zk dedzk

Soit Tk 1'opérateur que consiste & remplacer chague coefficient
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(de la forme supposée exprimée & 1'aide des produits des dz, et des dZ)),

par le coefficient de dz, dans sa différentielle totale (opération que 1'on

note en général dé; pour ce coefficient). Soit de méme ?E'l'Opérateur
k d
analogue, qui consiste a prendre SE:-des coefficients de la forme envisagée.
Py :
I1 est immédiat que 71, et -7, sont transposés. On a évidemment (en

posant o, = dz,, EE': dZL):

a =7 T, A" = % e(@)To .
ke(wk) K ke(wk)Tk

Transposons:
(8) O =LA, ¥ = - I i)
Par exemple, on a »
, da ob
8( 2 a,dz, + bkdzg) = _2 7% ( k, 7k ) .
k k BZE azk

On a en outre les formules fondamentales:

(9) i(e)a' —a'i(a) = — 23"

(ol @ est la forme définie par (7)).
(10) i(Q)a" — a"i(Q) 23’

i

Démontrons ces formules: on remplace i(Q) par Zk i(&i?i(wk), et on

utilise les relations évidentes

I

i(o)d + d i(e) = 27, 1(®)a + d 1(3)) = 27, ;

il vient alors

1(@)1(e)d — d 1(T)i(e) = 2(L@) 7, -7 1(0));

d'ailleurs Ty et i(&k) commutent. En sommant par rapport & k, il vient
i()d —ad i(e) = 2(d" — 3d");

en séparant les composantes de types dirférents, ceci donne les deux rela-
tions (9) et (10) & démontrer.

. 7 N
D'autres relations seront établies dans le n° suivant, pour le cas

général des métriques "kBhlériennes," dont Zk dzk&ik n'est qu'un cas par-

ticulier.



6. Variétés kahlériennes.

Etant donnée une métrique hermitienne sur une V analytique com-

plexe, il n'existe pas, en général, de coordonnées complexes normales en

un point P de V, c'est-a-dire un systeme de coordonnées locales (com-
plexes) z,,...,z telles que le as? soit Zk dzkazk aux infiniment petits

du second ordre prés, au point P. Cherchons & quelle condition un tel

systéme de coordonnées locales existe en P. Ecrivons, au voisinage de P,
2 — .
le ds~ sous la forme Zk w, @), (les W, constituant une base pour les

formes de type (1, 0)). Il s'agit de trouver des formes Gk de type

ik %
second ordre pfés, et que dek = 0 au point P. Or prenons des coordon-

nées locales Ze nulles en P et telles due W, = dzk au point P; et

(1,70), dgales aux @, au point P, de manidre que d32 =2 au

cherchons des constantes aijk et bijk telles que, si 1 on prend

B, = W, — 2 8i.p Z.0 — 2 De.o T,
i i i,k ijk ka i,k 1jk "7k

on ait ds® = Zk Gkﬁk au second ordre pres: il faut et il suffit que

(11) b =0 .

%1k T Prji

Soit d'autre part & exprimer que dei = 0 au point Pj; pour cela, posons

— 1 . ' e —
do, = z X Cigk @3 ¥ + 2 Cix B3° O (Cijk+ Cigy = o) .
Jok Jrk

Alors dei = 0 s1 et seulement si, au point P, on a

(12) 8.. — &

13k Dssy, =

]
. = Cu. cla
ikj ijk ? ijk ijk
Ceci se résout d'une seule manidre:

'

_ 1 _ .
@53 = 30 g0 = Cypi* Ckig)s Pijk T Cigk O
si on reporte ces valeurs dans (11), il vient
_ - - .
(13) ik = Cjki ~ Ckji (au point P):

telle est la condition nécessaire et suffisante pour qu'il y ait des co-

ordonnées complexes normales au point P.
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Or un calcul facile montre que c'est aussi la condition pour que
dQ = 0 au point P. Ia métrique est dite kahlérienne si la forme définie
par la métrique satisfait & dQ = 0 partout; ceci exprime qu'en tout point
il existe des systémes de coordonnées complexes normales.

Pour une variété kshlérienne (i.e., munie d'une métrique kdhlérien-
ne), on peut, pour calculer d' et 3" en un point P, prendre des coordon-
nées normales Z), en ce point, puis appliquer les formules (8) établies
dans le cas ou d52 = Zk dzkazk, puisgue le calcul ne fait intervenir que

s . 2 .
les éléments du premier ordre du ds”. Pour la méme raison, les formules

(9) et (10) sont valables en tout point d'une variété kihlérienne; or elles

présentent ceci de remardquable, qu'elles sont écrites de manidre & ne faire
intervenir aucun choix de coordonnées locales. Elles se completent par

les formules
(1) de(Q) —e()da = o, () — i(e)o = o
dont la premi®re résulte du fait que dQ = 0, et la seconde s'obtient par
transposition de la premiere.

Nous allons tirer gquelques conséquences des relations fondamentales
(9), (10) et (14), valables pour toute métrigque kahlérienne. (9) et (10)
donnent aussitot
(15) a'd" + 3"da' =o0, a"d + 3'da" =o .
Puis on constate que 2(d'd" + 2'd') et 2(d"d" + 3"d") s'expriment tous
deux par d'i(e)d" — da"i(e)d" + d"da'i(e) — i(e)da'd"; donc:
(16) ars' + a'a = 4"y + d3"a",
ce qui, compte tenu de (15) et de 1l'expression de A, donne
(17) A =2(d'd + 3'da') = 2(a"d" + d"a") .

En particulier, A est de type (0,0) et commute avec 4', 4", 3',
d". Pour gu'une forme soit harmonigue, il faut et il suffit que ses com-

posantes des divers types soient harmonigues.
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Enfin, A commute avec (@) et i(Q): car il résulte de (9), (10)

et (1L4) que

i(e)d'a' = d'd'i(a) — 23'9d", i(e)da'ad' = d'ad'i(e) — 23" ,
ce qui, compte tenu de d'd" + 93"d" = 0, donne bien
(18) i(Q)a — ai(Q) = 0, et, en transposant, e(Q)A — Ae(Q) =0 .r7¥vf,,:" 

La derniere relation entraine que, pour tout entier p, on a

i

p N i
(19) A(2P) = 0 (il s'agit de la puilssance extérieure p-ieme) .

Ainsi la forme 0P (qui est # o si p < m) est harmonique. R
Ia formule (17) prouve ceci: si d"a =0 et d"a = 0, alors a est

harmonique. Par exemple, toute forme holomorphe est harmonigue: car 4"

est nul pour une telle forme, et o' aussi pour une raison de type. En
outre: toute forme holomorphe « satisfait & 3da =0, car d'a =0 en
vertu de (10).

Tous les résultats précédents ont un caractdre local. Passons aux
propriétés globales d'une variété kahlérienne, que nous supposerons Colm-

pacte. Toute forme holomorphe (partout définie) est fermée, puisqu'harmo-

nique. Les formes holomorphes de degré p ne sont autres que les formes
harmoniques de type (p, 0). L'espace Wy des formes harmoniques est som-
me directe de ses composantes des divers types; donc le p-iéme nombre de

Betti bp de V est somme des bq 7 dimensions (complexes) des espaces de
2

formes harmonigues de type (g, r), pour tous les couples d'entiers (g, r)

tels que g+r = p. On peut voir que les entiers bq r sont des invariants
)

de la structure analytique complexe (ils ne dépendent pas de la métrigue

kahlérienne choisie). D'ailleurs bq r = bL. g (changer chague forme en sa
J >

conjuguée) ; donc le nombre de Betti bp est pair si p est impair. Ceci

est notamment le cas pour p = 1l: 1le premier nombre de Betti est le double
de la dimension (complexe) de 1'espace des 1-formes holomorphes (ferméés),
qu'on appelle aussi "différentielles de premidre espéce' (ce sont les dif-
férentielles des fonctions holomorphes, localement uniformes, 4yui, par tout

lacet, se reproduilsent augmentées d'une constante).
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ILes nombres de Betti bp des dimensions paires < 2m sont tous # 0,
comme le prouve 1'existence de la forme harmonique 9% (q = p/2). Pour
d'autres précisions sur les nombres de Belti, voir les Notes d'Eckmann-
Guggenheimer). Notons enfin que la formule de la fin du §3 donne, pour
une variété kéhlérienne compacte,

o = Ho + 24'3"Gw + 23'd"'Gw = Ho + 2d"0"Go + 23"d"Gw .

G commute avec d', 4", d', d". Le projecteur o — Ho (qui est compatible
avec la bigraduation définie par le type) est un opérateur d'homotopie, non

seulement pour 1'opérateur d, mais aussi pour chacun des opérateurs d'

et d" (et aussi pour 9, d' et d"). Ainsi: la variété V a méme coho-

mologie pour d', et pour d'", que pour d.

7. Exemples de variétés kahlériennes.

Tout d'abord, &videmment, 1'espace ¢ muni du as? - ZK dz dz, .
Une variété, quotient de " par un sous-groupe discret I° du groupe des
translations de Cm, possd&de une métrique kidhlérienne, induite par celle
de ¢™. D'une manidre générale, soit une V k#hlérienne, et soit T un

groupe proprement discontinu d'automorphismes analytiques de V, qui con-

servent la métrique kahlériemnne de V; alors il y a une metrique kahlérien-

ne induite sur la varieté quotient de V par I'. Tout revltement d'une
variété kadhlérienne est une variété kahlérienne.

I1 existe une métrique kahlérienne sur 1'espace projectif complexe

de dimension (complexe) m: celui-ci Etant identifié & un quotient de 1la
sphere Zk ZKZE =1 de 1l'espace Cm+l, considérons, sur cette sphere,
la métrique induite par ZK dzdeQ’—-Zj’K sz£d23dzk; elle est kéhlérienne,
et invariante par le groupe par lequel il faut passer au quotient pour ob-
tenir 1'espace projectif. D'oll une métrigue kdhlérienne sur 1'espace pro-
jectif.

Toute variété analytigue, localement ''plongée' (d'une maniére ana-
lytigue-complexe) dans une variété kahlérienne V, est kahlérienne: pren-

dre la métrigue induite. En particulier, toute variété algébrique, plongée
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localement sans singularité dans 1'espace projectif, est k&8hlérienne.
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