H. CARTAN

Faisceaux analytiques sur les variétés de Stein : démonstration
des théorémes fondamentaux

Séminaire Henri Cartan, tome 4 (1951-1952), exp. n° 19, p. 1-15
<http://www.numdam.org/item?id=SHC_1951-1952_ 4 A19_0>

© Séminaire Henri Cartan
(Secrétariat mathématique, Paris), 1951-1952, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Henri Cartan » implique ’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation
commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SHC_1951-1952__4__A19_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire H. Cartan, 19-1

1951-52

FAISCEAUX ANAIYTIQUES SUR LES VARIKTES
DE STEIN:
DEMONSTRATION DES THEOREMES FONDAMENTAUX
(Exposé de H. Cartan, 9-6-52,

rédigé en octobre 1952).

1. Une proposition préliminaire.

Proposition 1. Soit K un compact d'une variété'analytique com-
plexe E. Pour tout faisceau analytique cohérent F sur K, il existe un
faisceau analytique cohérent @ sur un voisinage V de K, et un isomor-
phisme de ¥ sur le faisceau induit par ¢ sur K.

La proposition 1 vaut, plus généralement, si K est un fermé de E,
lorsque la variété E est paracompacte (c'est-a-dire si chague composante
connexe de E est réunion dénombrable de compacts). Nous nous bornerons
ici & faire la démonstration dans le cas ou K est compact.

On peut dire briévement que tout faisceau analytique cohérent sur
K peut étre prolongé en un faisceau analytique cohérent sur un voisinage
de K. Dnas chaque cas particulier, la proposition 1 sera assez évidente,

8 cause de la définition spécifique du faisceau envisagé. Dans le cas géhé-
ral, la démonstration de la proposition 1, sans présenter de difficulté
fondamentale, est assez délicate. Nous allons la faire préceder de plu-
sieurs lemmes.

Lemme 1. Soient X wun sous-ensemble quelconque d'une variété ana-
lytique complexe E, F et @ deux faisceaux analytiques cohérents sur X,
et solent f et g deux homomorphismes analytiques ¥ — @. L'ensemble
des points x € X ou f =g, est ouvert dans X.

X
Démonstration: en remplagant f par f —-g et g par O, on se

raméne au cas ou g est nul. Soit alors x € X; il existe un nombre fini
de sections uy de F au-dessus d'un voisinage de x, qui engendrent ?y

en tout point y voisin de X. Pour que fy = 0 en un point ¥y, il faut
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et il suffif que fy(ui) = 0 pour tout 1i. Or, pour chaque u; 1' ensemble
des y tels que fy(ui) = 0 est ouvert (propriété geénérale des homomorphis-
mes de faisceaux quelconques).

Lemme 2. Soient E une variété analytique complexe, F et @
deux faisceaux analytiques cohérents dans E. Soit domné, en un point x € E,
un @X—homomorphisme fX: ?X —*@X. Alors 11 existe un ouvert U contenant
X, et un homomorphisme analytidque g: ?U'_)QU‘ des faisceaux induits par
F et § sur U, tel que g, = I, . (On peut dire qu'on a prolongé 1'homo-

X

morphisme de modules fX en un homomorphisme de falisceaux dans un voisinage

de x).

‘/ 3 . . 3
Demonstration: dans un voisinage convenable du point x, F est

4 . . .
engendre par un nombre fini de sections u; et le faisceau des relations
4 o . .
entre les uy est engendré par un nombre fini de systémes de fonctions holo-

morphes (ai) (k =1,2,...). On a donc
(1) % aiui = 0 au voisinage de x, pour tout k.
i

De méme, dans un voisinage convenable de x, @ est engendré par un nombre
fini de sections Vj'

Considérons 1'homomorphisme f. : §.~8,. Chacun des f (u;) peut

s'écrire (de plusieurs manidres) comme combinaison linéaire Zj k%vj, 3
coefficients A% holomorphes au voisinage de x. La relation (1) entraine
ij .
(2) 2 aMvy =0 dans un volsinage de X.
i,]
Plagons-nous alors en un point y assez voisin de x. Les uy

engendrent ?y; si & u; € ?y on associe %, Adv., € @ on définit un

J 17 y’
homomorphisme anslytique fy de ?y dans gy: en effet, soient at des
fonctions holomorphes au point y et telles que Zi alui = 0; montrons
' . i, i i
.. ANV, = . _
qu'on a bien 21,3 ahivy = 0 dans QY . Or on a a Zk e , les oK
£ i3 _ i3 .
N NSV, = .. YV .
étant holomorphes en y, donc Zl,J SRS Zk(Zl,J akkle)Ok, qui est

nul d'apres (2). Cela étant, la collection des homomorphismes fy relatifs
aux points y d'un voisinage convenable U de x, définit bien un homo-
morphisme du faisceau 3U (induit par ¥ dans U) dans le faisceau gU

(induit par @ dans TU).
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Lemme 3. Soilent F et § deux faisceaux analytiques cohérents
dans une variété analytique complexe E. Solent EK et gK les falsceaux
qu'ils induisent sur un compact K, et soit f un homomorphisme analytique
de ?K dans QK. Alors 11 existe un voisinage V de K et un homomor-
phisme analytique ?V'_>9V‘ qui prolonge f.

N. B. Ce lemme vaut, plus généralement, lorsque K est un fermé,
réunion dénombrable de compacts. Nous ferons la démonstration en supposant
K compact.

Démonstration: d'apres le lemme 2, tout point x € K posséde un
voisinage ouvert W tel qu'il existe un homomorphisme analytique g: ?w,—'
§W‘ des faisceaux induits dans W, homomorphisme qui se réduise a fX au
point x. D'aprées le lemme 1, on peut choisir W assez petit pour que
gy = fy en tout point y € KX N W, Puisque K est compact, on peut recouv-

rir K avec un nombre fini d'ouverts wi pour chacun desquels existe un

LE

homomorphisme analytique gi: ¥ = Gy tel que (gl)X =f en tout
i
point x € K N wi. Il existe des ouverts Vi recouvrant K, tels que leurs

adhé&rences V& solent contenues respectivement dans les wi. Soit A la
réunion des V&; c'est un voisinage de K. Pour chagque point x € A, con-
sidérons tous les indices i tels que X € V}, et les homomorphismes
(gi)X: ?X — QX correspondant & ces valeurs de 1. L'ensemble des X € A
tels que tous ces homomorphismes solent égaux est ouvert dans A, d'apres
le lemme 1. Comme cet ensemble contient K, c'est un voisinage V de K.
En un point x € V, soit g+« la valeur commune des homomorphismes (gi)X;

la collection des g, définit un homomorphisme analytique de ?V,dans Gy

et cet homomorphisme prolonge f.

Démonstrat}pn de la proposition 1. Dans les hypoth&éses de cette

proposition, on peut associer 3 chagque point x € K un ouvert U conte-
nant x, un faisceau analytique cohérent ¢ sur U, et un isomorphisme du
faisceau induit gK(WU sur le faisceau gKfiU: cela résulte de la defini-
tion d'un faisceau analytique cohérent (cf. 18). Puisque K est com-

pact, on peut recouvrir K avec un nombre fini d'ouverts Ui’ dans chacun
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desquels on a un faisceau analytique cohérent Ql, avec un isomorphisme
gt (g l)KnU.i - ?Kqui. I1 existe des ouverts V, recouvrant K, tels
que ViC Ui‘ Pour tout couple (i, j) d'indices distincts, tels que

Kn V}ﬂ Vj = K. . ne soit pas vide, on a un isomorphisme glJ du faisceau

1]
induit sur Kij par @J, sur le falscegu induit par gl, 5 savoir (gl)'loga;
et si K nVn Vﬁﬂ V., 7@, ona gtdogde gkl _ jgentité.

D'aprés le lemme 3, Kij poss&de un voisinage Uij contenu dans

Uiﬂ U et dans lequel existe un homomorphisme analytique £ au faisceau

K
induit par gj, dans le faisceau induit par gi, fij prolongeant gij.

Si 1=J, onprend Uj; =U; et £ = identité. Soit A la réunion des
vi; c'est un voisinage de K. Tout point x € A assez voisin de K jouit
des propriétés suivantes: quels que soient i et j (distincts ou non)

tels que x € V,n V}, on a X € Uij (donc 1) est adrinie en ce point) ;

et quels que soient 1, j, k tels que X € V}n an Vk, on a rrdpdkekl _
identité.

Soit V un voisinage de K dont tous les points X jJouissent de
ces propriétés. V est réunion des V n ﬁ}; sur V N Vi on a le faisceau
induit par Qi, que nous noterons encore gi. Dans 1'intersection de
V’ﬂ'vg et de V N vj, on a un isomorphisme fij des faisceaux induits par
gi et par gj. Dans 1'intersection de V N Vi, VN Vj et VN Vk, ces
isomorphismes satisfont 4 la condition de transitivité fijfjkfki — identité
La collection des gi et de ces isomorphismes définit donc sur V un fais-
ceau analytique cohérent @. Enfin, on a un isomorphisme de ¥ sur le
faisceau induit par ¢ sur K: 1l est défini dans K N Vi par 1'isomor-

1

phisme (g7)~~ du faisceau F . sur ( gl)K nv; Ceci achéve la démonstra-

tion de la proposition 1. )

Voici une application de la proposition 1:

Proposition 2. Soient E une variéte analytique complexe, et K
un compact de E qui posséde un systéme fondamental de voisinages compacts

pour chacun desquels les théorémes A et B (de 18) sont vrais. Alors les

théorémes A et B sont vrais pour K.
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En effet, soit ¥ un faisceau analytique cohérent sur K. D'apres
la proposition 1, on peut supposer que F existe dans un voisinage V de
K. Soit K' un compact contenant K et contenu dans V, tel que le théo-
réme A soit vrai pour K'. Alors le module des sections HO(K', ¥) engendre
?k pour sa structure de OX—module, et ceci pour tout point x € K', et en
particulier pour X € K. A fortiori, HO(K, ¥) engendre 3X pour X € K.
Reste & prouver le théordme B, qui dit que HXK, §) = o pour q >1. Or
HY(K, ) est la limite inductive des Hq(K',ff) relatifs aux voisinages fer-
més K' de K (ou aux voisinages ouverts de K): cela résulte de la pro-
position 1, car le groupe des sections d'un faisceau sur un fermé compact
est limite inductive du groupe des sections de ce faisceau sur les voisi-
nages de ce fermé); or les groupes de cohomologie Hq(KQ %) se calculent
comme groupes d'homologie d'un complexe, formés de sections de faisceaux.

Remarque: la proposition 2 vaut, plus géhéralement, si K est un
fermé possédant un systéme fondamental de voisinages ouverts qui sont des

ouverts de Stein.

2. Démonstration des théorémes A et B pour les cubes de ct.

L'espace numerique complexe C étant identifid & Rzn, prenons dans
chacun des 2n facteurs isomorphes & R un intervalle compact, éventuelle-
ment réduit & un point. Le prodult de ces 2n intervalles est un 9299,(com-
pact) X; sa dimension (réélle) est égale au nombre des intervalles facteurs
non réduits & un point.

Sur un tel cube X, on considére la structure analytique complexe
définie par 1'espace ambiant c™ = E. on se propose de montrer que les
théorémes A et B (expos€ 18) sont vrais pour un tel X. On démontrera

le théoréme A sous la forme suivante:

Théoréme A'. Il existe un nombre fini d'éléments u; € HO(X, ¥F)

qui jouissent de la propriété suivante: pour tout point x € X, le module
EX est @X—engendre par les u; .
I1 est évident que le théoréme A est équivalent au théoreme A', en

vertu de la compacité de X.
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Les théordmes A' et B vont &tre démontrés par récurrence sur la di-
mension (réelle) r du cube X. Ils sont trivialement vrais pour r = 0,
car alors X est réduit & un seul point. Supposons-les vrais pour r — 1
(r > 1), et prouvons-les pour r.

Démonstration du théoréme A': § est un faisceau analytique cohé-

rent sur X. On supposera ¥ défini dans un voisinage de X (cf. prop. 1).
X est produit d'un intervalle I et d'un cube de dimension r — 1 situé dans
Rgn”l. Pour chagque t € I, soit X(t) la section du cube X: c'est un
cube de C€", de dimension r — 1. D'apres le théorsme A' appliqué au cube
X(t), il existe un nombre fini de sections de F au-dessus de X(t), qui
@X-engendrent ?X en tout point x € X(t). Il est immédiat que ces sec-
tions se prolongent & un voisinage de X(t), et 0, -engendrent F, en tout
point x d'un voisinage de X(t). Puisque I est compact on peut recouvrir

I avec un nombre fini d'intervalles fermés I et trouver, pour chadque Kk,

K’
un nombre fini de sections de F au-dessus de 1'image réciproque Xk de

Ik dans X, de manicre que ces sections Ox-engendrent ?X en tout point

X € Xk' On peut supposer les intervalles Ik non empiétants. Pour démon-
trer le théoreme A', il suffit de résoudre le probléme élémentaire que
voici:

Soient X' et X" les points du cube X pour lesguels on a respec-
tivement t <t, et t > t, . Supposons conmu un systeme fini d'éléments
ui e (X', ) (resp. un systéme fini d'éléments VH e (X", ¥)), qui
@ -engendrent ?X en tout point x € X' (resp. en tout point x € X").

I1 s'agit de trouver un systéme fini d'éléments W, € HO(X,f¥) qui  O,-
engendrent ¥ en tout point x € X. Or 1'intersection X'n X" est un
cube de dimension r — 1. On peut lui appliquer les théorémes A et B, et
notamment le corollaire 3 (18, p. 9): les ui engendrent HO(X'ﬂ X", F)
pour sa structure de module sur 1'anneau des fonctions holomorphes dans

X'n X"; de méme, les ug engendrent le méme module. Appliquons alors le

théoréme 3 de 18 (p. 8): on trouve 1'existence des Wy .
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On observera que c'est ici le point précis de la démonstration ou

intervient de maniére essentielle le théoreme sur les matrices holomorphes
inversibles (exp. 17, th. 1).

Démonstration du théoréme B: F &tant un faisceau analytique cohé-

rent dans un voisinage du cube X de dimension r, on veut prouver que
Hq(X,fT) = 0 pour tout entier q > 1. Pour cela, nous utiliserons des
cochaines pour le calcul de la cohomologie (par ex., les cochaghes d'Ale-
xander-Spanier; cf. sém. 1950-51, 16, p. 8-9).

Soit ¥ un cocycle de degré 4 > 1; on veut montrer que v est le
cobord d'une cochaine B de degré g — 1: y = dB. Pour chaque t € I,
1'image de y dans H¥(X(t), F) est nulle, puisque le théoréme B est vrai
pour le cube X(t) de dimension r — 1. Il existe donc une (g-1)-cochaine
B(t), au-dessus de 1'espace X, tel que son cobord dB(t) soit égal & vy
au voisinage de X(t); autrement dit, le "support" de de(t) —y ne ren-
contre pas X(t). En vertu de la oompaoité'de I, on peut recouvrir 1 avec
un nombre fini d'intervalles fermés Ik’ et trouver, pour chaque Ik’ une
(q_l)-coohaﬁne BK telle que le support de dﬁk— Y ne rencontre pas 1l'en-
semble Xk des points de X pour lesquels t € Ik‘ I1 s'agit maintenant
de fabriquer une (q-l)-cochagne B telle que dp — v soit nul.

On est ramené au probléme élémentaire que voici: soient X' (resp.
X") 1'ensemble des points de X tels que t < ty (resp. t > t,). Suppo-
sons connues deux cochaines B' et B", de degré gq-1, telles que dB' =7
au-dessus de X' (resp. dB" = v au-dessus de X"). Trouver une cochaine
P telle que dp' =y dans X. Si g > 2, ce probléme se résout aisément:
on a en effet d(B'— B") = 0 au-dessus de 1l'intersection X'n X", qui est
un cube de dimension r-1; d'apres le théoréme B (vrai pour ce cube),
1'image de B'— B" dans Hq-l(X'ﬂ X", §) est nulle, donc il existe une
(g-2) —cochaine a de X, telle que da = B'— B" au-dessus de X'n X".
Ia cocha®ne égale a B' au-dessus de X', et a B"+ do au-dessus de X',
est une cochaine g telle que dBp =y dans X.

I1 reste & résoudre le probléme élémentaire dans le cas q = 1.
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On a encore d(p'— B") = 0 au-dessus de X'n X". Ceci exprime que B'— p"
est une section du faisceau ¥ au-dessus de X'n X", c'est-a-dire un 16—
ment de HO(X'ﬂ X", §). Appliquons le théoréme A' au cube X, ce qui est
licite puisqu'on vient de démontrer A' pour un cube de dimension r: il
existe un nombre fini de sections u, € HO(X, ¥), qui oX-engendrent ?X
en tout point x € X. D'autre part, les théorémes A et B sont vrais pour
le cube X'n X" de dimension r-1; le corollaire 3 (18, p. 9) est donc
applicable a X'nX". Il dit que les u; engendrent HO(X'ﬂ X", §) pour sa
structure de module sur 1'anneau des fonctions holomorphes dans X'n X".
On peut donc écrire, au voisinage de X'n X",

p' — " =§ MUs o
les Ay &tant holomorphes au voisinage de X'n X". Mais, grace a 1'inté-
grale de Cauchy (utilisée par Cousin), on a

A, o= AL =t

i i i

M étant holomorphe dans X', et ! holomorphe dans X". Ainsi

B' — ¥ MMu, =B" — ¥ ANMu, au voisinage de X'n X" .
U T | s R |
i i
. 1. . ~ i < ~ [} 1
Ceci prouve qu' il existe une cochaine B (de degre 0) égale a B' — Zikiui
au voisinage de X', et & B" — Zi kgui au voisinage de X'". On a bien

dB = v dans X, car dB = dp' au voisinage de X', et dB = dp" au voisi-
nage de X'. ILe "probléme élémentaire" est donc résolu. Et le théorime B

est démontré pour tout cube de dimension r.

3. Démonstration des théorémes A et B pour certains compacts d'une

variété analytique-complexe.

Envisageons d'abord le cas ou X est un produit de disques com-

pacts, dans 1'espace . Les théorémes A et B sont vrais pour un tel X:
on peut le voir de deux manidres. ILa premiére méthode consiste & montrer,
par récurrence sur 1'entier r, qu'ils sont vrais pour 1'intersection de X
et d'un cube compact de dimension r; la marche de la démonstration est

exactement la méme qu'au n° 2.
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Une deuxiéme méthode consiste & se ramener & la proposition 2 du
n°® 1. On observe d'abord ceci:

Lemme L, Si X est un produit de disques compacts, X posséde un
systeme fondamental de voisinages compacts qui sont isomorphes a des cubes
("isomorphes' pour la structure analytique complexe induite par 1'espace
ambiant c™).

En effet, X posséde un systéme fondamental de voisinages ouverts,
dont chacun est un porduit de disques ouverts. Soit vV 1'un quelcongue de
ces voisinages; faisons une représentation conforme de chague composante
de V sur un carré ouvert; on obtient un isomorphisme analytique f de
V sur un cube ouvert. Il existe un cube compact contenu dans f(V) et
contenant f(X). Ceci prouve le lemme.

Le rapprochement du lemme 4 et de la proposition 2 montre aussitot

que les théorémes A et B sont vrais pour X (produit de disques compacts).

Proposition 3. Soit X wun produit de disques compacts, et soit

V une variété analytique plongée (sans singularité) dans un voisinage de
X. Les théorémes A et B sont vrais pour le compact V N X (muni de la

structure analytique induite par celle de V).

En effet, comme on 1'a déja dit en 18 (p. 7), cela resulte de la
proposition 4 de 18,

Proposition k. Soit E wune variété analytique-complexe satisfai-
sant aux deux conditions sulvantes:

(B) 1les fonctions holomorphes dans E séparent les points de E;

(r) tout point de E posséde un systéme de coordonnées locales
(complexes) qui sont des fonctions holomorphes dans tout E.
Soit K wun compact de E, identique & son "enveloppe' (i.e., pour tout
point x £ K, il existe une f holomorphe dans E, telle que [f(x)]| >
sup [f(y)|). Alors les théorémes A et B sont vrais pour K (mni de la

yeK -
structure analytique induite par celle de E).

Remarque: les hypothéses (B) et (v) sont deux des trois conditions

. . « 7y . o L 7 L.
qui expriment qu'une variété analytigue-complexe est une variete de Stein.
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Démonstration de la proposition 4: on a prouvé dans 9 (lemme, p.8-
9) que K possede un systeme fondamental de voisinages ouverts, dont cha-
cun est une "variét€ d'Oka-Weil,'" c'est-a-dire se plonge sans singularité
dans un produit de disques ouverts (démonstration p. 9 de 9). Ceci
prouve aussi que K posséde un systeme fondamental de voisinages compacts,
dont chacun L se plonge comme sous-variété (sans singularité) dans un
produit de disques compacts. Les théoremes A et B sont vrais pour un tel
compact 1, d'apfés la proposition 3 ci-dessus. Ils sont donc vrais pour
K, en vertu de la proposition 2.

La proposition 4 peut &tre complétée comme suit:

Proposition 5. Dans les hypothéses de la proposition 4, supposons

en outre qu'on ait un espace vectoriel U de fonctions holomorphes dans
E, tel que pour tout x £ K il existe une f € U telle que |f(x)]| >
sup |[f(y)|. Alors toute fonction holomorphe au voisinage de K est

yGK pe
1imiterd¢ polynémes par rapport aux fonctions de 0, la convergence étant

uniforme dans un voisinage de K. (Cf. Oka, Journ. Hiroshima 7 (1936),

p. 115-130).

(Comparer & 9, lemme p. 9. Ce lemme avait alors &té &tabli en
admettant un théoréme d'approximation (p. 7 de 9) gu'on démontre précisé-
ment ici.

Démonstration de la proposition 5: soit f wune fonction holomor-
phe au voisinage de K; f est holomorphe sur un voisinage compact L de
K, qui se plonge comme sous-variété (sans singularité) dans un produit X
de polydisques compacts d'un espace CN, et 1l'application de I dans c?
est définie par des fonctions de 0. En vertu du corollaire 4 (exposé
18), 11 existe une g holomorphe dans X qui induit f sur K.
D'apres un théoréme classique, g est limite uniforme de polynbmes par rap-
port aux coordonnées complexes de 1'espace CN. Ces polynSmes induisent

sur L des polynﬁmes par rapport & des fonctions de 0.
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L, 9§§ﬁQQ§ry§§1§§§$7deh$§§in: lemmes préparatoirg§.

Soit E une variété de Stein, c'est-a-dire une variété analytigue-
complexe qui soit réunion dénombrable de compacts et satisfasse aux condi-
tions (B), (v) et (a') de 1'exposé 9. Pour chagyue compact K de E, no-
tons ﬁ' 1""enveloppe" de K. On peut, & chajque compact K, associer un
ouvert V contenant K, et tel que V’n‘E soit compact (c'est ce qu'ex-
prime la condition (a')). ILe compact V N ﬁ = X jouit des propriétés sui-
vantes:

1) comme compact contenu dans la variété analytique complexe V,

X est identique & son enveloppe. Donc, d'aprds la proposition 4, les théo-
rémes A et B sont vrais pour X.

2) toute fonction holomorphe dans X est limite uniforme de fonc-
tions QQEQ@QE?@GSMQ§Q§ E, comme cela résulte de la proposition 5 (appliquée
a la variété V et a 1l'espace ({0 des fonctions induites sur V par les
fonctions holomorphes de E).

Cela étant, la varidté de Stein E est réunion d'une suite crois-
sante de compacts X du type précédent, et 1'on peut supposer (ce que nous
ferons) que chaque X est intérieur au suivant X ..

Soit .donné un faisceau analytique cohérent F sur E. Pour chaque
X, choisissons un systéme fini de générateurs ui, ui,... du @Xn—module
HO(Xn,ff). Un tel systéme existe, en vertu de la remarque de 18 (p. 10),
puisque les théorémes A et B sont vrais pour le compact th De plus, pour
tout point x € X HO(Xn, ¥) engendre ¥, pour sa structure de @, -module.

On va définir une semi-norme dans 1'espace C-vectoriel HO(Xh} F):
pour un S € HO(Xh, ¥), la semi-norme ”S“n sera la borne inférieure des
nombres t > 0 tels qu'il existe des coefficients cy holomorphes dans Xn
et satisfaisant & I, ciui =s, Jec;l <t dans X . Cette semi-norme dé-
pend, bien entendu, du choix des générateurs ué. Elle définit sur HO(Xh) ¥)
une topologie, dont il serait facile de montrer gue'elle ne dépsnd pas du
choix des générateurs ui (nous n'aurons pas & nous servir de ce fait).

Cette topologie n'est peut-€tre pas séparée: il est possible que ﬁs”n =0

sans que s soit nul. Toutefois:
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Leme 5. Soit s € H (Xn+l"f) tel que ”S“n+1 = 0. Alors 1'éle-
ment de HO(XD} ¥) induit par s est nul.
Démonstration: s peut s'écrire Zi Ciu;+1’ et les Cis holomor-

phes dans X

41 sont limites (uniformément dans Xn+l) de fonctions holo-

14 A i _ . N
morphes cy telles que Zi CiUnyy = O En tout point Xx € Xn, le systeme
des oi appartient au module ﬁx des relations entre les ul

n+1s Or on sait

qu'un tel module est fermé pour la convergence uniforme des fonctions dans
un voisinage fixe du point x (cf. exposé 11). Le systeme des c; appar-
. N . . i . .
tient donc & R en tout point x € X , et par suite Zi c;ju-,, induit o
dans H(X, F).
L'application canonique HO(Xh+l, F) —*HO(XD7 ¥) est continue
pour les semi-normes de ces deux espaces vectoriels. En effet, on a
n+l

J J,1
u = ? IS L

les xg étant holomorphes dans X, donc bornées. Soit alors

_ J
s = ? Cjun+1 5

les cj étant holomorphes dans Xn+l‘ Ia section induite par s sur Xn

est
2(Zoend )t
7 <j jTi ) n’
d'ou
(3) Isll, < kpllsll, ,, avec Xk = s?_p(g 1) .

En particulier, considérons une suite d'é&léments S, € Hp(Xh*l, F)

tel gque Zp ”Sp“n+l < o, Il existe au moins une "somme'" pour cette série
dans HO(Xn,f?), c'est-a-dire un s € HO(Xh, F) tel que 1im |s =2  s_|
p'n
. q—e p>q
= 0. En effet, on a sp = Zj c?ug+l, les c? &tant holomorphes dans Xn+1’

avec Icgl < HspH ~dans X,,,. Pour chgque j, la série de fonctions holo-

n+l

morphes Zj c? converge normalement dans X donc sa somme est une fonc-

n+1’

. . . . 1 J
tion holomorphe dans Xn’ soit Cj' I1 est immediate que 1 element Zj Cjun+l
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de HO(Xn, ¥) est, dans 1'espace HO(Xn, ¥) muni de sa semi-norme, une somme

de la série Zp sp. A priori, cette série peut avoir plusieurs sommes dans

HO(Xn, $); si s et s' sont deux telles sommes, on a Hs-s'“n = 0, donc
(lemme 5) s et s' induisent le méme €lément de HO(Xn_l, ). Finalement: a

toute série Zp Sy d'1éments de HO(X ¥) telle yque Zp“sp“ converge,

n+1’ n+l

on peut associer une "somme' unique dans HO(Xn_l, F).
Lemme 6. Pour tout élément s € HO(Xh} ¥) et tout nombre t > 0,

il existe un s' € Hp(Xh}l, F) tel que s —s'|

1 u2
n‘i‘l,...

< t.

4

en effet, ils @X—engendrent ?X en tout point x € Xh, et 1'on peut donc

n

Tout d'abord, u

e1? -module Ho(Xh, ¥F);

engendrent le 0

appliquer le corollaire 3 (18, p. 9). Ainsi

i
5 = Z 84Un41 2

les as Etant holomorphes dans Xn’ Or il existe des fonctions bi holo-
morphes dans E et telles que Iai —-bil <t dans X . Ceci prouve le lemme.

Lemme 7. Pour tout élément s, € HO(Xn, F) et tout nombre t > O,

1

il existe un s' € HO(E, F) tel que |s'- Sn”n < t.

D'apres le lemme 6, il existe S41 € HO(Xn+l, ¥) tel que
s 1= syl < t/2. De méme, il existe s_,, € HO(X ,,, ) tel que
s 4o i llner < t/(“kn) (k, est défini 15 (3)). D'une manieére générale,
supposons déja défini Spap € HO(Xn+p,fF); il existe alors un Spepi1 €
0
H (Xn+p+1’ ¥) tel que
-(p+1) e

Ispsps1— Spaplhep < 2 ZAL AN SR

Pour tout entier q > 0, on a, compte tenu de (3),
-(p+q+1) -
”Sn+q+p+1—'sn+q+p”n+q <2 t/(kn kn+q_l) ¢

ILa série de terme général s (p =1, 2,...) d'éléments de

n+p+g+1 _'Sn+p+q
Hp(Xn+q,f?) est telle que la série des semi-normes converge. D'aprés ce

qu'on a expliqué plus haut, elle a donc une "'somme' unigque dans

0] p. . ' _ '
HAX, g p» F)s s0it o 0 oo Posons sp.o o =0 .0, %8 ., Cestun
e (0] . Lo ' . o '
élément de H (Xn+q_2’ ¥). Il est immédiat que Sneq.y 1nduit Speqee  SUT

Xn+q-2' Donc 1la collection des s lorsque q varie, définit une

1
n+gq-2’
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I

section du faisceau F au-dessus de 1l'espace E tout entier. Si s' de-

signe cette section, on a

ls'—s I < Z s

Il < t.
nn—qzo —

n+q+1 _'Sn+q n

Ceci démontre le lemme 7.

5. Démonstration des théorémes A et B pour les variétés de Stein.

Conservons les notations du numéro 4. Soit x un point de E, et
soit a montrer que HO(E, ¥) engendre ?X pour sa structure de Ox-module
des génerateurs ui de HO(Xn,ff). Considérons les systémes de p fonc—
tions s, holomorphes au point x, telles que Zi aiui appartienne au
sous-module de EX engendré par HO(E, ¥). Ils forment un sous-module M
de GE, et 1'on veut précisément montrer que M = @g. Or on sait que si
un élément de @E est limite uniforme, dans un voisinage de x, d'éléments
d'un sous-module M, il appartient & M (cf. exposé 11). Il suffit donc
de montrer que tout systéme de p fonctions 8y holomorphes au voisinage
de x est limite uniforme (dans un voisinage fixe de x, ne dépendant que
du systéme des ai) de systeémes (bi) tels que Zi biui soit induit par un
élément de HO(E, ¥). Il suffit de faire cette démonstration quand tous
les a, sont nuls, sauf 1'un d'eux égal & 1. Bref, il suffira de montrer
ceci: chacun des €léments ui (1 =1,..., p) est limite, au sens de 1la
semi-norme de HO(Xn,ff), d'éléments induits par des sections de F au-
dessus de E. Or c'est justement ce qu'affirme le lemme 7.

Passons & la démonstration du théoréme B. Soit g un entier > 1,
et soit a démontrer que Hq(E,ff) = 0. Soit y wun cocycle de degré q;
on cherche une cochaine g de degré g-1 telle que v = dB.

Pour chaque Xn’ on a Hq(Xn, ¥) = 0. Il existe donc une cochaine
Bn au-dessus de Xn’ telle que y = dBn au-dessus de Xh. Au-dessus de Xn’

B est un cocycle de degré q-1. Examinons d'abord le cas ou ¢ > 2.

n+l Bn

Alors, d'aprés le théoréme B appliqué a X > on a, au-dessus de X

ﬁn+l — B, = doh, o, etant une cochaine de E, de degré q-2. On a
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a(e

141 — @) =7r au-dessus de X, ,,, et B

1 — dan coincide avec B

n+ n

sans changer dB de

au-dessus de X . On peut donc modifier B n+1’

n+1?

mani&re que B prolonge B . Alors la suite des B définit une co-

n+1
chaine B sur E, et 1'ona dB = 7.

I1 reste & examiner le cas ou 4 = 1. Alors B — B, est une

n+l1
section s de ¥ au-dessus de X . D'apres le lemme 6, il existe une

section s' de F au-dessus de X 4,0 telle que Hs'—-snn <t arbitraire-

ment petit. Autrement dit, on peut modifier Bn+1 (sans changer dB ) de

n+l1

maniére que, au-dessus de Xn’ la semi-norme de la section Bn+1 — Bn solt
arbitrairement petite. XEn raisonnant comme dans le lemme 7, on pourra

choisir B

N1 Bn+2"" de maniére que, pour chaque entier r > 2, la suite

des sections B8 - B ait pour "limite," lorsque — o, Une Sec-
2

n+p+r n+r+l

. 1 |
o - . =g + ; C est
tion nip_p 84 dessus de Xh+r_2 Posons Bn+r-2 nip_2 Bn+r+l’

I1 est clair que B!

PAS 7z
une cochaine de degre 0 au-dessus de X nr—1

n+r-2°

. . 1
induit B, » lorsque r tend

vers 1'infini, définit une cochaine B8', telle que dB' =ry. Le théoréme

. |4
sur Xn+r—2‘ Donc la suite des ﬁn+r—2’

B est ainsi complétement démontré.

Remarque finale. On a prouvé les théorémes A et B pour toutes les

variétés de Stein, en ayant défini les variétés de Stein par les conditions
('), (B) et (v). On verra dans le prochain exposé que, réciproquement,
toute variété analytique complexe E pour laquelle le théoreme B est vrai,
satisfait & la condition (@), plus restrictive que (a'). Donc, pour une
variété E, réunion dénombreble de compacts, qui satisfait a (8) et (v),

les conditions (@) et (a') sont &quivalentes.




