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Seminalre H. Cartan, 13-1

1951-52

LA NOTION D'ESPACE ANAINTIQUE GENERAT,
ET DE FONCTION HOLOMORPHE SUR UN TEL ESPACE
(Exposé€s de H. Cartan, 2k et 31 mars 1952)

Dans tout cet exposé, il s'agit de fonctions analytiques sur le

corps complexe C.

1. Généralisation de la notion de fonction holomorphe.

Soit B une variété analytique-complexe de dimension (complexe)
n. Dans 12, on a défini 1'espace topologique 6B, dont les points sont
les couples formés d'un point x € B et d'un germe de sous-vari€té prin-
cipale non vide au point =x. (N.B: on appellera désormais ''germe de sous-
variété analytique au point x'" ce qui, dans 12, page 2, était appelé
"variété analytique au point x." Le "germe" est donc un &lément de 1'en-
semble ?X, quotient de 1'ensemble des parties de B par la relation
d'équivalence définie par le point X: deux parties sont équivalentes au
point x si elles ont méme intersection avec un volsinage convenable de
x.) Dans 12, on a démontré quelques propriétds importantes de 1'espace
@B. On a défini 1'ensemble é% des points "réguliers": c'est une variété
analytigque-complexe de dimension n-1, partout dense dans 8B.

Définitiog 1. Soit U un ouvert de 6B. On appelle fonction
holomorphe dans U toute fonction f (3 valeurs scalaires), définie et
continue dans U, et dont la restriction & U n 8% est holomorphe (au

sens habituel).

Cette définition s'appligue notamment si U est 1''"espace des

"

N . . L.
parametres' d'une sous-variét€ principale dans un ouvert de B.

Définitioq 2. Soient B et B' deux varidtés analytigues-com-
plexes, U un ouvert de 8B, U' un ouvert de 6B.. Une application £
de U dans U' est dite analytique si elle est continue et si, pour tout
ouvert V'C U' et toute fonction (scalaire) g '"holomorphe" dans V', la

fonction composéde geof est "holomorphe' dans f"l(V').
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Pour qu'une application continue f de U dans U' soit analyti-
que, 11 faut et il suffit que sa restriction a 1'ensemble des points ré-
guliers de U soit analytique.

La notion d'analyticité a un caractdre local: pour que f soit
analytique dans U, il faut et il suffit que tout point de U posséde un
voisinage ouvert tel que la restriction de f & ce voisinage soit analy-
tique.

Lorsque U' se compose uniquement de points réguliers, la condition
pour que f soit analytique est que chaque point de U poss&de un voisi-
nage ouvert V tel que les coordonnées locales (dans U') du point f(x)
soient des fonctions "holomorphes" du point x € V.

@ggnsitiv;péz Soient U wun ouvert de 5£y U' un ouvert de gB"

U" un ouvert de Egn. La composée d'une application analytique de U dans
U' et d'une application analytique de U' dans U'", est une application ana-
lytique de U dans U": c'est trivial d'aprés la définition.

Définition 3. Etant domnés un ouvert U de &g et un ouvert U
de éB', on appelle isomorphisme de U sur U un homéomorphisme f de U
sur U', tel que f et 1'application réciprogue 71 soient "analytiques"
(au sens de la déf. 2). On dit que U et U' sont isomorphes s'il existe
un isomorphisme de U sur U'.

Si U est isomorphe & U', et U' isomorphe 3 U'", alors U est
isomorphe a U". L'isomorphisme définit donc une relation d'équivalence
entre ouverts des espaces &B.

Proposition 1. 81 f est un isomorphisme de U C &y sur U C byt
tout point régulier de U (sauf ceux d'une sous-variété principale de
un 6%) est appliqué par f dans un point régulier de TU'.

En effet, soit a' un point de U', c'est-a-dire un point b' € B'
et un germe de sous-variété principale en b', definie par une édquation
P=o0,P etant un,polyname distingué irréductible (pour un choix des coor-
donnés locales en b'). Soit A 1le discriminant de P; A induit, dans

un voisinage V' de a' (V' C U'), une fonction holomorphe (notée encore A),
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et les points de V' ou A # 0 sont réguliers (il peut exister d'autres
points réguliers, mais peu importe). Ia fonction Aecf est holomorphe
dans f—l(v’), et elle n'est pas identiquement nulle (sinon A = Aofor~t
serait identiquement nulle dans V'). Les points réguliers de f_l(V') ou
Aef = 0 constituent une sous—variéfé'principale dans V'. Ceci prouve la
proposition.

Corollaire: si U et U' sont isomorphes, leurs dimensions sont
égales (on appelle "dimension' de U la dimension complexe de la variété
analytique-complexe U N 5%).

Remarque: la notion de point régulier n'est pas invariante par
isomorphisme. Par exemple, prenons n = 2; prenons pour B 1'espace c?
(deux coordonnées complexes x et y), et pour ouvert U la sous-variété
principale y = 0; prenons pour B' 1'espace c® (deux coordonnées x' et

yv'), et pour ouvert U' la sous-variété principale x'3 = y'g. Ia trans-

formation qui, au point (x, 0) de U, associe le point x' = xz, y' o= x3

de U', est un isomorphisme analytique de U sur U', et le point X =7y

- 0, qui est régulier, est transformé en x' =y' = 0 qui ne 1'est pas.
Définitiqg L., On dit qu'un point x € 6B est gpsp;y@enﬁ_pégulier

[ ~ . . . \ ' L
s 11 possede un voisinage ouvert 1lsomorphe a un ouvert de 1 espace numeri-
n-1
que C .
td
Tout point rdgulier est absolument régulier, mais la reciproque

est inexacte, comme le montre 1'exemple ci-dessus.

2. Ia notion d'espace analytique-complexe géné%a}.
On va généraliser la notion de variété analytique-complexe (définie,

1'Exp. 1, p. 10). magg@g{m@%@ﬂm&pmmkmegéégg wu,pmstEW%

ment, espace analytique général) est un espace topologique séparé E, muni

d'un recouvrement par des ouverts Ei et d'homeomorphismes P de Ei sur

un ouvert Ui d'un espace & de maniére gque soit satisfaite la condition

- J
By
suivante: chague fois que Ei N Ej # ¢, mj°¢£l est un isomorphisme (au

sens de la dérf. 3) de @i(Eiﬂ Ej) sur wj(Eiﬂ Ej)‘
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Etant donné un point x de E, chacun des Ei qui contient x dé-
finit un systd®me de "coordonndes locales" liées par une relation irréducti-
ble f = 0 (i1 faut prendre garde que 2 points arbitrairement voisins de
X peuvent avoir les memes coordonnées locales tout en étant distincts).

Ia déf. L4 conduit 4 la notion de point absolument réguli@y d'un

espace analytique général E (par contre, il n'y a pas de notion de "point
régulier'). Ies points absolument réguliers forment un ouvert partout

dense dans E, et cet ouvert est muni d'une structure de variété analytique-
complexe (au sens de 1'exposé 1).

Un espace analytique géneral E est localement connexe. D'une
fagon précise, il r€sulte du th. 6 de 12 que chaque point de E possede
un systéme fondamental de voisinages ouverts dont 1'intersection avec 1'en-
semble des points absolument réguliers est connexe. Les composantes con-
nexes d'un espace analytique général sont des ouverts, donc sont des es-
paces analytiques généraux. Ia dimension d'un espace analytique général
connexe est la dimension (complexe) de la variéte formée de ses points
absolument réguliers, variéte qui est connexe.

On a la notion de fonction holomorphe (a valeurs scalaires) sur un
espace analytique général E; en effet, la notion de fonction holomorphe
dans un ouvert U d'un 6B est invariante par isomorphisme. Plus générale—
ment, étant donnés deux espaces analytiques généraux E et E', on a la
notion d'application analytique de E dans E'. Ia composée de 2 applica-
tions analytiques est une application analytique. Un isomorphisme de E
sur E' est un homéomorphisme f tel que f et 71 soient analytiques.

L' isomorphisme définit une relation d'éguivalence entre espaces analytiques
généraux. Ia dimension d'un espace analytique général connexe est inva-
riante par isomorphisme. (Cf. coroll. de la prop. 1.)

Si B est une variété analytique-complexe, 1'espace &p est évi-
demment un espace analytique géngral. On verra, dans l'exposé suivant,
qu'il en est de méme, plus géhéralement, de 1'espace F,: espace des germes

B
de sous-varietes analytiques (non vides), principales ou non.
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3. Fonctions holomorphes sur un g§§@§“g19§pace analytique gé@éyg}.

espace anal. gén. E et d'un a € E. Deux germes (E, a) et (E', a') sont
équivalents s'il existe un isomorphisme d'un ouvert U contenant a sur un
ouvert U' contenant a', cet isomorphisme envoyant a en a'. Tout germe
d'espace analytique général est donc équivalent & un germe (U, a), od U
est un ouvert d'un 6B.

Soit (E, a) un tel germe. Pour chague ouvert U de E contenant
a, considérons 1'anneau A(U) des fonctions holomorphes (scalaires) dans U.

Ia limite inductive A des A(U) s'appelle 1'anneau des fonctions holo-

morphes sur le germe (E, a). Toute fonction holomorphe sur le germe est
donc définie par une fonction holomorphe dans un ouvert contenant a; une
fonction‘ f définie dans un ouvert U et une fonction f' définie dans
un ouvert U' sont identifides si elles cozncident dans tout un voisinage
de a.

L'anneau A des fonctions holomorphes sur un germe est un anneau
ql}npégrité (anneau commutatif avec &lément unité, sans diviseur de zéro).
En effet, si f et g sont des fonctions holomorphes sur le germe, et si
leur produit fg est identiquement nul au voisinage de a, 1'une au moins
est identiquement nulle au voisinage de a (conséquence du fait que E est
localement connexe, et du th. 7 de 12).

C désignant toujours le corps des nombres complexes, on a deux

homomorphismes d'anneaux ¢ et e:

¢ & 5o

dont 1le composé est 1'identité: ¢ associe b chaque c¢ € C 1a fonction
constante égale & c; € associe & chague fonction holomorphe sur le germe
(E, a) sa valeur au point a. (ILa donnée de deux tels homomorphismes o
et e définit sur 1l'anneau A ce qu'on appelle une structure de C -alge-
bre augmentée.)

On peut, dans certaines conditions, definir une fonction holomor-

- -, 7 . . ~ ~ . .
phe d'elements de A. D'une fagon précise, associons & chaque systéme fini
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(f .o fk) d'éléments de A, 1l'anneau H des fonctions de k variablés

10
complexes, holomorphes au point e(fl),..., e(fk). 31 h € H, la fonc-
tion composée h(fl,..., fk) est une fonction holomorphe sur le germe, donc
un &lément de A. Ainsi, £iseees ) &tant donnés, on a une application
h.—’h(fl,,..,ifk) de 1l'anneau H dans 1l'anneau A, qui est visiblement un

homomorphisme d'anneaux satisfaisant aux conditions suilvantes:

E(O(fy, ey £)) = BCE(E)),een, o(5))
h(e(c ), .., ole,)) = olhle ..., ¢))s
si h est une constante x, h(fl,..., fk) est la constante o(\)
(r) si la fonction h(xl,..., Xk) est la i-i2me coordonnée X5
h(fy,..., £) est ggale a £

si h est une fonction composée g(u o um), alors

EE
h(fl,..., fk) = g(ul(fl,..., fk)’°°" um(fl,..., fk))'

Définition 5. On appellera anneau analytique un anneau d'intégrité

A muni de deux homomorphismes ¢ et e comme ci-dessus (tels que eo@
soit 1'identitd), et dans lequel sont définies les fonctions holomorphes
d'eléments de A dans les circonstances expliquées ci-dessus, de maniere
que soient satisfaites les conditions (TI').

Dans un anneau analytique, les &léments non inversibles sont les
a tels que e(a) = 0. En effet, si e(a) = 0, a n'est pas inversible;
réciproquement, si e(a) # 0, montrons que a est inversible: on a alors
a=o(c) +a', avec ¢ #0 et e(a') = 0. Considérons la fonction h

d'une variable x, holomorphe & 1'origine

h(x) = % (-1)P Xp/cp+l
p>0

D'aprés les hypothdses faites sur A, h(a') est défini comme &1ément de A,
et le produit a-h(a') est o(1), c'est-d-dire 1'é1ément unité de 1'an-
neau A.

On voit qu'un anneau analytique est un anneau local (anneau dans
lequel 1les éléments non inversibles forment un idéal). Cet ideal 1 est

le noyau de 1'homomorphisme €.
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Soient domnes deux anneaux analytiques A et A'. Un homomor-

phism@ F de A dans A' est une application qui est un homomorphisme

pour les structures d'anneau, compatible en outre avec les applications
9, ¢ et o', €', et tel enfin que si h est une fonction holomorphe de

k variables au point s(al),..., e(ak) (1les a; étant dans A), on ait
h(F(al),..., F(ak)) = F(H(al,..., ak)).

En particulier, on a la notion,d'isomorphiggg de deux anneaux analytiques.
Revenons aux germes d'espaces analytiques generaux. Soilent (E, a)
et (E', a') deux tels germes, A et A' les anneaux associés. Il est
clair qu'une application analytique de (E, a) dans (E', a') (envoyant a
en a') définit un homomorphisme de 1'anneau analytique A' dans 1'anneau
analytique A. En particulier, un isomorphisme de (E, a) sur (E', a') dé-

finit un isomorphisme de 1'anneau A' sur 1'anneau A.

@héor%m§ 1. Soient (E, a) et (E', a') deux germes d'espaces analy-
tiques généraux, A 1'anneau des fonctions holomorphes sur (E, a), A" 1l'an-
neau des fonctions holomorphes sur (E', a'). Si F est un isomorphisme
de l'anneau analytique A' sur 1'anneau analytique A, il existe un iso-
morphisme du germe (E, a) sur le germe (E', a'), et un seul, qui donne
naissance & F,

Ce théordme prouve que 1'isomorphie des anneaux analytiques asso-
ciés aux germes (E, a) et (E', a') est nécessaire et suffisante pour 1'iso-
morphie de ces germes.

Démonstration: cherchons une application analytique ¢ de E
dans E', définie au voisinage de a, et envoyant a en a', de maniére que,

pour toute f holomorphe dans E' au voisinage de a', on ait
(1) F(f) = fo® au voisinage de a.

Une fois prouvée 1'existence et 1'unicité d'une telle @ , on pourra raison-
. . . -1 - '

ner de méme pour 1'isomorphisme ré01proque F7, ce qui donnera un &' ; et

o' od® sera 1'application identique de (E, a), &-@' sera 1'application iden-

tique de (E', a'); donc @ sera bien un isomorphisme.
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Représentons E comme ''espace des paramstres" &(V) de la sous-
variété principale V définie, au voisinage de 1'origine dans 1'espace
(z, Xyseees Xk), par une équation

P(z; Xyseees Xk) =0,
ol P est un polynome distingué irréductible. Soit o 1'application
canonique de &(V) sur V. Les coordonnées Zy Xyseees X de 1'espace am-
biant de V sont des fonctions holomorphes dans E', nulles au point 4,
qui définissent l'application canonique p de &(V) dans le sous-ensemble
V de 1'espace ambiant. Les fonctions transformées de Zy Xyse-e5 X AP
1'homomorphisme F sont holomorphes dans E, nulles au point aj; elles
appliquent E dans la sous-variété V. Si on applique la condition (1)
en y remplacant successivement f par 2z, Xyseess Xy ON trouve que 1'ap-
plication Composée po ® €8t connue, et que c'est une application analyti-
que. Ceci détermine sans ambiguité la valeur de ® aux points b € E
tels que p(®(b)) soit un point de V ou le discriminant A du polynOme
P est # 0. Or ces points sont ceux ou la fonction F(A), gui est holomor-
phe et non identiquement nulle sur E, est nulle. Ainsi & est définie
et analytique aux points b de E ou F(A) # 0; en ces points, (1) est
alors vérifiée pour toute f holomorphe sur E' (voir n° 5).

I1 reste & vérifier que @ se prolonge par continuite aux autres
points de E (voisins de a), la relation (1) étant alors remplie par pas-
sage S la limite. Or la fonction pe® se prolonge par continuité; donc,
si un point b de E tend vers by, ®(b) ne peut avoir pour points d'ac-
cumulation que ceux de 1'image réciproque o™t ae p(@(bo)), Jui sont en
nombre fini. Il résulte du th. 6 de 12 (locale connexion) que @(b) a un

. . . N .
limite. Ceci acheve la démonstration.

L. Structure de 1l'anneau les fonctions holomorphes sur un germe
d'espace analytique général.
Supposons ce germe défini par une équation

P(z; b S Xk) = 0,
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P étant un polynbme distingué en =z, irréductible & 1'origine. Ainsi le
germe (E, a) est défini par 1'espace E = &(V), V désignant la sous-variété
d'équation P = 0, et a étant 1'origine. Soit p le degré du polynbme P.

L' anneau H(Xl,..., Xk) des fonctions holomorphes 3 1'origine est
un anneau d'intégrité; soit K son corps des fractions (fonctions mé>omor—
phes a 1'origine). Ie polynsme irréductible P(z), a coefficients dans K,
permet de faire 1l'adjonction & K d'une racine § de P: soit K(¢) le
corps ainsi obtenu. Dans ce corps on a la notion d'élément entier sur 1'an-
neau H(xq,..., x.): c'est un Element de K(t) qui est racine d'un poly-

nome unit@}yq a coefficients dans H(Xl,..., Xk)’ polyngme qu'on peut sup-

poser irréductible parce que 1'anneau H(xyseees Xk) est factoriel (11,
th. 1). Il est clair que ¢ est un tel entier.

Les éléments de K(¢) entiers sur H(xy,..., x,) constituent un an-
neau 4'intégrité @, qui contient H(Xl,..., Xk)’ et est }g@égyal@mggp clos
(i.e., si un élement du corps des fractions, qui ici est K((), est entier
sur @, il 1l'est déja dans Q).

D'apres un théoréme classigue, tout élément a € @ a la forme
Q(e)/P' (L), ol Q est un polynome de degré p — 1 au plus, & coefficients
dans H(Xl,..., XK); un tel Q est unique.

Rappelons rapidement la démonstration: pour B € K(¢), soit Tr(B)
la somme des conjugués de B par rapport & K. Si «a € @, Tr(cha) est
entier, donc est dans H(xl,..., Xk)’ soit Tr(@ha) =u, pour h =0,...,

p-1. On a
P(z)
z— ¢

= 2P b ()P e e ()

les bi(i) étant des polyndmes de degrés < p-1, & coefficients dans H(Xl:
P Xk). Dans cette relation, remplagons 2z successivement par ¢ et
ses conjugués, puis sommons; il vient

oP'(£) =u, g * Dy (Du, p + D

et le second membre est un polynome Q(¢) de degre < p-1. L'unicité de Q
est évidente, car si Q(¢) = o, Q,étant de degré < p-1, Q est identiquement

nul, puisque le polynome minimal P de ¢ est de degré P.
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Ies éléments de K(t) gui ont la forme Qe) forment un module

P'(¢)
(1ibre) de type fini sur 1'anneau noethérien X(x;,..., x) - L'anneau @&
est un sous-module de ce module, donc est aussi un module de type fini sur
H(xl,..., Xk). Tout sous-module de (&, comme module sur H(Xl,..., Xk) est
de type fini, et a fortiori est de type finl comme ({-module: ceci prouve

que @ est un anneau noethérien.

Théoréme 2. L'amneau @& précédemment défini est canoniquement
isomorphe a l'anneau A des fonctions holomorphes sur le germe 4'espace
analytique défini par 1'équation P(z, Kyseeos Xk) =0 & 1l'origine.

Définissons une application o= f,de 1l'anneau ®@ dans 1'anneau
A: chaque we @ s'éerit Q(L)/P'(t), Q étant de degré < p-1; la fonction
Q(z) /P' (2) est holomorphe aux points Eé%El}§f§ de &(V) ou P'(z) # o, et
elle se prolonge par continuité a tous les autres points de &(V). En ef-
fet, si a est racine d'un polyriome unitaire R(a), on a R(Q(z)/P'(z))= o
sur 1'espace §&(V), donc, lorsqu' un point M de &(V) tend vers un point
My 5 Q(z)/P'(2) ne peut avoir gu'un nombre fini de valeurs d'accumulation;
de 1& on conclut que Q(z)/P'(2z) a une limite, en vertu du th. 6 de 12.
Ainsi Q/P' définit une fonction holomorphe sur &(V) au voisinage de
1l'origine. C'est cette fonction f, € A que nous associerons a 1'entier
algébrique «a € @. On va montrer que 1'application a — f, est un iso-
morphisme de 1'anneau @ sur 1l'ammeau A. Tout d'abord, cette applica-
tion est évidemment C-linéaigg. Elle est biunivogque, car si la fonction
Q(z)/P' (2z) est identiguement nulle, Q(z) est nul aux points od P'(z) # 0,
points qui sont en nombre égal & p; donc les coefficients de Q(z) sont
nuls en tout point ou le discriminant A(Xl,..., Xk) est # 0, et aussi aux
autres points par continuité. Il en résulte que 1'élément Q(¢)/P'(L) = «
est nul. L'application a-ﬁ'fa applique @®@ sur A; en effet, un raisonne-
ment analogue a celui du bas de la page 9 montre que toute fonction f
holomorphe sur &(V) satisfait & une relation de la forme P'(z)f = Q(z),

Q etant un polyndme de degré < p-1, et a une relation
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R(f; Kyseons xk) = 0, R étant un polyngme unitaire (voir prop.2, page 11).
Enfin, 1'application o — f, est multiplicative: car si 1l'ona f =
Qe(z)/Ql(z) aux points ou Qi(z) #0, ona o= QQ(Q)/Qi(C) et récipro-
quement .

Ceci achdve la démonstration du théordme 2.

Remarque: 1"isomorphisme de @ sur A prouve que A, comme mo-
dule sur le sous-anneau K(Xl,..., Xk), est engendré par un nombre fini
d'é1éments, qu'on peut supposer nuls & 1'origine. Tout €lément de A
s'écrit donc comme fonction holomorphe h(yl,..., ym), h étant une fonc-
tion de m variables holomorphe i 1'origine, et les Vi étant des &léments
de A appartenant & 1'idéal I (noyau de 1'homomorphisme e; cf. ci-dessus,

p. 6). Ainsi A est isomorphe & un quotient de 1'anneau des fonctions

holomorphes (2 1'origine) de m variables, Eﬁgﬂgg_}déé} 5 qui est néces-

sairement premier (puisque A est un anneau d'intégrité). Rappelons

d'autre part que A QEE“}QPégralement clos.

5. Quelques compléments.

Au cours de la démonstration du théordme 2, p. 10, on a eu besoin
du résultat suivant:

Proposition 2. Soit V 1la sous-variété analytique d'équation
P(25 Xy5eee, Xk) =0 (P polyndme distingué & 1'origine, de degré p.

31 f est holomorphe sur &(V) au voisinage de 1'origine, il existe un

polyﬂame unitaire R, a coefficients holomorphes en Xx.,..., X tel que

1 k’
R(f) = 0. De plus, le produit P'(z)f est égal & un polyndme Q(z) (2
coefficients holomorphes en x;,..., Xk), de degré < p-1en z.

Soit un point (Xl,..., XK) voisin de 1'origine, et tel que le
discriminant A(Xy,..., Xk) de P(z) soit #o. L'équation P(z) =0 a
alors p racines distinctes, auxquelles correspondent p valeurs de f.

Les fonctions symétriques &1émentaires de ces p valeurs sont des fonctions
holomorphes de Xiseoes Xies bornées, aux points ou A # 0; donc elles se

. - 1+ \ - . -
prolongent sux points ou A = 0. Ainsi f est racine d'un polyndme uni-
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taire R & coefficients holomorphes en Kyseeos Xy et ceci démontre la
premiére partie de la proposition.

De méme, si un point (xy,..., %) n'annule pas A, considérons
la somme des valeurs de th aux p points de V ayant ces coordonnées
Xyseoos Xy o Ce sont des fonctions uh(xl,..., xk), holomorphes meme aux
points ou A = 0. En raisonnant comme au bas de la page 9, on en conclut
que P'(z)f est un polynome Q(z) de degred < p-1, & coefficients holo-
morphes en Xiseaes Xk.

Nous sommes en mesure d'achever un raisonnement de la fin du
n° 3: il s'agit de prouver que si la relation (1) F(f) = fod® est vérifiée
lorsque f est 1'une quelconque des fonctions 2z, Xyseeor X (1) est
vérifide pour toute fonction holomorphe sur E' = &(V), au voisinage du
point a' pris pour origine. Or (1) est vérifiée si f est une fonction
holomorphe de Xyseees Ko puisque F est un isomorphisme pour les struc-
tures d'anneau analytique. Donc (1) est vraie si f est un polynOme en
Z, é coefficients holomorphes en Kiseens Xk. Soit maintenant £ une
fonction holomorphe quelconque sur le germe (E', a'). En vertu de la
prop. 2 ci-dessus, on a P'(z)f —Q(z) = 0, Q étant un polyndme; puisque

F est un homomorphisme d'anneaux, on a donc
F(P'(2))-F(f) = F(Q(2)), d'ol F(P'(2)) (F(f) — fe®) = o,
et comme 1'anneau étudié est un anneau d'intégrité, on conclut bien
F(f) — fc® = oO.

Remarque finale: avec les notations du th. 2, 1'isomorphisme de

A sur @ définit sur @ une structure d'anneau analytigque. En fait,

cette structure est entidrement déterminée par la structure d'anneau ana-
lytidque du sous-anneau B8 de @, formé des fonctions holomorphes en Xiseeo
x,. En effet: tout d"abord, 1'homomorphisme & est uniquement déterminé
par la condition de s'annuler sur les £1éments non inversibles de 1'anneau
@. D'autre part, si on a des éléments ai de (@, et si h est une fonc-

tion holomorphe au voisinage du point (e(ai)), 1" é1lément h(al, ag,...)



13-13
est bien déterminé par la connaissance des 035 car, par division, on daé-
termine un polynﬁme par rapport aux ai (8 coeff. holomorphes en Xyseees
Xk) qui est égal, dans 1'anneau (@, a h(oi’ ag,...): cela tient a ce que
chaque oy annule un polynome unitaire g coeff. holomorphes en Kyseees X

(d'apres la prop. 2).

6. Un théordme fondamental sur les anneaux analytiques.

Soit A un anneau analytique (déf. 5, p. 6). Soit I 1'idéal
des éléments non inversibles; pour tout sous-espace vectoriel V de I
(il s'agit d'espace vectoriel sur le corps C des scalaires), soit [V] 1le
sous-anneau analytique de A engendré par V, c'est-a-dire 1'ensemble des

é1éments de A qui s'écrivent comme fonction holomorphe d'éléments de V.

Théoréme 3. Soit A un anneau analytidue jouissant de la.pro-
priété suivante: 1'idéal I contient un sous-espace vectoriel V de di-

mension finie, tel que A soit contenu dans la cloture intégrale du sous-

anneau analytique [V] engendré par V. Soit A cette clOture intégrsle,
gqui est aussi la clOture intégrale de A. Alors la structure d'anneau ana-
lytique de A se prolonge d'une seule manidre en une structure d'anneau
analytique sur A, et il existe un germe d'espace analytique général (E, a)
tel que A soit isomorphe (comme anneau analytique) & 1'anneau des fonc-
tions holomorphes sur ce germe. Un tel germe est unique 3 une isomorphie
pres.

L'unicité du germe résulte du théoréme 1. Pour démontrer son
existence, introduisons la notion de sous-espace gé@éﬁ%EEE? V: un sous-
espace vectoriel V de 1'idéal I est dit géhéfateur si A est contenu
dans 1'anneau des entiers d'une extension algébrique finie de 1'anneau [V].
Les hypothSses du th. 3 impliquent 1'existence d'un sous-espace générateur
de dimension finie. D'autre part, un sous-espace V sersg dit analytique-
ment libre si pour toute fonction holomorphe (a 1'origine) h telle que
h(al,..., an) =0 dans A (avec a; € V), les a; sont lindairement dé-

pendants, ou bien h est identiquement nulle. Montrons le
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Lemme. Tout sous-espace générateur de dimension finie contient

un sous-espace géhérateur analytiquement libre.

En effet, solt V un sous-espace générateur de dimension finie.
Si V n'est pas analytiquement libre, il existe un systéme fini d'&léments
Byseees B constituant une base de V, et une fonction h de n variables,
holomorphe a 1'origine et non identiquement nulle, telle que h(al,..., an)
- 0. D'aprés le théoreme de Weierstrass (cf. prop. 4 et th. 1 bis de 1l'ex-

posé10), on peut choisir une autre base de V (que nous appellerons en-

COTE  8qs.-s an), de mani€re gque 1'on ait une relation
Plays 15005 a5 1) =0,
P étant un polynSme distingué en a, (& coefficients holomorphes en 81seens

8, 1 appartenant tous, sauf celul de la plus haute puissance de a5 a
1'idéal I). Donc 1'élément a, cst entier algébrique sur 1'anneau [V'],
en notant V' le sous-espace vectoriel de I engendré par 8iseees 8y -
Ainsi le sous-espace V' est engendrant. Si V' est analytiquement libre,
le théordme est démontré; sinon, on recommence sur V' ce qui a &té fait
sur V. Ces opérations ont une fin, car les dimensions des espaces vec-
toriels vont en décroissant. On arrive donc nécessairement & un sous-es-
pace engendrant et analytiquement libre.

Ie lemme étant ainsi prouvée, soit (al,..., ak) une base d'un es-
pace V engendrant et analytiquement libre. Ie sous-anneau [V] est iso-

morphe & 1'anneau ¥H(x - Xk), auquel nous 1'identifierons. Ainsi A

10
est contenu dans 1'anneau des entiers d'une extension algébrique finie de
R(Xl,..., Xk). D'apres le "théoreme de 1'&lément primitif,'" cette exten-
sion peut 8tre obtenue par adjonction d'un unique é1€ment ¢, qu'on peut
supposer dans I; ¢ sera racine d'un polyndme irréductible P(z), & coef-
ficients dans H(xl,..., XK); P est un polyndme distingué.

On voit que la cldture intégrale A s'identifie 3 1'anneau noté
@ au n° b4, anneau qui (en vertu du th. 2) est isomorphe a 1'anneau des

fonctions holomorphes sur le germe defini par 1'équation

P(z; Xyseees Xk) = 0.
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Cet isomorphisme de A sur @ permet de transporter 3 A 1la structure

d'anneaq“§nalytique de @; elle prolonge la structure d'anneau analytique

de A. C'est, sur K} la seule structure d'anneau analytique prolongeant
celle de A; car 1l'image de A dans @ contient le sous-anneau analyti-
que K(xl,..., Xk)’ et on a vu (p. 12, "remarque finale') qu'il existe sur
@ une seule structure analytique prolongeant celle de H(Xl,..., Xk).

Ainsi le théordme 3 est entiérement démontre.

On observera que 1l'entier k est égal & la dimension du germe
d'espace analytique associé & 1'anneau A. C'est un invariant de 1'anneau
analytique A, analogue au 'degré de transcendance' pour un anneau d'inte-
grité ordinaire.

Corollaire du théoréme 3. Pour qu'un armmeau analytique A soit

isomorphe & 1'anneau (analytique) des fonctions holomorphes sur un germe
d'espace analytique, il faut et il suffit que A soit intégralement clos,
et que 1'idéal I des &léments non inversibles contienne un sous-espace
vectoriel V, de dimension finie, tel que A = [V].

En effet, ces conditions sont suffisantes, en vertu du théoreme 33

7/ - -~ .
elle sont nécessaires, d'aprés la remarque finale du n°® k.

7. Exemples simples de germes d'espaces analytiques.

Tous les germes de dimension un sont isomorphes. En effet, un

tel germe peut etre défini par une éduation P(z; x) =0, P étant un poly -
néme en 2z, distingué et irréductible. Soit p 1le degré de P; il est
immédiat que si 1'on pose x = yp, z s'exprime comme fonction holomorphe
f(y) & 1l'origine. Si & la variable y on associe le point x = yP,
z = f(y), on définit un isomorphisme du germe défini par C (variable ¥,
au voisinage de 1'origine) sur le germe défini, dans 1'espace (x, z), par
1'équation P(z; x) = 0.

Le germe de dimension 2, défini par 1'équation

2 2 .
z7 =X + y2 dans 1'espace de 3 variables X, y, z,

. R Le 2 R
n'est pas isomorphe au germe défini par 1l'espace € (avec 1'origine pour
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point privilégie). En effet, dans la représentation paramétrique clas-
sique Xx = u2-v2, y = 2uv, 2z = wr v2, chajue point du germe (sauf
1'origine) est obtenu deux fois, pour (u, v) et pour (-u, -v). Ceci met
en évidence une propriete topologigue du germe muni de son point privi-
legie (1l'origine x =y =2 = 0): si on enléve le point privilégié, le
groupe d'homologie de dimension un a un élément non nul d'ordre 2. Or
cette proprieté topologique n'appartient pas 4 1'espace C2 privé de
1'origine. A cbOte de cette démonstration topologidue, en voici une al-
gébrique, qui consiste a montrer que 1'anneau A des fonctions holomorphes
sur le germe 22 = X2+ y2 n'est pas isomorphe (comme anneau analytique) a
1l'anneau H(u', v') des fonctions holomorphes de deux variables au voisi-
nage de 1'origine. En effet, par la représentation paramétrique, les fonc-
tions holomorphes sur le germe s'expriment comme fonctions holomorphes de
u et v, invariantes par symétrie; A est donc isomorphe au sous-anneau
(analytique) de H(u, v), formeé des séries convergentes dont tous les ter-
mes sont de degre pair. Ce sous-anneau n'est pas analytiquement isomorphe
a H@', v'), sinon il serait analytiquement engendré par 2 éléments; en
particulier, tout polyn8me homogéne de degré 2en u et v serait com-
binaison lineaire de 2 tels polynSmes, ce qui est absurde, puisque les
polynames homogénes de degré 2 forment un espace vectoriel ayant une base
fermée de 3 &léments ug, uv, V2.

Egzg, Les questions aborddes dans cet Exposé 13, ainsi que dans le suivant,
étaient loin d'avoir atteint un état satisfaisant lorsque ce Séminaire a

été fait en 1952. Ces questions sont d'ailleurs reprises dans le Séminaire

1953-5L, sous une forme qu'on espére meilleure.



