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Séminaire H. CARTAN,

E.N.S., 1950/51 . Topologie algébrique.

HOMOLOGIE DES GROUPES. IV : Homomorphismes
de T -complexes, applications.
(Exposé de H. CARTAYN, lc 11,12,1950)

1,~ Homomorphismes d'un complexe TT—_];,ibro dans un complexe acycligue.-

Théoréme.~ Si C et C' gont deux Ti-complexes, dont le premier C est
Ti-libre, et le second C' acycligue, il existe un homomorphisme permis de
C dans C' . Si en outre f et g sont deux homomorphismes permis de C

dang C' , f et g sont homotopes.

D'abord, la définition d'un homomorphisme permis : un homomorphisme 4'un-
Ti-complexe C dans un Ti-complexe C' est permig s'il est compatible avec
les opérateurs de T{ , conserve les degrés est compatible avec les opérateurs
"bord" d et d' , ainsi qu'avec les augmentations ¢ et &' . Autrement dit,

c¢'est une collection de T7-homomorphismes f £l 5 oee s donnant lieu &

o 3
un diagramme commutatif

d
£ <t & -2 «d
0 z Lo 0 20, .o 30 ...
! fo fl f2 lfq
\y H | !
o \, dj ' a3 dq '
O . mmand Z i CO -é.-— CI L —— 02' PP \‘———- Cq ece

ou l'homomorphisme vertical Z ——» Z est i'application identique.

Nous allons montrer l'existence d'un tel homomorphisme f lorsque C
est Ti-libre et C' acyclique ; puis nous définirons la notion d'homomorphis-

mes homotopes et établirons alors la deuxi®me partie de 1'énoncé du théoréme.

Existence de f : 1'homomorphisme Co —» Z applique Go dans un quo-
tient de C! (puisque C! —» Z est gur) ; comme C_ est T-libre, cet

homomorphisme se factorise en C  —= Cl —s Z . Ceci définit f_ .

£, étant ainsi choisi, £, d; applique C, dans C/ , et plus précisé-
ment dans le noyau de Cé —= 2 (puisque, dans la premidre ligne du diagram-
me, le composé de 2 homomorphismes consécutifs est nul). Comme la seconde
suite horizontale est exacte, 1'homomorphisme Cq —> Cé envoie C; dans
un quotient de Ci ; et puisque C1 est M-libre, il se factorise en
C; — 0 —= C! . Ceci définit f; + On pourra ainsi, de proche en proche,

choigir f, , f3 s ete. . Cecl démontre la premiére partie du théoréme.
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Soient f et g deux homomorphismes permis d'un T -complexe C dans un
il-complexc C' . On dit que f et g sont homotopes s'il existe un
Tl ~homomorphisme k de C dans C' , qui augmente le degré de un, et est
tel que
(1) f-g=d%k +kd .
Nous allons montrer que si C est Ti-libre, et C' acyclique, un tel homo-
morphisme k existe toujours. La recherche de k revient & celle de Ti-homo-

morphismes kO 8 C - Ci 5 kl s CI"*’ Cé s etes , tels que

o]

fo -8y = di ko , fl -8 = dé k1 + ko d1 s otc.

On va montrer la possibilité de définir, de proche'en proche, k k1 5 seo

o} 9
D'abord, fo - &, applique Co dans le noyau de Cg -—> 4 , donc dans
l'image de Ci.m_; Cé § comme CO est Ti-libre, on peut factoriser 1'homo-

morphisme C0 _;;, Cé en kO $ Co —_— Ci et di : Ci —_—> Cé « Une fois

k, @ainsi choisi, on va chercher k, de manisdre que

(2) a5k, =t g -k d .
Pour ccle, on observe d'abord que dj(f; - g;) =(f, - g,) dy » puisque f et
g sont des homomorphismes permis. Remplagant f_ - g, par dj ko s on trouve
di(fl - g - kg dl) = 0 . L'homomorphisme f; - g, -k d; applique done C,

dans le noyau de C] — Cé s c'est-a-dire dans 1l'image de Cé . Ci 3
et comme C, est Ti-libre, on peut factoriser C; —> O} en ky : Cp—> G

et d) 3 6} —» C] . Ceci démontre (2) .

On pourra continuer ainsi de proche en proche. Le théordme est donc
complétement démontré,
Corollaire.- Soient C et C' deux "-complexes. Si C est Ti-libre

gt C' acyclique, alors, pour tout groupe abélien A o T opére & droite,

on & un homomorphisme, déterminé de manidre unigue,

H(A®GC) — H(AxC') .
a & q

De _méme, pour tout groupe abélien A ob T opere & gauche, on a un_ homomor-

phisme, déterminé de manidre unique,
HQ(HomT(C', 4)) —» HY(Hom (C , 4) .
i “)

(Ces homomorphismes sont définis par n'importe quel homomorphisme permis
de C dans C'; deux homomorphismes permis définissent le méme homomorphisme,

parce qu'ils sont homotopes).
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2.~ Premiére application : ol 1'on retrouve les théordmes d'unicité du premier

exposé.
Soient C et C' deux iT-complexes, 'l-libres et acycliques. Soit f

un homomorphisme permis de C dans C' , et f' un homomorphisme permis de
C' dans C . Le composé f'f est un homomorphisme permis de C dans C ;
il est donc homotope & l'application identique. 8i 77 opére & droite dans A ,

f et f' définissent des homomorphismes

H(Ax®C) ~2> H(4%0C) e H(Ax%C')—s H(AxC) ,
a T q 7 q Tv a g

d'ailleurs indépendants du choix de f et de f' , qui sont des isomorphis-
messur, puisqu'en les composant on trouve l'identité. Ceci explicite 1'isomor-
phisme de la théoric de l'homologie de 1T donnée par C , sur la théorie de
l'homologie de T donnée par C' (ef. I ; p.2, théoréme d'unicité).

Plus généralement, soicnt 71 et Ti' deux monoides avee élément neutre

o)

(e , resp., ¢" ) . Soit ¥ un homomorphisme de TV dans s tel que

(((e) = e' , Soit C un T-complexe, Tl-libre et acyclique ; soit C' un

T'-complexe, T1'-libre ot acyclique. Considérons, sur C' , la structure de
M-module définie par « (d'unc manidre générale, si B est un 7i'-module &

gauche, ¢ définit sur B une structure de 7i -module & gauche :

(s , b) — (‘:(s).b pour se¢™ , be&B ;
idem pour un f1i'-module & droite). D'aprés le théoréme du numéro 1 , il existe
un Ji-homomorphisme permis f de C dams C' (considéré comme T -module).

Alors, si A est un 7'-module & droite, on obtient um homomorphisme
H(A%C)— H(AxC")
Qa° « QA

indépendant du choix de f . Cet homomorphisme satisfait & toutes les condi-
tions du "théoréme d'unicité" de 1 (pages 2 et 3) , comme le lecteur le véri-

fiera aisgément.

En particulier, puisque H (AvksG) s'identifie & H (“’ A) , et
H (A.oeC ) a H (W” A) , on v1ent d'obtenlr une nouvelle définition de
l'homomorphlsme
Hq(?r, A) s Hq(Tr; A)
défini par un homomorphisme 4 de M dans ' (A étant un iT'-module &

droite, sur lequel « définit alors une structure de W-module & droite).

Les résultats sont analogues pour la cohomologie, sauf que A doit étre

un 7i'-module & gauche, et que les homomorphismes changent de sens
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KA1, A) —s HY7T, 4) .

3.~ Douxiéme application : revétements.-

Soit, comme dans 1'expogé 3, un espace topologique X connexe par arcs
et admettant un_revétement simplement connexer ., =
ot localément commexe, /6t soit Y un revetement de X defini par un groupe
7 s quotient du groupe fondamental de X . On ne fait aucune hypothése sur
1'homologie da. Y . Le complexe singulier C de Y est Tfi-libre ; soit OC'
un Ti-complexe, Tr-libre et acyelique. D'aprds le théoréme du numéro 1 et

‘son corollaire, on & des homomorphismes, bien déterminés :
H (b 0) —> H(h®C) o HY(Hom,_(C' , 4)) —= H(Hom (C , A)) .
Ici, cela donne 3
(3)  H(X, 8 — B (W, 4) ‘et B, &) —> HYX , 4)

ou Hq(X s &) et HYX , A) désignent 1'homologie et la cohomologie de
1'espace X & coefficients locaux A (dans lequel le groupe Ti opeére a

droite, resp. & gauche).

Les homomorphismes (3) sont fondamentaux., Lorsque l'espace Y est
acycligue, 7 étant le groupe fondamental de X , ce sont des isomorphismes

sur, comme on l'a vu dans 1'Exposé 3,

Prenons pour C' 1le "complexe homogéne" du groupe i . On va expliciter
un homomorphisme permis C —s. C' , qui donne naissance aux homomorphismes
(3) . Dans chaque classe d'équivalencé de Y suivant T , cholsissons un
point ; alors tout point y de Y définit un élément de 77 , & savoir celui
qui améne le représentant de la classe de y , dans le point y . Un simplexe
singulier de Y , de dimension p , définit alors une suite (sO s eee g sp)
d'éléments de 77 : ceux qui correspondent & ses p+l sommets. A chaque
élément de la base de C on associe ainsi un élément de la base de C' , et il
est immé@iat que ceci définit un homomorphisme permis. Il donners bien naissan-
ce aux homomorphismes (3) (le résultat obtenu est donc indépendant du choix

_des représentants dans les classes d'équivalence de Y suivant T ) .

4.~ Troisiéme application : produits en cohomologie. -

Soit T un monadde aveec élément neutre ; soit 77' le monoide-produit
T x T . Soit ¢ 1'homomorphisme "diagonal" de Tr dans T x 7 , défini
par
¢ (s) =(s,8) .

Si C est un [T -complexe, T/ -libre et acyclique, C ® C est unm
Z



4-05
' ~complexe, TT'-libre et acyclique (cf Exp.3p.3). L‘'homomorphisme ¢ définit
sur C & C une structure de T -module ; comme Tl-complexe, G%C reste

acyclique ; donc (théoréme du numéro 1) il existe un T -homomorphisme permis

f1 C—s C®C .
Z
I1 est bien déterminé & une homotopie pres.

Soient alors A et B deux ‘! -modules & gauche ; le produit tensoriel

Ix%?f3 est un 7i'-module & gauche, mais ¢ définit sur A(%}B une structuare
de T -module & gauche, & savoir s
s.(a % b) = (s.2) ® (8.D) .
On a évidemment un homomorphisme canonique
(4) Hom (C , A) oz< Hom_(C , B) —> Hon (C %c , A § B) |,
qui conserve le degré et est compatible avec les opérateurs “cobord" (le

"cobord" a été défini, dans un produit tensoriel de groupes abéliens gradués,

&4 la maniére habituelle). Mais l'homomorphisme f définit

(5) HomTr(C .%;,c , A % B) —> Hom (C , A gsZoB) .

En composant (4) et (5), on obtient un homomorphisme qui, en passant 2 la

cohomologie, donne 3

(6) EP(ir, A) 5 YT, B) —s BPYI(T, & % B) .

Ce dernier homomorphisme est indépendant du choix de f . Clest lul qui défi-

nit une "structure multiplicative" dans la cohomologie de T7 .

On peut donner de (6) une interprétation légérement différente : pour
deux monoides T et X , un 7l-module A et un » -module B , on a un

homomorphisme canonique, ¢vident ¢

(7)  EP(m, a) % HY(X, B) ~—s BP™(Tx %, & % B)

supposons alors que X =17 ; par l'application diagonale de Y dans

\

n X X, on aun homomorphisme

(8)  H'Usrxii, A ®B) —s BT, A ® B) , oi A &B est considérd
: z

[N

comme T-module dans le dernier groupe de cohomologie. En composant les homo-
morphismes (7) (ot X = 77) et (8) , on obtient (6) .
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A et B étant donnés, soit E un troisiéme T -module & gauche ; se
donner un ¥ ~homomorphisme de A s B dans E , revient a se donner une appli-

cation bilinéaire - de A x B dans E , telle que

(9) /(s.a , 8.b) =s,y(a , b) pour s¢7 , acA, beB,
Alors (6) définit un homomorphisme

HP(rc, A) s BY(T, B) —» B'Ym,E), .
Z

Plus particulidrement,: soit A un anneau (associatif ou non) dans
lequel opsre T ; alors la cohomologie H' (17, A) se trouve munie d'une
structure d'anneau gradué. On vérifie aisément que si la multiplication de A

est associative, celle de H*(TI, A) 1'est aussi.

Formules explicites pour la multiplication des cochaines : supposons
d'abord que C soit le complexe "non homogdne" de T (cf Exp.2).0n peut explici-
ter un homomorphisme de C dans C & C , qui donne la loi de multiplication

suivantg pour les cochaines : si f(s1 s eoe g sp) est une p-cochaine
& valeurs dans A , et g(s1 3 sos sq) une q-cochaine & valeurs dans B ,
et si ¥ est une application bilinéaire de A x B dans E satisfaisant a
(9) , le produit de f et g est une (p+g-cochafne h & valeurs dans E ,
définie par

h(Sl 5 0o e 5 Sp+q) = d”[f(sl 9 L3I ) ] Sp) 9
{8y 8y «oo sp).g(sp+1 ) eee s Sp+q)] .

Supposons ensuite que Tl soit un groupe, et que C soit le "complexe
homogéne" de W ., Si f(so s ees
une qg-cochafne, leur produit sera une (p+q)-cochaine h définie par la

formule d'Alexander-Whitney

s sp) est une p-cochafne et g(s, ..., sq)

h(sO s e ’4Sp+q) = ql[f(so s vee 5 8.) s g(sp ST

p b+q
(méme formule que pour la cohomologie des espaces topologiques).
I1 en résulte notamment ceci : dans les hypothéses du numéro 3 ( Y revétement

de 1'espace X ) , l'homomorphisme HY(TT, &) —s H'(X , A) est compatible

avee les structures multiplicatives. En particulier, quand Y est acyclique,

et que A est un anneau dans lequel opére le groupe fondamental T de X ,
c'est un isomorphisme de l'anneau de cohomologie du groupe T sur l'anneau
de cohomologie de l'egpace X .

Enfin, signalons que si A est un anneau commutatif, la démonstration
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connue pour la cohomologie des espaces montre ici que 1l'anneau de cohomologie

H*(1r, A) satisfait & la loi d'anticommutation

vu = (--1)pq uv  pour u EHP(TT, A) et v qu('z‘T, A) .
[ef Appendice & la fin de cet exposé .

5.- Quatriéme application : produits dans 1'homologie des monoides commutatifs.-

Soit TN wun groupe abélien, ou, plus généralement, un monoide commutatif
avec élément neutre e . On a un homomorphisme canonique ¢ de M x I
dans T , & savoir

¢ (sy » s2) =8 8,

Si C est un T-complexe, Tfi-libre et acyclique, alors C >Zg C est un
(17 x T )-complexe, ( T xi)-libre et acyclique. L'homomorphisme ¥ définit
sur C une structure de (M x 7r)-complexe ; il reste acyclique, donc,
d'aprés le ‘théoréme du numéro 1 , il existe un ( 7T x T )-homomorphisme f :

%)

5 :

tel que f(sl. Cp s Spe cz) = (s1 82).f(c1 s cz) .

f peut aussi étre considéré comme un Ti-homomorphisme (noté encore f ) de

C%C dans C , ol les 2 membres sont considérés comme des J/T-complexes. La
*"T .

donnée d'un tel f équivaut & la donnée, sur C , d'une structure de Ti'-algd~
bre différentielle grajuée. Une telle structure existe donc toujours (d'aprés

le théoréme numéro 1).

Soient alors A et B deux MN-modules ; le produit tensoriel A X B
Ti
est un M-module (pour la loi d'opération : s.(a & b) = (s . a) b =
=a® (s . b)). L'homomorphisme canonique '

(A%0C) % (B%C) — (ARB)s(C%cC)
(IS i i R i

et 1'homomorphisme f de C &% C dans C , définissent

7

(10) (A®C)®(BxC)— (A®B) %C |,
W g T

d'ol, en passant & 1l'homologie,
11 T, A) xH (7, B) ~—> T, Ax B .
()Hp(’_)%q(’) Hp_‘.q(p’ffi.)
Telle est la loi de multiplication dans 1'homologie.

On peut donner de (1j1) 1l'interprétation suivante : pour deux monoides
quelconques il et X , un TM-module 3 droite A et un ¥ -module & droite
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B , on a un homomorphisme canonique, évident

(12) Hp( T, A) >Z< Hq(f‘< , B) —> Hp+q("ﬂ'x,>< s A E B) .

Supposons alors que T soit commutatif et X = 7 ; par l'application de

™ x T dans 71 définie par la loi de composition de 7* , on a un homomor-

phisme
dé&g) Hp+q(wxq,AoéoB)--a Hp+q( ﬂ,A%{:B) ,

oi¥le second groupe d'homologie, A % B est considéré comme M-module pour la
mn
loi

ss(laxb)=(s,a)xb=zax(s.Db) .

En composant (12) et (13) , on obtient (11), & cela prés qu'il faut encore
passer du produit tensoriel 'E a4 son quotient § . (Ne pas perdre de vue que
H]

T, étant commutatif, opére dans ses groupes d'homologie ; ef Exp. 3, Ramarque
finale p.7).

Soit E un troisi®me groupe abélien dans lequel opdre T ; une applica-
tion bilinéaire Y de A x B dans E , telle que

(14) f(sea,b)=Y(a,s.Dd)=s . y(a, b) (comparer & (9)) ,
définit, avec (11) , un homomorphisme
Tt Ty :
Hp(!., A) %;Hq(l., B) ——=> Hp+q(’ﬂ, E) .
Plus particuliérement, gi A est une Ti-algdbre (ne pas confondre avec un
anneau dans le quel opére T ) , l'homologie H(T, A) est munie d'une struc-
ture de M-algdbre gradude. Si la multiplication de A est associative, il en
est de méme de celle de H(7, A) . Si la multiplication de A est comnutative,

celle de H(T, A) satisfait & la loi d'anticommutation wu = (-1)P? uy
(ef. Appendice).

Formule explicite pour la multipliéation des_chaines ¢ prenons pour C

le complexe "non homogéne", on peut expliciter une structure de Ti-algdbre
différentielle sur C : le produit de [xl 5 eoe xp] et de [yl 5 eee yq]

est une somme de termes de la forme [Zl 5 eee s zp+q] , ot la suite

Zy s eee 5 2 est 1'une. quelconque des permutations de la suite x

yl,...,yq ,» telle que Xl""’xb q H
on affecte chaque [Z1’°”’Zp+q d'un coefficient X 1 , & la manidre habituelle.

l,ooo,xp 9
restant dans cet ordre, cinsi que Fyseeesy

pb+q

Pour avoir une formule de multiplication dans le complexe "homogéne"

quand U est un groupe abélien, il est commode de considérer une variante au
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"complexe homogéne"_: au lieu de considérer des "simplexes" (so 9 eee 3 Sp) ’
c'est-a-dire des applications de la suite (0 , I, ... , D)

dans Ti , considérer des applications d'un "cube simplicial" dans T , c'est-
a-dire des fonctions de p variables 4y 5 «eo Ap (prenant indépendamment
les valeurs O et I) & valeurs dans 7 , On définit le "bord" & la maniére
habituelle (bord d'un "cube"),‘et on fait opérer T en transformant par un
élément de T les valeurs de la fonction., Il faut en outre procéder & quel-
queg identifications (identifiér 4 0 un cube lorsque, comme fonction de

M s oves s Ap , 11 est indépendant de l'ureau moins des variables Ai ) . Cela
dit, voici la loi de multiplication que l'on peut prendre : le "produit" d'un
"eube" £} 5 een 4 Ap) ot d'un "cube" g(hy 5 ... Aq) est le "cube"

h(xl 9 ..06 9 }\p+q) :f(>\1 9 oo ,Ap)-g(xp"_l 9 ece 9 Ap."q) 9

le produit du second membre s*entendant au sens de la loi de composition des

fonctions & valeurs dans 71 .

Ne 14 on peut déduire le théoréme suivant : soit Y un groupe topologi-
gue, T un sous-groupe discret de son centre, X le groupe topologique quo-
tient de Y par T¢ ., D'aprés le numéro 3 ci-dessus, on a un homomorphisme
des homologies

(3) H(X , A) —> H(T, A) .

Mais on sait que la loi de composition du groupe X définit une structure
multiplicative dans 1'homologie H(X , A) (quand A est une algébre sur le
groupe fondamental) ; et on vient de voir que, dans les mémes conditions,

1'homologie H(T, A) est munie d'une structure multiplicative, puisque ¥

est abélien, L'homomorphisme (3) est compatible avec les structures multipli-
.catives : cela résulte facilement de la formule de multiplication qui vient

d'étre donnée pour les "cubes".

6.~ Formules de multiplication pour gquelgues groupes particuliers.-

Cas du groupe abélien libre & n générateurs : dans l'exposé 3 , p. 6 ,

on a trouvé un complexe C pour le monoide abélien libre & n générateurs

. L] '
X) g eeey X 8 C est

P(Xl 9 o0 Xn) )é'E (Xl 9 oo 9 Xn) 2

oi P est l'algdbre des polynomes et E 1l'algdbre extérieure & coefficients
entiers. La structure multiplicative habituelle de P et celle de E défi-
nissent sur P(x; , ... , X ) x E(xy 5 «o+ 5 % ) une structure de T-algdbre

différentielle. Cette structure servira donc & calculer les produits en
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homologie : si A est une T-algdbre, l'homologie de T & coefficients dans
A sera celle de la Ti-algébre différentielle
A\jZQE(xl 9 eoco g Xn)

Quant & la structure multiplicative pour la g¢ohomologie, on l'obtient en consi-

dérant l'application de E(xl s eee s Xh) dans E(x1 g e s xh)sg.E(xr ,,,.,an
duale de celle définie par la multinlication dans l'algdbre extérieure duale.

Cas du groupe cycligue d'ordre n :on a vu (Exp.3p.7) qu'on peut prendre
pour C le produit tensoriel Pn(x) §~P(x) , ol Pﬁ(x) est l'anneau des

pobynomes en x modulo (x-1) , & coefficients entiers, et P(x) 1'anneau
des polynomes en x , & coefficients entiers ; 1'opérateur "bord" a été expli-
cité. Si on cherche & munir C d'une structure multiplicative qui en fasse

une T-algébre différentielle pour cet opérateur "bord" , on est amené & consi-
‘dérer, sur P(x) , la loi de multiplication suivante (commutative et associa-
tive)

L. xF=¢ xP*a , ol 1l'entier c est nul si p et q sont
Psq Psq

impairs, et, dans-tous les autres cas :

]
cp q =f%§§%ﬁ)fgigfr (on note [r] 1la partie entiére de r ) .
’ o0 °
(pour Pn(x) , la multipliecation reste la multiplication habituelle des poly-

nomes). Alors, si A est une T-algdbre, A % P(x) est une ¥ -algébre diffé-
A _

rentielle pour la structure multiplicative déduite de celle qu'on vient de

définir dans P(x) . Ceci donne la structure multiplicative de H (77, A) .

Les formules pour la structure multiplicative de la cohomologie sont plus

compliquées.

Appendice : sur la propriété d'anticommutation des produits en cohomologie

et en homologie, -

La multiplication, en cohomologie, est déduite d'un homomorphisme permis

. f de C dans C éfC . Or on a un automorphisme permig de C & C (relative-

ment & sa structure de T-complexe) : celui qui, & un élément ey ®ey oy
associe (—I)pq02 % o (p désigne le degré de ¢, » ¢ celui de 02) . On en
déduit aussitdt que le diagramme suivant est commutatif
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B(r7, A) o B 7, B) ——s B'YM, A« B)
, Z \L Z
4
g7, B) » (T, &) ——s B'Y7, BA)
Z Z
ol les fléches horizontales désignent les homomorphismes de la structure
multiplicative, la premiére fléche verticale 1'homomorphisme qui transforme
uKv en (—-1)pq v&u , et la seconde fléche verticale 1l'homomorphisme

défini par l'application agb—s> bxa de A&%B dans B&RA .
Z Z

Pour 1'homologie, on a un phénoméne analogue ; considérer encore l'auto-
morphisme ¢, ® c, —> (-1)P¢ ey W Cy. de Cw8aC , On obtient un diagramme
i

‘analogue , les indices étant en bas, et les produits tensoriels étant pris
au sens de 1] . '




