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Séminaire H. CARTAN,
E.N.S., 1950/51 . Topologie algébrique.

HOMOLOGIE DES GROUPES. III : Applications du théoréme d'unicité.
(Exposé de H. CARTAN, le 5.12.1950)

On se référe & le notion de Ti-complexe (Exp.2) et aux deux théorémes
(2-02. et 2-03) qui disent que si un T -complexe C est T -libre et acyely-
que, il donne, pour le monoide associatif ™ , une théorie de l'homologie et
une théorie de la cohomologie : pour tout groupe abélien A obt 1T opére &

droite, Hq(A(& C) est canoniquement isomorphe au groupe d'homologie
v

H (7, A) , et pour tout groupe abélien A ol 1 opére & gauche,
q 9 E

Hq(Hom;$C » A)) est canoniquement isomorphe au groupe de cohomologie

HA(T, A) .

Premiére application.- Soit E un ensemble dans lequel un groupe JT

opere (& gauche). Soit Cq le groupe abélien libre des g-chaines de E ,

c'est-a~dire le groupe libre ayant pour base les "simplexes"

Y . 2 -TT
(xo s Xy 5 eee g xq) (o1 xX; € E) . Faisons opérer T dans Cq par
selXy s Xy 5 ven xq) =(s.x_ 4 S\Xy 4 e s.xq) .

On définit un opérateur "bord" dq : Cq N Cq—r (g > 1) & la manidre habi-

tuelle, et une "augmentation" & Co"“’ Z en associant & chaque simplexe
(x) de dimension O l'entier ! . Ces homomorphismes sont compatibles avec Les
structures de Tm-module définies par les opérations de TV , et on obtient un
Ti-complexe C qui est acycligue. Supposons maintenant que chaque élément de
Ti distinet de 1'élément neutre définisse un automorphisme de E sans point
fixe. Alors il est immédiat que C est -libre. Donc ce complexe C donne

une théorie de 1'homologie et de la cohomologie pour le groupe T .

Lorsque E n'est autre que 1'ensemble 7@ lui-méme, ol Ti opére par les
translations & gauche, le complexe C n'est autre que le "complexe homogéne"
du groupe i1 (2, page 05).

Deuxiéme application : théoréme de HUREWICZ. -

Soit X un espace topologique connexe par arcs et localement connexe par
admettant & i , : o
&hﬁ?i\é%%tEgﬁzgﬁﬁ%ggﬁﬁ%ygﬁggzem .tégggﬁag%dﬁpe fondamental, Y le revéte-
ment de X défini par T , Alors TI opére dans Y , sans point fixe, et X

s'identifie au quotient de Y par la relation d'équivalence définie par T7T .



3-02

Supposons alors que Y soit simplement connexe (TTl(Y) = 0) et que les
groupes d'homologie Hq(Y) soient nuls pour q =1 ., Soit C le complexe des
chaines singuliéres de Y , dans lequel 1 opére. Il est Ti-libre et acycli-
que, donc il donne une théorie de l'homologie et de la cohomologie pour T
Ainai :

Hq(A §:C):¥ Hq(?r, A) si T opére & droite dans A ,
Hi(Hom (G , 4)) ~ H(77, A) si T opdre & gauche dans A .

Or ces groupes s'interprétent dans l'espace X dont Y est le revétement.

Supposons d'abord que 17 opére trivialement dans A ; alors A gzc est
AxC'" , ob C' est le quotient de C par la relation d'équivalence définie
Z

par Ti ; il est immédiat que C' s'identifie au complexe des chaines singu-
liéres de X , donec A.Eac' au complexe des chaines singuligresd coefficients
dans A ., Ainsi

Hq(X R A)f&;Hq(TT, A) (isomorphisme canonique, qui sera explicité
dans 1'exposé 4 ). De méme :
HY(x , &) = 83, ) .

On a ainsi obtenu le théoréme de Hurewicz-Hopf-Eilenberg-MacLane-Eckmann .
Plus généralement, examinons avec Eilenberg le cas ot 71 opére dans A . Sans
supposer que Y soit acyclique (ni par conséquent que T goit le groupe fon-
damental lui-méme) , les opérations de T dans A définissent des opérations
dans A du groupe fondamental de X , c'est-3-dire définissent 4 comme

systéme de groupes locaux (au sens de Steenrod) sur 1'espace connexe X

(cf Séminaire 1948-49, exposé 10, pages 1-2) . Je dis que Hq(A % C) est le

groupe d'homologie de X pour ce systéme local, et Hq(Homh(C , 4)) 1le
groupe de cohomologie pour ce systéme local. Esquissons la démonstration dans
le cas de l'homologie (pour plus de détails, voir S, Eilenberg, Homology of
spaces with operators, I, Trans. Amer. Math. Soc., 61, 1947, p. 378-417 ;
voir Chap.V). Soit C(A) ‘le groupe des chafnes de ¥ & coefficients locaux
dans le systeme défini par A et les opérations (& droite) du groupe TT ,

On va définir deux isomorphismes, réciproques l'un de l'autre, de A % C sur

Tv
C(A) , lorsqu'on a choisi un point-base Xy dans X . (Le choix d'un point-
base était sous-entendu lorsqu'on parlait du groupe fondamental de X et de
la construction de son revétement Y défini par - s et aussi quand on

disait que les opérations de 7i dans A définissent un systéme de groupes
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locaux isomorphes & A ). Une chafne de C(A) est une somme de termes dont
chacun a la forme a'c' , ol c¢' est un simplexe singulier de X , et a' un
élément du groupe A(x) attaché au point x , premier sommet de ¢' . Choi-
sissons un chemin joignant x au point-base X, 5 il transporte a' sur un
élément a ¢ A et définit un point y ¢ Y dont x est la projection, d'ol
un simplexe ¢ de Y dont c' est la projection. Considérons 1'élément

amc de A'§»C 3 il est indépendant du choix du chemin, et est done canoni-
quement associé & 1'élément a'c' du groupe C(4A) . On a ainsi défini un homo-

morphisme de C(A) dans A % C , compatible avec le "bord" ; on vérifie que

c'est un isomorphisme sur, en définissant un homomorphisme, en sens inverse,
de A x%C dans C(a) .
3

En définitive : pour tout groupe abélien A dans lequel 7T opére 3

droite (resp. & gauche) ., 1'homologie Hq(TT, A) (resp. la cohomologie
HA(T, A)) est canoniquement isomorphe & 1'homologie (resp. la eohomologie)

de 1l'espace X , & coefficients locaux définis par A et _les opérations_de

T dans A ; cecl valant toutes les fois que le revétement Y défini par

i est acyclique.

Troigieme application : homologie et cohomologie du produit de deux

monoides. -

Soient T et. 71" deux monoides avec élément neutre (e , resp. e') .
Soit C un 'i-complexe, 7 -libre et acyclique, et soit C' un ﬂ'—complexé,
Ti'-libre et acyclique. Le produit tensoriel (sur 2 , c'est-a-dire au sens
des groupes abéliens sans opérateurs) C §v0' est un (7 x ') -module pour

les opérations suivantes du monoide-produit 7 x 7' s

(s.8(exe) =(s.c)m(s'. c)

(seit, 8'e¢T - s, cecC,c'¢C)
Pour faire de C % C' un (7Tx7')-complexe, il faut le graduer : les éléments
, Z ——— Lo s ,
de degre n seront ceux de - C_ & C! . Il faut ensuite définir un opéra-
b+g=n

teur "bord" : on le fait & la manidre classique sur le produit tensoriel dé
2 groupes abéliens gradués, dont chacun est pourvu d'un opérateur "bord"
(ef. Séminaire 1948-49, 11 -07), L'homologie de C & C' est triviale (loc.
cit., 11, théor. 5, n°% 10 et 11) , parceque C et C' sont des groupes
abéliens libres d'homologie triviale., On définit l'augmentétion

N

Co x»Cé —=: Z comme le produit tensoriel des augmentations CO - Z et
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C' -—s Z . Ceci achéve de définir C & C' comme (7 x 71')-complexe. Il est
o]
acyclique ; de plus, il est (ﬂ‘x‘ﬁ')—;;bgg, car le produit tensoriel d'une

fi-base de C et d'une i7'-base de C' est une (77x Ti')-base de CA§ ct .

En résumé, C % C' donne une théorie de 1'homologie et de la cohomologie
Z

pour le monoide-produit T x ' .

En particulier, precnons A = Z ol T et “7' opérent trivialement.
Soit CI le quotient de C par la relation d'équivalence définie par W,
et soit Cy le quotient analogue de C' . Le groupe d'homologie de ¥
(resp.. ') & coefficients dans Z est Hq(CI) (resp. H@(Ci)) . I1 est

clair que Cl MwCi est le quotient de C % C' par la relation d'équivalence
définie par Ti x Ti' 3 donec 1l'homologie de T x TV' , & coefficients dans
Z , est Hq(Criﬁ Ci) o Pour 1'expliciter & 1l'aide de H{7) et H(™') , il
suffit d'appliquer la "formule de Kiinneth", Résultat analogue pour la cohomo-

logie.

Principe général pour la construction d'un " -gomplexe, fTi-libre et

acyclique. -
Soit un T-complexe T-libre et acyclique
dq dp d d,.1
; L : q s q+l _
0 4—— Z é"“ CO Qx wm—— Cl Ly C2 . 00 o < Cq-—]: Cq oo Cq+1 e 0 000

'i » = e h;
Appelons Rq—1 1l'image de dq dans C (g >1) . Alors 2 Co/ﬁb R

g-1

Roﬁt:Cr/Rr 5 see Rq_laszq/Rq °_Reciproql,lement, ces relations, ol les Cq

sont -libres pour q =0, et ot 77 opére trivialement dans 3 , définis~
sent un Ti-complexe acyclique et "-libre. Le monoide "7 étant donné, on
obtiendra un tel complexe de la manidre suivente : on derit 2 comme quotient
d'un module "M -libre C, par un sous-module R, (par exemple, comme quotient
de l'algébre # de ' , par 1'idéal /\, des éléments dont la somme des
coefficients est nulle) : puis on écrit RO comme quotient d'un module

T ~libre C, par un sous-module Ry 5 d'une maniére générale, on écrit R.q_1
comme quotient Oq/Rq , ou Cq est T -libre,

Ce procédé peut toujours &tre appliqué ; d'ot une nouvelle preuve de
l'existence d'un T-complexe .17 -libre et acyclique. Nous allons voir que,
pour certains monoides 11 particuliers, il conduit & des résultats plus
simples que ceux fournis par le complexe "non homogine" standard (dont 1la

construction est valable pour tous les monoides) .
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Homologie et cohomologie du monoide libre (resp. groupe libre).-

Soit /A 1l'algébre de T /\o 1'idéal des éléments dont la somme des

coefficients est nulle. Je dis’/"A  est un module ™ -libre. Il en résultera

ceci : prenons C = A , Gy = A, le "bord" d; étant l'injection de AN

—

dans /\ . Prenons enfin Cq =0 pour g=> 2 . Alops on obtient un Ti-comple-
xe TI-libre et acyclique ; il donne donc 1l'homologie et la cohomologie de
W, et par suite Hq(TI, A) =0 et Hq(ﬂf, A) =0 pour g =2 , quel que

soit A dans lequel opére 7T .

Comme Ti-module, A, est engendré par les éléments de la forme e - x ,
ol x est une "lettre" (générateur du monoide libre 7Ti 3 si 71 est un
groupe libre, il est engendré par les "lettres" x et leurs inverses x—l )e
Il suffit de montrer maintenant : les e - x sont lindairement indépendants
sur l'anneau A . Or c'est immédiat, et la démonstration est laissée au

lecteur,

Cas du monoide libre & un générateur.- C'est le monoide additif N des

entiers naturels > O ., L'algébre de N est l'anneau /\ des polynomes &
une lettre x , & coefficients entiers ; f\o est 1'idéal des polynomes dont
la somme des coefficients est nulle, c'est-a-dire divisibles par 1 - x . On
1= N Cq =0 pour q > 2 , l'opérateur "bord"
d1 étant la multiplication par 1 - x . Le complexe C ainsi obtenu peut

pourra prendre C_ = N, C

s'écrire comme suit : P(x) désignant 1'algébre des polynomes en x , & coef-
ficients entiers, et E(x) 1'algébre extérieure sur une lettre x , 3 coeffi-
cients entiers (on ne s'intéresse ici qu'a la structure additive de E(x)) ,
le complexe gradué C s'éerit

P(x) % BE(x) ,

Z

la graduation étant celle de %(x) (qui n'a des termes non nuls que pour les
degrés 0 et I ) , la structurc de T-module étant définie par le facteur de
gauche P(x) , et 1'opérateur bord étant

d(lx1) =0 , A(rxx) =(1-x%x) &1 .
Si N opére dans A , le produit tensoriel A s C s'erit A & E(x) , gradué

N Z

par E(x) , avec 1l'opérateur bord

dlax 1) =0, d(a % x) = (a~a.x) %1 (x est 1'élément
générateur du monoide).
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Si 1'on considérait le groupe additif 2 au lieu du monoids N qui 1'en-
gendre, il faudrait remplacer P(x) par l'anneau des polynomes en x & coeffi-

cients >0 ou <0, mais cela conduirait encore a A % E(x) ¢ 1l'homologie
Z

ne serait pas changée (c'est un cas particulier d'un théoréme général, valable

pour tous les groupes abéliens).

Pour la cohomologie, soit A un groupe abélien dans lequel N (resp. Z )
opére ; on prendra comme groupe de "cochaines" le groupe
E(x') %A, A
ol E(x') désigne l'algdbre extérieure duale de E(x) ; 1l'opérateur "cobord"
sera
é(lxa) =x' & (a-x.a) , S(x'xa)=0.

E(x') ® A s'identifie bien 2 Hom (C , A) .

Homologie du groupe abélien libre & n générateurs.-

Les résultats seront les mémes pour N° et pour Z° . Raisonnons par
exemple pour N, D'aprés la p.3 ci-dessus, on aura un complexe pour N en
faisant le produit tensoriel de n exemplaires du complexe C qu'on vient de

trouver pour N . On trouve aussitot :

P(Xl 9 oo0e 9 Xn) Q( E(Xl 9 o0 Xm) )

gradué par la graduation de 1l'algébre extérieure E(x1 s sce s xh) ; si N
opére dans Q , 1'homologie N" & coefficients dans A sera domnée par le

complexe A@Mﬁ,.",xﬁ,oﬁxl,”.,% désignent les générateurs

du monoide N , et ol 1'opérateur "bord" est :

d(amt) =0, dla=x X AXy Ao Ax ) =
1 2 q

= \ (-1

D ———

l£k<q

')k"'l(a-z;..;’ci ) x (xi A oo x’i\ N .../\xi )
Tk 1 k q

En particulier, si N A opére trivialement dans A , tous les éléments sont des

cycles, et l'homologie de N » & coefficients dans A , est a=gsE(x1,...,xm) ’

avec la graduation définie par le second facteur.

Pour la cohomologie, on prend E(x1 s e s kﬁ) * A , avec un "cobord" qﬁe
le lecteur explicitera.

Homologie du groupe cyclique d'ordre n .-

Notons x un générateur du groupe. L'algdbre du groupe est l'anneau P#Kx)

-des polynomes en x , & coefficients entiers, pris modulo X -1 . L'idéal ‘Ao
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est 1'idéal des polynomes dont la somme des coefficients est nulle, c'est-a-
dire des multiples de 1 - x . On prendra donc C_ = Pn(x) s 4 =P (%),
1'opérateur d, étant la multiplication par (1-x) . Le noyau R, de d,

-1
se compose des multiples de (I + x + x? Foaes + X0 ) . On prendra done

C, = Pn(x) » dy étant la multiplication par 1 + X + .., + &1 e noyau

R2 se compose des multiples de 1 - x ;3 on prendra done 03 = Pn(x) s d3
étant la multiplication par 1 - x . Et aingi de suite, périodiquement de deux
en deux. Le complexe obtenu C peut s'éerire

P (x) & P(x) ,

ou la graduation est définie par celle du second facteur (polynomes en x ) ’
et la structure de Pn(x)-module est définie par le premier facteur. L'opéra-
teur "bord" est défini par

a(t 1) =0, d4(1x x2'p+1) = (1-x) (_}j{)x2p R
d(1 & x?p+2) = (1 + X + q00 + Xn~1) &%x?p+l .

L'homologie & coefficients dans A sera 1'homologie du complexe A 3 P(x) ,
muni d'un opérateur "bord" déduit du précédent. On explicite aussitot les
résultats

'H2p+l(TT’ A) est le quotient du sous-groupe des éléments de A inva-
riants par 7 , par le sous—groupe des éléments b de la forme
8+ %8 + ... + X .8, Quant 2 H2p+2(TT, A) , c'est le quotient du sous-
groupe des éléments a tels que a + X.a + ... + xp—l.a = 0 , par le sous-

groupe des éléments de la forme b - x.b .

Les résultats sont analogues pour la cohomologie : H?p+l(A) est isomor-
phe & H2p+2(A) , et H?p+2(A) isomorphe & H2p+1(A) .



