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HOMOLOGIE DES GROUPES. II : EXISTENCE.

Samuel EILENBERG,(Exposé de Samuel EILENBERG, le 200110~9~0~0

Séminaire Ho CARTAN,

1950/51 . Topologie algébrique

4.- ’~ -complexes.

Un C est une suite ?

de 03C0-groupes à gauche et de 03C0-homomorphismes, tels que dd = o , augmentée
d’un 03C0-homomorphisme ~ : C ~ Z ( n opérant trivialement sur Z ) tel

que ~ d. =o .
Un 03C0-complexe est dit 03C0 -libre en abrégé, libre) si tous les C

sont ~’-libres.

Un ~-complexe est dit acyclique si la suite

est exa,cte. Cette dernière condition est équivalente â : H (C) = 0 pour
q

q f o , et ~ induit un isomorphisme de H sur Z o

a

Soit alors C un 03C0-complexe quelconque,? et A un 03C0 --groupe à droite.

Les produits tensoriels A .X: C 
q 

sont alors définis comme produits tensoriels ’
de Z(03C0 )-modules (i. ea cE son.t les quotients du. produit tensoriel sur Z par
l’identification ax ~ c = d ~ xc ) a La suite: n 

,- .

- 

~ 
q 

.. 

q

définit un complexe de chaînes, de groupes d’homologie H (A%C) . o
~ 

. q 

Dans la suite de ce numéro, nous allons donner des conditions portant sur C ,
suffisantes pour que les groupes H (A ~ C) forment, lorsque A varie, une. 

théorie de l’homologie de au sens de l’exposé précédent. ’

Soit donné un 03C0-homomorphisme f : i A ~ B ; il induit un homomorphisme
A ~ C ~ B ~ C qui, à son tour, induit des homomorphismes

On voit tout de suite que le système ~)C) ~ vérifie les axiomes
(1) et (2) . 

’ ~ ~ ’ 

.

Supposons maintenant que C soit libre, et soit une suite exacte 1



02014~ t ,.~ -,.~ , j~ I~ .~ 0 . Alors, la suite :
0 ~ A’ ~ C ~ A X C ~ AU y C ~ 0 est exacte 9 C étant

03C0 -libre. Il en résulte la suite exacte : 0 ~ A’ ~ C ~ A C ~ A" ~ C
. 

Tf 
’ 

n .

..~. 0 o Ceci définit classiquement un homomorphisme : .

Il résulte des théorèmes généraux sur l’homologie des complexes et sous-
complexes que le système 1

vérifie les axiomes (3) et (4) .

Théorème. Si le 03C0-complexe C fi -li%re et acyclique, alors E est

une théorie 7T .

Démonstration : Il suffit de vérifier les axiomes (5) et (6) .
Visiblement H (À ;k> C) = 0 pour q  o . 

’

q Ù’
Comme la suite. C.1, ~ Co -, z --+ ° est exacte, iL résulte des proprié-

. tés générales du produit tensoriel que la suite 1

est exacte. D’où le fait que H (A ;~çt C~ s’identifie à A ~ Z .qui , lui-même,
.i T; 3

s’identifie à A..- (au moyen de l’isomorphie canonique de A ï~ Z sur A). o
’! _~.i

. Soit maintenant A un 03C0-groupe à droite, 03C0-libre. A est donc isomor-
phe à la somme directe d’un certain nombre de copies de considéré
comme 7-groupe à droite. Les isomorphismes canoniques s

entraînent H (Z(03C0) ~ C) = 0 pour q > o . D’où R (A ~ C) = 0 pour q > o .q ~ 
. 

Occupons-nous maintenant de cohomologie et considérons un 03C0-groupe à
gauche A . Nous noterons A) le groupe de tous les 03C0-homomorphis-
mes s C ~ A . Un tel homomorphisme, composé avec d : C ~ C
donne un homomorphisme C . ~ A . un homomorphisme canonique

On obtient ainsi un complexe de cochaînes A) , de groupes de
cohomologie A)) . e Un 03C0-homomorphisme f : A ~ B induit un

homomorphisme B) , qui, à son tour, induit des



homomorphismes 1

~ Tt I 
_ _ 

T! i 
_

Si l’ on a une suite exacte : 0 ~.~. A’ ...~ A ...~ A" ~~.f 0 , alors la suite :

est exacte si C est Ceci définit classiquement des homomorphismes s

Le système H = A)) , f , 03B4} vérifie les axiomes (1c) - (4c) .

Théorème. Si le 03C0-complexe C est 03C0-libre et acyclique, alors H est une

théorie de la cohomologie pour P’ .

Démonstration $ Il suffit de vérifier les axiomes (5 ) et (6 ) .
Visiblement A)) = 0 pour q  o . Comme la suite

C ~ Z ~ 0 est exacte, il résulte des propriétés générales de

Hom03C0( , ) que la suite s

est exacte. D’où l’identification de A)) avec et,
si nous identifions tout homomorphisme 03C6 s Z ~ A avec l’élément

~(l) ~ A , nous obtenons Hom A) = A’’ .

Supposons maintenant que A soit ~-injectif. Soit ~ : C 2014~. A
(q ~ o) ~ un ~-homomorphisme qui est un cocycleo Dans le diagramme 1

la première ligne est exacte, et 03C6 o d q+ 1 
= 3y = o . Ceci définit un homomor-

phisme 1> de l’image de d q dans à , qui , puisque À est 03C0-injectif,
être prolongé en un homomorphisme ’~’ ~ ~~b ~ ° D’où

dq * 1 , et À) ) * ° pour tout q 5 ° .

5 . - Le_ complexe non-hgmogène.o

Pour terminer la démonstration d’existence des théories de l’homologie et
de la cohomologie d’un système T , il suffit d’exhiber au moins un fi-com-

plexe ’I -libre et acyclique.

Soi t C ( fi ) (q 1 o) le 03C0-groupe (à gauche) libre qui admet les suites



comme il -base . En particulier p C ~ ~ ~ admet °le symbole [ ] comme ~i -base .

Posons 9 pour 

En particulier, on a ~

On obtient ainsi des ~-homomorphismes d ? C (ïf) 2014~- C avec

dd = 0 ~ comme on peut le vérifier par un calcul direct. De plus, on définit
le 03C0-homomorphisme ~ : Co(03C0) ~ Z en posant = 1 . On obtient donc

un 03C0-complexe C(03C0) appelé le complexe non-homogène de 03C0 . Pour montrer

que C(~ ) est acyclique~ définissons des homomorphismes (qui ne sont pas des
~ -homomorphismes) s

en posant

On vérifie par un calcul direct que :

D’où, si de = o (ou si ~ c = o pour q = o ) , c = àD c * Il en résulte
q

l’exactitude de la suite: .

ce qui montre bien que est acyclique. o

Les groupes d’homologie et cohomologie obtenus en utilisant le complexe

non-homogène seront notés et A) .
Si l’on a un homomorphisme TT 

~ alors s

définit une application .~.~ , à son tour induit des
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homomorphismes :

Les homomorphismes c , (resp. P ) sont définis pour tout ~-groupe A à

droite (resp. à gauche~ 9 et vérifient les conditions du 1er théorème d’unici-

té (resp. du second).

est un groupe9 nous pouvons passer à la définition. homogène de

C ( ~ i ~ 9 en posant s

Exercice 1 - Montrer que, pour tout y (- ~ ( " étant un groupe) y l’automor-
phisme de C(’~~ ~ défini par : s .

induit sur H (03C0 , A) et Hq( 03C0 , A) l’automorphisme identique.q

Exercice Soit C’ ( ~~~ ~ le â ~ -sous-groupe de C ( engendré par les

[x1 , ... , xq] dont au moins des coordonnées est égale â r , Montrer

q ue CH ( : C ( 03C0)/C’o( 03C0) f or m e un 03C0 .. complexe acyclique.q q q


