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Séminaire H. GARTAN,
E.N.S., 1950/5% . Topologie algébrique.

THEORIE AXIOMATIQUE DE LA COHOMOLOGIE.
(Exposé dec H. CARTAN, le 23.4.1951).

Introduction : Il s'agira ici de la cohomologie "de Sech" ; plus exactement,

dens le cas particulier d'un espace gompact, la famille f' étant la famille de
tous les sous-cspaces fermés, on retrouvera la cohomologie telle qu'eclle a été
définie par CGech , au moins lorsque les coefficients forment un faisceau cons-
tant. Dane le cas général, la cohomologie qu'on va définir dépend de la famille
# : elle dépend aussi des cocfficients choisis : ceux-ci constituent, en géné-
ral, un faisceau F (sans graduation ni cobord) sur 1'cspace considéré L .

I1 s'agit donc de "cocfficients locaux", non pas dans le sens (plus particulier)
des coefficients locaux de Stecnrod, mais tels que LERAY les a introduits dans
ses Notes aux C.R. Acad. Sci. Paris, t.222 (1946) p. 1366-1369 et 1419-1422 ;

t. 223 (1946) p. 395-397 et 412-415 et dans son mémoire du J. de Math. pures

et appl., t. 29, 1950, p. 1-139, Par contre, l'introduction systématique des
familles %? est nouvelle : Leray s'était borné au cas ol 4} est la‘famille des

compacts dans un espace localement compact.

1.~ Axiomes d'une théorie de la cohomologig.

Dans une tellc théorie, 1l'espace topologique Y. est donné une fois pour
toutes, ainsi qu'une famille 5@ de parties fermées paracompactes de X,
satisfaisant & (¢ 1) , (@52) et (ﬁ’B) (ef. Exposé 15).

On se donne aussi, une fois pour toutes, un anncau K , commutatif aveec

élément-unité ; on supposera que K cst un anneau d'intéerité, principal.

On suppose que l'on s'est donné

I.~ Pour tout faisceau F de K-modules (sur l'espace J. ) , et pour tout
entier q , un K-module H%h(al, F) , appelé lc qg-idme module de cohomologie
de l'espace o, , rclativeme;t a4 la famille ii et au faisceau de coefficients
F (ou encore le module dc % ~cohomologic de dimension q de l'espace I , &

coefficients dans F ) ;

II.- Pour tout homomorphisme de faisceaux F —>» F' , et pour tout entier
q , un homomorphismec Hqé(ﬂl, F) —» H%b(ﬁf, F') ;

ITI,- Pour toute suite exacte de faisceaux et d'homomorphismes



16-02
0= F' —» F e F" —a 0, et pour tout entier g , un homomorphisme
B0, ) — HENE, T
Relativement cux donndes précédentes, on suppose vérifids les 6 axiomes

suivants :

(a) quy(fj';, F) =0 pour q <0, H°cb(;3«1, F) = i:b(F) ;

(b) si F est fin, qu;»(%s F) =0 pour gq> O 3

(¢) pour toute suite exacte 0 —=> F' ey F —s F' =5 0, la suite
3 5

__>H}(i1 F')Lﬂ_,Hq g, F)_SL;HQ(L P Hq*ll(L Ft) —> ...

(ot )%q eb Xq gont les homomorphlsmes définis en II ; et ‘Sq est 1'homomor-

phisme défini en III) est une suite exacte ;

Les trois derniers axiomes cxpriment des propriétés de compatibilité qu'il

faut évidemment supposer pour que la théorie soit maniable :

(d) ei F -~ F est l'application identique, 1'homomorphisme associé

H%b(ff, F) — Hq.(DC, F) est l'application identique ;

¢

(e) si F-—x F" est composé de F —> F' et F' .= F" , 1'homomor-
phisme associé ﬁjﬁ' F) e 'Hq¢jm;, ") est composé des homomorphismes
HY (X, F) —s C;\(x F') et HL (L, F') —> Hq":(ﬁ(,, F') associés a
F—s F' et F' —» F" ; !

(£) si on a un homomorphisme de suites exactes

O-=s F' — F - F" -3 0
\ v (diagramme commutatif)
0= G' s G —> G" —> 0
le diagramme suivant est commutatif :

L (1, ) s (g, )

: W/
H, (0, o)

(ot les homomorphismes verticaux sont ceux définis en II, les homomorphismes
horizontaux ceux définis en III).

Dans ce qui suit, on va montrer un théoréme d'existence et d'unicité :
l'espace A et la famille ﬁ; étant donnés, on prouvera qu'il existe une théorie
de la cohomologie (dans le sens ci—dessus), et que deux telles théories sont
isomorphes (dans un sens qui scra précisé),
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2.~ Démonstration de l'unicité.

L'unicité va résulter d'un théoréme plus général. Avant de 1'énoncer, défi-

nissons la notion d'homomorphisme d'une théorie dans une autre :

Soient deux espaces I , %' , et une application continue f de %, dans
(' .Soient P unc famille d'ensembles paracompacts de L (satisfaisant aux
conditions du début du numéro 1) ot <'P' une famille d'ensembles paracompacts de

TN Y
ZTJ' (id.), et supposons que l'image réciprogue, pour f , d'un ensemble de ¢

goit un ensemble de L‘P . (Par exemple, si X' =X , etsi £ est l'applica-

tion identique, on supposera ‘1—" < CED ). Soit ¢ une théoric de la cohomologie

pour J, et & ; et soit Z' une théorie de la cohomologic pour XL et P .
On appelle homomorphigme de la théoric %' dans lo théorie T , relativement &
1l'application continue f , une fonction qui, & chaque homomorphisme do faisceaux
F' —s F compatible avec 1l'application f (voir Dxpcsé 14, par.3 ; F est un
faisceau sur X , et F' un faisceau sur X.') , ot & chaque entier gq , asso-

cie un homomorphisme de modules
Hqég( L s ') —> Hqci}(%y F)
=)

(1e premier module est celui relatif & la théorie %J , le sceond est relatif a

la théorie T ) , de maniére que solent satisfaites les conditions suivantes :

() Pour q = 0 , l'homomorphisme en question n'est autre que 1'homomorphisme
r <f>'(F') — FP (F) défini par l'homomorphisme F' —s F (dans 1'Exp.14, fin du
numéro 3, on a vu que F' s F définit un homomorphisme | (F') —s [ (F) ; et
1l'hypothése faite sur les familles c}_‘) et ' implique que cet homomorphisme

. applique le sous-module f@,(F') de (F') , dans le sous-module rﬁ_'(F) de

T(F) ) ; |

(2) i on a des faisceaux F , G sur X, , des faisceaux F' , G' sur L',
et des homomorphismes F —> G et F' —s G' compatibles avec des homomor-
phismes F' —» F et G' —> G (ces derniers étant compatibles avec f )
(pour cette notion, vm%}qfh , fin du numéro 3), alors le diagramme suivant est

commutatif
Hq\?.(&;‘ y FU) e qu)(ﬁx, F)
\y
HR (X', 61) —— Ky (X, ©)
(les homomorphismes verticaux sont ceux des théories T et G’ respectivement) 3
(3) si on a un homomorphisme (compatible avec f ) de 2 suites exactes

0 e Fi_@g'_»&._q,o
0 1 —_— F s Fz-—-.afo
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le diagramme suivant est commutatif

H%(I » B) e s Hq".< x F})

(L, Fy) s Hqg(")c, F,)
(Les homomorphismes horlzontaux sont coux des théories G et 1. ) .

Cette définition d'un homomorphisme d'une théorie dans une autre étant

posée, nous allons démontrer s

Théordme t.- Etant donnés L , ¢ et une théorie U , étant donnés
d'autre part L', P’ et une théorie 7', étant donné en outre une application
continue £ de X dans Q;', telle que 1'image réciproque d'un ensemble de %V
80it un ensemble de f’ » 11 existe un homomorphisme de la théoric & dans la

théorie <, , relativement & f s et cet homomorphisme est unique.

Avont de falre la démonstration, signalons qu'on va en réalité démontrer wun
peu plus. En effet, on n'aura pas & se scrvir de tous les axiomes des théories '
% et ' il suffira de remplacer la conjonction des axiomes (b) et (c) de
chaque théorie, par l'axiome plus faiblec ;
(b,c)' Etant donnée une suite cxacte O —> F' — Fe=s F" 5 0, ol
F est fin, la suite

A I(% F) —2 Hq (L F") s Hq+1(1, F') — 0
est exacte.

(Cet axiome affaibli implique évidemment 1'axiome (b), mais pas l'axiome

(e)).

" Démonstration : on va utiliser le faisceau S des fonctions & valeurs dans

l'anneau K (cfy X%S, nunéro 6) ; pour la simplicité des notatlons, on le notera
S dans cette démonstration ; ceci, sur l'espace . . On notera ' le faigceaun
analogue sur l'espace X '. Tout faoisceau F sur X, peut &tre plongé dans un
faisceau fin : 1! bomomorphlsmc canonique de K (considéré comme faisceau cong-
tant) dans S (qui, & chaque élément k de K s associe la fonction constante
égale & k ) définit un homomorphisme de F = F K dans Faos, homomorphisme
qui est biunivoque ; on notera F le faisceau quotient de Fc¢ 8 par son sous-
faisceau F . Le faisceau F o S est fin, parce que S est fln(Exgl5 ‘5, proposi~
tion t). Faisons de méme sur l'espace ', aveec un faisceau F' . Si on a un
homomorphisme F!' ——, F compatible avee l'application f s 11 définit un homo-
morphisme de suites exactes :

0> F' e FI3 8 —3 F' —= 0
v ‘j/ Y
00—~ F — F ©8 -—> F
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Les axiomes (b,c)' des théories T et %', et les conditions (2) ot (3) que
nous supposons vérifiées par un homomorphisme de la théorie <=’ dans la théoric

¢ , conduisent au diagramme commutatif
HY(L, 7o §) s Hq (! F‘) HY Y, 7)) - 0

(D) N\ ¥
Bl (L, Fos - Hq A« T, ) — Hq*l(x F) —s O

ou les suites horlzontales sont exactes, et ol les homomorphismes verticaux sont
ceux de 1'homomorphisme considéré de T’ dans ‘G . Ceci montre, par récurrence
sur q , que les homomorphismes If%;(ﬁf', F') - Hﬂﬁjﬁ;, F) associés &

F'* —>» F sont détorminés de manidre unique, s'ils existent et satisfont 3 (1),
(2) ot (3) ; car, pour q = 0 , ils sont donnés par (1) ; et s'ils sont uniques

pour q , ils le sont pour g+l , en vertu du diagramme (D) .

Montrons maintenant que les homomorphismes définis par ce procédé de récur-
rence sur q , grace a la condition (1) ot au diagramme (D) , satisfont effecti-
vement aux conditions (2) et (3). Pour la condition (2), o'est presque immédiat :
elle est vérifiée pour q = 0 (cf. fin du numéro 3 de 14). Supposons la vérifi-
cation faite pour q , et faisons-la pour g+l : elle résulte immédiatement du

diagramme (D) et de la condition () pour q .

Montrons maintenant que la condition (3) est satisfaite. Dans les notations
de la condition (3), on va interpréter 1! homomorphisme nd ( Ly F ) —=

Hq+1(3L F ). Désignons par G 1le quotient de Fo S par l'1mage de F1
(FI est sous—falsceau de F , lui-meme considéré comme sous-faisceau de F ¢ 8).

On a le diagramme commutatif, ol les suites horizontales sont. exactes,

H v/
(T) 0 —s Fl_._>FOS-—->G-....>O

A A
‘o ‘I !'VA
O r— Fl —_— F]_C’S‘—’ Fl e O

D'oli, dans la théorie “5 , les homomorphismes
H‘jis (X ,F,) — H%}(&’l,G)/Im HY(,Fo8) & Hf%)(l ,F)/In HYT P 0 8)

ol & est un igomorphisme sur ; dana la théorie ‘G , le medule de droite de
cette suite est isomorphe & HY m (L,F ) .de sorte que la suite précédente défi-
nit un homomorphisme de Hq,(i, F, ) dans Hqﬁf(it Fy ) , qui est précisément
celul que la théorie ‘G attache & la suite exacte O ~—>~F —-— F —-%DFé — 0,

' Faisons la méme chose pour la suite exacte O ——a Fi - F' - Fé —> 0 sur

l'espace X', d'oh un dlagramme (T'). Lt homomorphlsme de la deuxidme suite
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exacte dans la premiére définit un homomorphisme du diagramme (T') dans le dia-
gramme (T). Considérons le diagramme

HA(K By s HAC,01)/Im B0, T 0 81) o= (L, F)/In BYOU, P 08" e iy (7))
[ \L s r e b

»
\:‘ N/

\l v :
P . -~ N 0 PR +1 ¥
HA(C, By)—s HY(U, 6 )/In H(X,F O 8) e HY(,Fy)/Im Hy(L, 1 08) HI (@, Fy)
X Y y e g -

ol les homomorphismes verticaux sont ceux définis plus haut par récurrence sur Q.
Le dernier carré de droite est commutatif, en vertu de la définition récurrente
de ces homomorphismes ; les deux autres carrés sont commutatifs, en vertu de la
conditiom (2). Donc le diagramme entier est commutatif, et ceci démontre préci-

sément la condition (3). La démonstration du théoréme I est ainsi achevée.

Corollaire du thdoréme I : si 1'on a deux théories “ et %' pour un méme

espace &, et unc méme famille Q> , il existe un homomorphisme et un seul T’
dans G , compatible avec l'application identique de L 5 il existe aussi un
homomorphisme et un seul de C dans ' . En compogsant ces homomorphismes, on
trouve 1'homomorphisme identique de G- (resp. de ') , & cause de 1l'unicité.
Donc il existe un "isomorphisme" de la théorie T sur la théorie ‘G', et cot

isomorphisme est unique. Ceci constitue le théoréme d'unicité pour la théorie de

la cohomologie.

3.- Démonstration de 1l'existence.

Une démonstration d'existence pourrait Stre tirée des considérations précé-
dentes. Il est préférable d'en donner une autre, qui repose sur la notion de
faisceau fondamental d'un espace < . Quelques notions préliminaires seront
utiles.

Définition : on appelle résolution fine de K (anneau de base) une suite

exacte de faisceaux et d'homomorphismes

O ol K = CO Cl — 00 0 =meush Cn-'—)' oo

ou les Ci (i=0,1, ... ,n, ...) sont fins et sans torsion. A toute

résolution fine de X on associe le faisceau gradué C , avec cobord, défini

par la suite Cg~> 0 —= ... —> C_ —3 ..., qu'on appelle un faisceau

fondamental. Sa cohomologie est triviale, dans le sens suivant ¢ Hn(C) = 0 pour
n >0, et on a un isomorphisme, bien défini, de K sur HP(C) ; cet isomorphis-
me est défini par 1l'homomorphisme K s Cy -

Il existe des résolutions fines de K : par exemple, le faisceau d'Alexander-

Spanier (Exp.15, n® 6) donne une telle résolution. Sur une variété différentiable

(avee K = R) , les formes différenticlles fournissent unc résolution fine de R .
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Nous allons maintenant montrer que, 1'espace X étant donné, toute résolu-
tion fine de K permet, pour toute famille > , de construire une théorie de
la cohomologie, au sens du numéro I . Ceci prouvera 1l'egxistence d'une telle

théorie, dont 1l'unicité a déja été démontrée.

Soit C un faisceau fondamental. Pour tout faisceau F , posons

?i(of F) = Hq("~(0 GF)) , g-idme module de cohomologie du module gradué avec
cobord r,.(co F) . Pour tout homomorphisme de faisceaux F —> F' , définis-
sons H% (l F) —>» Hq ( X, F') comme étant 1'homomorphisme des cohomologies

associé a 1 homomorphlsme
peom) —s [ (Cor),

compatible avec les graduationset les cobords, que définit F e F' . Enfin,
pour toute suite exacte O —a F' -3 F—s F' —35 0, la suite qu'elle défi-

nit 0 — riT(C OF) i | ,(C O F) — ? P(O C'F") —3> 0 est aussi une

suite exacte, parce que C est fin et sans torsion. (Expose 15, proposition 3).
Les homomorphismes de cectte derniere suite sont compatibles avec les graduations
et les cobords ; la classique suite exacte de cohomologic définit alors un homo-
morphisme Hq(l“ (Co ™M) — Hq+1( (C‘, Ft)) , qui sera, par définition,
1'homomorphisme H @( Ly F1) s HQ+1(Q_ F') associé a la suite exacte

00— F' eos Fes F" 5 0,

Nous venons de définir les données I, II, III d'unc "théorie de la.cohomo-
logie". Il reste & voir que ces données satisfont aux eonditions (e), (b), (e),
(), (e), (£) du numéro 1. Pour (a), il est évident que H%ﬁ(ﬂﬁ, F) =0 .pour
q €03 pour g =0, 1'homomorphisme K =3 C_ définit un homomorphisme
F—s C OF; d'ol un homomorphisme : (F) —s H° (‘ F) .

Laissons de cdté, pour un instant, la verlflcatlon de (b). La condition (e)
est remplioc, & cause de la classique suite exacte de cohomologiec. La vérification
de (d), (e), (£f) est triviale. Il nous reste & vérifier la condition (b), et le
fait que 1'homomorphisme lfh(F) — If}jﬁf, F) est un isomorphisme sur. Nous
utiliserons le F '

Lemme : soit C un faisceau gradué avec cobord, sans torsion ; soit Zn
le sous-faisceau des cocycles de degré n . Alors, si HQ+1(C) = 0 , 1'homomor-
phisme | ﬁ(Z i3 F) —~=> R@ (C OF) est b1un1voque, et applique le premier
module sur le module des cocyclcs de degré q de (C O F) . Et par suite
HY(Ir ¢(C O F) s'identifie au quoticnt de [ (Z F) par l'image de

Pp(Cqp 0P
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En effet r (Z 0F) — T, (G < F) est biunivoque, parce que le
faisceau quotient C /Zq s 1dent1fle a un sous-faisceau de Cq 19 donc est

sans torsion, Le méme résultat vaut aussi pour g+l ; donc le noyau de
T (G« > | F i N . . - .
{;(Cq O F) — "Jf‘(cq*l O F) est celui de iq:(Cq GF) —> 'f(zqﬂ OF)

Or la suite O —> Zq — C - Z —> 0 est exacte, parce que

q q+l
Hq+1(0) = 0 par hypothése ; donc la suite

0 —> O F)

d)

(g0 ) = Tl o) — (i(z,,

est exacte, et ceci démontre le lemme.

Cela étant, revenons au faisceau fondamental C supposé donné. Appliquons-
lui le lemme pour g = 0 : le module des cocycles de degré O de rc, (CoF)
g'identifie & q\(Z ¢ F) , et comme l'homomorphisme K —> C 1dent1fle Z
‘a4 K, on voit que F (F) = i(K OF) s'identifie bien & H (‘(P(C OF)) , ce

qui achéve de verlfler la condition (a) de la théorie axiomatique.
Quant & la condition (b), elle va résulter de la proposition plus générale :
Propogition .- Si un faisceau F est fin, on a, pour tout entier gq=1,
H‘%b(‘zt, F) = K T4(C ©F)) =
En effet, en vertu du lemme, HY( f‘dg(C O F)) s'identifie au quotient de

Rj}(z q© F) par l'image de rf}’?‘(cq—I © F)) ; or 1'homomorphisme Cq'_1 —> %,

est gur, puisque HI(C) = O ; donc, F étant fin, la propdsition 3 de 1'Exposé-15
(par. 8) dit que 1'homomorphisme '",{:(Cq__l OF) — r;;;,(Zq < F) est gur,

+ 3
COQOF.D.

4.- Sur les homomorphismes définis par une application continue.

Plagons-nous dans les hypothéses du théoréme 1 (numéro 2), Il existe alors
un homomorphisme et un seul de la théorie de la cohomologic pour ' et (;'P'

 dans la théorie de la cohomologic pour XA et q . Nous allong maintenant indi-
quer comment cet homomorphisme peut étre obtenu & l'aide de faisceaux fondamen-
taux, ‘

Supposons que 1l'on ait un faisceau fondamental C sur l'espace &, , et un
faisceau fondamental C' sur l'espace J' ; et supposons connu un homomorphisme
(compatible avec l'application f ) de C' dans C ¢

0 - K—=n (! e Ci-——-} coe lel__,, soe

A A v
0'—% K-—-; CO o CI,-——;- coe ——— Cn——> ‘e o0 e 9
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diagramme commutatif oli-le premier homomorphisme vertical est l'application iden—
tique. Alors, pour tout homomorphisme de faisceaux F' —> F , compatible avec
l'application f de I dans ', on obtient un homomorphisme du complexe
rgw(C'CE F') dans le complexe (1;(0 ©F) , d'ol, ecn passant & la cohomologie

de ces complexes, des homomorphismes
K4 (0 e /) —> B (com) ,

compatibles, pour q = 0 , avec 1'homomorphisme fj;KF') —_— :?(F) défini

par F' —» F ., On vérific immédiatement que ces homomorphismes satisfont aux
conditions (1), (2), (3) qui expriment que 1l'on a un homomorphisme de la théorie
pour (I, {f) dans la théorie pour (i, ?‘).




