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Séminaire H, CARTAN, E.N.S., 1949/50

CARRES DE STEENROD, II.
(Exposé de H.CARTAN, le 20.3,1950)

1.~-Rappel de quelques résultats.

Dans 1'exposé précédent (14) on a défini ce qu'on entend par un gystéme de
i-produits (A , A' , P; s E;) ; on suppose toujours que p; = 5; pour tout i

(type "symétrique"), ou p; = - P, pour tout i (type "antisymétrique").

i
L'homomorphisme

sq; = 84" ¢ #'(8) — ()

est alors défini pour m-i impair dans le cas symétrique,

m-i pair dans le cas antisymétrique.
8i, dans A', tout élément est d'ordre 2 , on se trouve & la fois dans le cas
symétrique et le cas antisymétrique, donc Sq; est défini pour toutes les va-

leurs des entiers m et 1 .

Rappelons quelques formules importantes ; d'abord,la formule (I) de 1'expo-
sé 14, qui sert en auelque sorte de définition & un systéme de i-produits @
(1) Spy(f, @) =p, (88, g) + (-1)"py(f , Tg) + (-1)

+ ("1)m+n+ pi—-]. (g 9 f) ]

m4+n+i
i, (£, @)

(m est le degré de f , n le degré de g ).
En outre, m désignant toujours le degré de f ; on a, lorsque m-i est impair

(dans le cas symétrique), et lorsque m-i est pair (dans le cas antisymétrique) :
(11) dpy (£, £) =0 =i Sf=0 ;

,'1' " i
(111) pi(f , g) + pi(g , £) = (1)t 8pi+1(f , g) (g du méme degré que
£, 8f=0, Jg=0);

(V) py, (81, 82) =8p; (£ ,88) + 85y(c, 1) .

Remarque : dans le cas des carrés de Steenrod définis dans la cohomologie
de Cech-Alexander, d'un espace topologique E , on a oublié (en 14) de spécifier
que Sq; est nul sur H'(E) dds que 1> m . En effet, py(f, f) =0 si
1> degré m de f . Ainsi, Sq° =0 pour j < O,
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2.~ Homomorphismes.

Soient deux systémes de i-produits (A , A' | P; » 5&) et (B, B',

9

u tous deux de type antisymétrique). Un homomorphisme de (A , A' , P s 51)

5 Gi) s tous deux de méme espéce (c'est-a-dire tous deux de type symétrique,

dens (B, B', CA ai) est défini par la donnée d'une paire d'homomorphis-
mes permis :
4+ A_5 B , $ ¢ A > B! ,

("permis" signifie : compatibles avec les structures gradudes et les opéra-
teurs S ) , qui soient en outre compatibles avec les applications bilindai-

res p; et c'est-¢ -dire tels qie
(1) $' (o (2, @) = q(P(8) ,P(e)) .

Les homomorphismes %P et (%3 définissent, on le sait, des homomorphismes

des groupes de cohomologie
P* . 1(4) —s HY(B) P* . HAr) — HY(B')
de plus, la relation (1) entraine que, chaque fois que les Sq; sont définis,

(2) d'* o 8q; =89 0P , ouencore F*o5g) =5q) o P* .

Exemple : prenons B = A/2A , B' = A'/2A' , et définissons q et q
4 partir de p; et P, en passant au quotient. Alors (1) est vérifiée ;
(2) exprime la compatibilité du diagramme (14, page 7)
Sq.4 i
) — o #" 1@*)

a/2n) S i p)

3.~ Suites exactes et carrés de Steenrod.

Soit (4 , A', Py s 51) un systéme de i-produits ; soit C un sous-
groupe permis de A ; et C' un sous-groupe permis de A' , On sait qu'on a

deux suites exactes

{— Hi(c) 25 #'(a) £ wa/0) X5 B"0) — ...

(3) A

1——-9- #(0) 4 B A /o) Lo ey 5 L
Faisons en outre l'hypothése suivante : pi(f ; g8)<€ C' désque f ou g

appartient & C . Alors la pairu des homomorphismes C —s A et C!' —s A!

est compatible avec les applications bilinéaires ps et ﬁi s donc

t —
(4‘) oA’ o Sqi = Sqi o X
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chaque fois que Sq; est défini (dans Hm(C) , resp. H (4)) .

De plus, 1 et ﬁi définissent, par passage aux quotients, des appli-
cations bilinéaires q; et G; de (A/C) x (A/C) dans A'/C' , qui satis-
font & la relation fondamentale (I) . On a donc un systéme de i-produits
(o/c , Ar/C a; s ai) qui donne lieu aux relations

(5) /3! o Sqi = Sqi o f8
chaque fois que Sq; est défini (dans H™(A) , TCSP. Hm(A/C)) .

Montrons enfin que l'on a

(6) ¥ o Sq; =84;,4 o f ; en diagramme

1 (4/C) - (o)
¥, 591 J 8934
Hzm_l(AVC') _— H2m—1+1(c,)

Observons d'abord que, dans le cas symétrique, 1'homomorphisme Sqi du membre
de gauche est défini pour m-i impair, et 1'homomorphisme Sqi+1 du membre
de droite est défini pour m+l - (i+1) impair ; les deux membres de (6) sont

donc définis simultanément. Méme résultat dans le cas antisymétrique.

Pour prouver (6) , partons d'un élément f ¢ A , de degré m , tel que
8f € C ; pour obtenir ¥'o Sq; » on prend d'abord pi(f , £) € A" |, puis
¢p; (£, £) € C' . Pour obtenir Sq;,; o § , on prend d'abord 3f € ¢, puis

pi+1(5f‘, of) € ¢ . Tout revient & montrer que 5\pi(f , £) et

pi+1( 3f » 6f) ne différent que par le cobord d'un élément de C' ., Or c'est

ce que prouve la formule (IV) : en effet, pi+1(f ,8f) € C' puisque df & C ,

et d'autre part pi(f , £) et ﬁi(f , f) définissent la méme classe dans
H?m"l(A'/C') , Dpuisque la classe de pi(f , £) est un élément d'ordre 2 .

La formule (6) s'écrit aussi

(6bis) X'o Sqd = SqJ o) (j impair daons le cas symétrique,

j pair dans le cas antisymétrique).

Les formules (4), (5) et (6bis) montrent que tous les homomorphismes des deux

J

suites exactes (3) sont compatibles avec les Sq chaque fois que ceux-ci

sont définis.

4,- Application & la cohomologie des espaces topologiques.

Soient E et F deux espaces localement compacts et paracompacts. Une

application continue A de F dans E définit, on le sait, un homomorphisme
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permis 4? du groupe A des cochalnes de E dans le groupe B des cochalnes
de F ; il s'agit des cochailnes de éech—Alexander, & valeurs dans un méme

groupe abélien G . Par définition s
(7) (Pf(xo s eee s Xﬁ) = f£( A (xo) ) eee s h(xh)) .

La méme définition s'étend aux cochafnes & valeurs dens un systeme local de
groupes, & condition de prendre, dans l'espace E , le systéme local, image

réciproque du systéme local considéré dans F .

De méme, étant donné un autre groupe G' (ou un autre systéme local),
A @éfinit un homomorphisme permis <' du groupe A' des cochaines de E
(& valeurs dans G' ) dans le groupe B' des cochafnes de F (2 valeurs dans
G' ). La donnée d'une application bilindaire ¢ de Gx G dans G' (symé-
trique, ou antisymétrique) définit (cf. 14, numéro 2) un systéme de i-produits
(4, A, p; Ei) et un systéme de i-produits (B , B' , q > ai) ¢ I1 est
clair que la relation (1) est satisfaite : les homomorphismes é@ et %9 sont

compatibles aveec les i-produits définis par g . I1 en résulte que les

homomorphismes
B* I H(E , @) > H@FE, 6 , P*¥:dE, ) — BF, )
sont compatibles avee les Sqi chaque fois que ceux-ci sont définig s

594 . $5
F e, 6) s B, o)

Le méme résultat vaut pour la cohomologie & supports compacts, pourvu que
1'application continue A soit propre, c'est-a-dire telle que l'image réci-
proque d'un compact de E soit un compact de F : en effet, on prend alors
pour A et A' (resp. B et B' ) les groupes des cochafnes & supports

compacts de E (resp. de T ).

Soit, en particulier, F wun sous-espace fermé d'un espace E s le complé-

mentaire E - F est done ouvert. Dans le groupe A (resp. A' ) des cochaines
de E & valeurs dans G (resp. dans G' ) , soit C (resp. C' ) le sous-
groupe permis des cochalnes dont le support est contenu dans E - F , On sait
que H"(4/C) (resp. H'(A'/C')) s'identifie au groupe de cohomologie de
l'espace F , & coefficients dans G (resp. dans G' ). Les suites exactes
(3) donnent ici

(8) —s &E(E-F,6) L5 HY(E,G) £y 1 (r,0) 25 B ™ (mr,0) s ...
— P (5-F,0n 2 ©(E,@) £, H(r,®) A K Er,e) s ...
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Y

ol gﬁm(E—F) désigne une espéce particuliére de cohomologie de l'espace
E-F : par exemple, si E est un espace compact, gﬁm(E—F) est le groupe de

cohomologie & supports compacts de l'espace localement compact E-F ; plus

généralement, la suite (8) est valable lorsque tous les groupes qui y figurent

sont les groupes de cohomologie & supnorts compacts.

Cela dit, il résultc du numéro 3 que tous lcs homomorphismes de la suite
J

(8) sont compatibles avec les carrds de Steenrod Sq” , chaque fois que ceux-

ci sont définis ; ce qui se traduit par les formules (4), (5), (6) et (6bis) .

5.~ Carrés de Steenrod en cohomologie singuliére.

Soit E un espace topologique ; le groupe S(E , G) des cochaines sin-
guliéres de E , & valeurs dans G , est le groupe des fonctions (& valeurs
dans G ) de simplexes singuliers (ordonnés) de E . Or un simplexe singulier
est défini par la donnée d'un simplexe euclidien @vec un ordre de ses sommets)
et d'une application continue de ce simplexe euclidien dans E ; par conven-
tion un isomorphisme (pour la structure affine) d'un simplexe euclidien sur un
autre (avec conservation de l'ordre des sommets) transforme un simplexe singu-

lier en un simplexe singulier équivalent.

Considérons alors, pour commencer, les cochaines, fonctions de simplexes
singuliers affines d'un espace euclidien rY donné. La correspondance biunivo-
que canonique entre les simplexes singuliers affines et les simplexes abstraiﬁs
de 1l'ensemble R (suite de points de RY ) permet de transposer aux fonctions
de simplexes singuliers affines la définition des i-produits donnée en 14 ,
formule récurrente (5) ; d'ailleurs, 1'opérateur Ta_ qui figure dans cette
formule peut étre interprété directement dans le groupe des fonctions de sim-

plexes singuliers affines.

Soit maintenant & définir le i-produit pi(f , g) de 2 cochafnes singu-
lieres £ et g de l'espace E (cochafnes & valeurs dans G ) ; ce sera une
cochaine de E (& valeurs dans G' ) , qui sera définie par sa valeur sur
chaque simplexe singulier s ; volci comment on définit cette valeur : s est
la paire d'un simplexe cuclidien o~ et d'une application continue A de o
dans E . Considérons l'ensemble A(s) formé des simplexes singuliers
(N ;') tels que \' soit composée d'une application affine oy o,
et de 1l'application X de §~ dans E . Les cochafnes f et g définissent
des fonetions des simplexes de A(s) ; comme telles, leur i-produit pi(f ’ g)
est défini ; c'est une fonction des simplexes de A(s) , et cette fonction a
une certaine valeur pour le simplexe singulier s € A(g) . Clest la valeur cher-

chée. On vérifie qu'ellec est la méme pour deux simplexes singuliers équivalents.
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Les i-produits ainsi définis satisfont évidemment & la condition (I), et
définissent par conséquent des carrés de Steenrod, comme chagque fois que 1l'on
a un systéme de i-produits. De plus, si on considére les supports des cochal-
nes singuliéres (cf. exposé 8 de 1948-49, p.4), le support de pi(f , g) est
contenu dans l'intersection des supports de f et de g ; donec les produits

p; se définissent dans le groupe réduit des cochafnes singulidres, obtenu on

faisant le quotient par le sous-groupe des cochaines singuliéres de support
vide. On sait que ce groupe réduit a méme groupe dc cohomologie que le groupe

non réduit (cf., loc. cit.)

Or on a un homomorphisme canonique du groupe C(E , G) des cochafnes de
Bech-Alexander dans lo groupe réduit des cochaines singuliéres (cf. loc. cit.),
ot il est clair qu'il est compatible avec les i-produits. Donec, en vertu du

numéro 2 :

L'homomorphisme canonique de la cohomologie de Bech dans la cohomologie
singulieére

fE, 0 — #@E®,0 , IE, ). H(E, 6')

est compatible avec les carrés de Steenrod dans chacun de ces deux groupes de

cohomologie, quand ces carrés sont définis.

6.~ Carrés de Steenrod en cohomologic simpliciale,

Si K est un complexe simplicial, le groupe C*(K , G) des cochafnes de
K (& valeurs dans G ) s'identifie au quotient du groupe des cochafnes de
l'ensemble abstrait K , par le sous-groupe des cochaines qui s'annulent sur
les simplexes de K . La définition des i-produits pi(f , 8) passe au quo-
tient. On a donc dcs carrés de Steenrod dans le groupe de cohomologie d'un
complexe simplicial ; de méme, dans le groupe de cohomologie déduit des cochaf-

nes "finies" (c'ecst-a-dire qui s'annulent sauf sur un nombre fini de simplexcs).

Soit K 1'espace topologique (localement compact et paracompact) associé
au simplexe K (exposé 1 de 1948/49). On a un homomorphisme canonique du groupc
des cochafnes singulidres S*(K , G) dans le groupe des cochaines simpliciales
C*(K 5 G) . I1 est évidemment compatible avec les i-produits. Or 1'homomorphis—

me qufil définit HY(K , ) —» H¥(K , G) est, on le sait, un isomorphisme

du groupe de cohomologie singuliére sur le groupe de cohomologie simpliciale 3
comme cct homomorphisme est compatible avec les carrés de Stecenrod, on voit quc
1'isomorphisme de la cohomologic singuliére sur la cohomologie simpliciale
transportec les carrés de Stecnrod de 1l'unc dans les carrés de Steenrod de

l'autre.
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7.- Carrés de Steenrod dans les faisceaux.

Pour la notion de faisceau sur un espace localement compact et paracompact,
voir exposé XII & XVII de 1948/49, Un systéme de i-produits sur un espace E
sera constitué par la donnée de deux faisceaux (X et @&’ sur E , et d'appli-
cations bilinéaires p; ot ﬁi de @ x @ dans @ (il s'agit d'homomor-
phisme au sens des faisceaux (XII dc 1948/49, p.2), qui satisfassent aux condi-
tions 19, 2° et 3°de la p. 5 de 1'Exp.14(n° 5) sconditions relatives aux degrés,

condition de "symétrie"ou d'"antisymétrie", et formule (I) du cobord.

Soient H() et H(@') les faisceaux de cohomologie de @ ot & .
Alors les Sq_i sont définis comme des homomorphismes du faisceau H(E,)
dans les faisceau H(&') , au moins pour les valcurs convenables du degré m
de HY (@) : m-i impair dans le cas symétrique, m-i pair dans le cas antisy-

, .
metrique.

8.~ Systéme de i-produits dans un produit tensoriel.

Soient deux systémes de i-produits (4 , A' , p; , §i) et (B, B', q s
Ei) . Considérons les produits tensoricls C = A ® B et C' = A' @ B' . On sait
que C et C' peuvent &tre munis d'une structure graduée ("graduation totale!)
et d'un opérateur cobord défini par

S(E®g) = (Sf) ®g + (--1)m fcg‘(Sg) , s1 m est le degré

de f (cf. exposé XI de 1948/49, numéro 7) . On va définir des applications
bilinéaires r; et T; de C xC dans C' , qui feront de (c,cC" ,r;, fi)
un systéme de i-produits ("produit tensoriel de deux systémes de i-produits").

Les applications r, sont définies par la formule suivante : pour f1 et
)
de degré n,; , g, de degré n2) , on pose

dons A , g; et g, dans B (f1 de degré m, , £, de degré m, 5 8

o) = (o) S ) s
(B) ry(fy xey Gy ®e) = (F1)7270 o pps(fy 5 L) R0y 550k 5 gp) +

n, (m,+n,)+n,+n
1YV 2 1772 <
+ ("1) ‘fl— p23+1(f1 ) fz) R qi-2J—1(g2 9 gl)

(formule analogue pour T, ).

Un calcul pénible, mais sans difficulté essentielle, permet de vérifier la
relation (I), ce qui prouve qu'on a bien un systéme de i-produits, d'ol pour-
ront étre déduits des homomorphismes Sq; si ry; =T, ousi r;= —Fi ; le
premier cas se présente notamment si Py = Ei et a3 = ﬁi ; le second cas se

présente notamment si p; = -p; et q; =G4 (attention !).
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9,- Application : théorie axiomatique des carrés de Steenrod d'un espace locale-

ment compact et paracompact.

Soit E un tel espace, % un faisceau fin (1948/49, XIV) & degrés = O ,
tel que le faisceau H((L) soit localement de degré O : ce qui veut dire que,
pour tout point x € E , Hm(CLX) =0 pour m=>1. Les HO((%X) constituent
alors un faisceau de coefficients locaux. On sait (1948/49, XVI, p.1l, théoréme
3) que le faisceau H({) s'identifie canoniquement au faisceau de cohomologie

(de Coch) de l'espace E , relatif au systéme G des Ho(ﬁlk) .

Résultat analogue pour les autres sortes de cohomologie, par exemple la

cohomologie & supports compacts,

Soient alors deux tels faisceaux fins @ et @' , G et G' les coeffi-
cients locaux correspondants. Supposons données des applications bilinéaires
(de faisceaux) p; et p; de b x & dans @' , qui satisfassent aux condi-
tions d'un systéme de i-produits ( "4, page 5, conditions 1°, 2°, 3°), Soient

Sq; les homomorphismes qu'on en déduit ¢ Sq. est défini pour m-i impair

i
(dans le cas symétrique), ou pour m-i pair (dans le cas antisymétrigue), et
est un homomorphisme du faisceau de cohomologie Hm(&ﬁ) dans le faisceau de
cohomologie Hzm_l(Cf) , c'est-a-dire du faisceau de cohomologic de l'espace E

(relatif & G ) dans le faisceau de cohomologie de E (rclatif & @' ).

Théoréme fondamental : ces homomorphismes Sqi ne sont autres que les

carrés de Steenrod de la cohomologie de l'espace E s relativemeht aux systemes

G et G' , et & l'application bilinéaire symétrique (resp. antisymétrique) de

G x G dans G' définie a partir de P, ¢
) O/ .y O/ gt
H (@X) x H (\J, X) -3 H (u X) .

Démonstration abrégée : Soit B le faisceau des cochafnes entiéres de

éech—Alexander, q; = Ei les i-produits définis dans ce faisceau comme il a
été expliqué en 14, numéros 3,4, et 8. La cohomologic de Cech-Alexander est
donnéc par le faisceau G & B (produit tensoriel complété des faisceaux G et
8 ¢ cf. 1948/49, XV, page 3), ol les i-produits sont définis par la formule
(P) du numéro 8 ci-dessus. Or la démonstration du théoréme fondamental de la
théorie des faisceaux (1948/49, XVI, page 11, théoréme 3) consiste & définir des

isomorphismes de¢ faisceaux :

(9) HIT) —> H(A % B) «— H(G & 3)

qui permettent précisément d'identifier canoniquement H(@) au faisceau de
cohomologie de GCech-Alexander & coefficients dons G , & savoir H(G ® ®) .
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Rappelons comment sont définis les isomorphismes (9) : ils provicnnent des

homomorphismes de faisceaux

s s s s

(10) U __, @RB —— G® > .
De méme, les homomorphismes & —s TRB <«— G @ B
définissent des isomorphismes H(@) 5 H(X % B) &= HE 2 =®) .
Or,la paire d'homomorphismes & ——» @& ® et ' — @ & & eost
; ; de méme, la paire d'homomorphismes
Eigiﬁ? —_— 257%753 et ETigiif — '?iié;@i‘ est compatible avec les pro-

duits q; et r; . C'est ce que montre 1l'inspection dc la formule (P) du numéro

compatible avec les produits Py et r

précédent. De 1l résulte que les isomorphismes des faisceaux de cohomologic sont
compatibles avec les homomorphismes Sq:.L s et c'est le théoréme qu'il s'agissait
d'établir,

10.- Application : carré de Steenrod d'un produit.

Considérons un espace-produit E x F ; soit & un faisccau fin de E ,
tel que H(®) soit localement de degré 0 , et % un faisceau fin de F ,
tel que H(® ) soit localement de degré 0 . Soit G le systéme local des
HO(@lk) sur E, et I 1lc systéme local des Ho(ﬁix) sur F ., Le produit
tensoriel complété Lz B (il s'agit de produit tcnsoriel sur 1'espace—pro-

duit E x F ) est un faisceau fin de E x F , ot son systéme local est G & I .
A ce titre; on peut l'utiliser pour avoir la cohomologie de Cech de 1'espace
E xF (relatived Gx T ) .

Romarque : si & et (3 sont des carapaces fines (1948/49, XII, page 4),
et si E ot F sont compacts, il n'cst pas nécessaire de "compléter" le pro-
duit tensoriel &. & £ ; de sorte que la cohomologie de E x F est donnée par
le groupe Ql@;ég 555,, produit tensoricl des groupes de cochaines des espaces
E et F . Il en est encore de méme si E ot F nc sont pas compacts, pourvu
que l'on considére la cohomologie "de deuxiéme espéce", donnéc par les cochalnes

& supports compacts.

Soit maintenant € unc classe de céhomologic de E : élément dc H(CZE) 5

et soit ") une classe de cohomologie de F : élément de H(33F) . On a une

application canonique, linéaire, de
B(Dp) & BT ) — B(C@w )y q)
déduite de l'application bilindaire canonique de faisceaux s

(1: X (,6 —_— %18 '{53_ .
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Par abus de langage, 1'image du couple (T ,~) se note E& ¥} , élément du

groupe de cohomologie de l'espace produit E x F .

Prenons maintenant un autre faisceau fin €U de E , tel que H{®) soit
localement de degré O ; soit G' Lle systéme local des HO(E'(J'X) . Soit aussi un
faisceau fin B sur F , tel que H(B') soit localement de degré O , et soit

' le systéme local des HO((}%'X) . Le faisceau & 7' sur l'espace E x F
donne le faisceau de cohomologie de E x F relatif au systeme G'& [’ .
Supposons enfin définis des i-produits p; dans (&, ') , et des

i-produits q; dans (R,083) : d'ot des i-produits r, dans

(& R, @® &') . Les produits p; (resp. q; , resp. ri) donnent les carrés
de Steenrod dans la cohomologie de E (resp. de F , resp. de E x F ), en vertu

du théoréme fondamental du numéro précédent.

Nous supposerons désormais que, dans &' et 8’ , tous les éléments sont

d'ordre 2 ; et par suite aussi dans & & ' . Alors les Sqi sont définis pour
toutes les valeurs de i et du degré. Soit alors f un cocycle de QE s £ un
cocycle de 6F ;s &g est un cocycle de (A ® B )ExF et la formule (P) donne

(£, ) ea; s(es 8.

ri(feg, fRg = p
1 -~ J J

Toutes les quantités écrites sont des cocycles ; en mssant 2 la eohomologie, il

vient la formule importante :
(11) SQ(géS’»?/)—- 53;6) ® Sq;_;0)) .

Supposons maintenant E = F ; dans m s, faisons le quotient par le
sous-faisceau des éléments dont le support ne rencontre pas la diagonale : on
obtient, sur la diagonale, un faisceau qui donne la cohomologie de la diagonale ;
dans 1'homomorphisme H(E x E) —> H(E) ainsi obtenu, l'image de € ® M est
le cup-product & \s v) . Alors (11) domne :

(12) Sa; (£ um) = I sy U say_fy)




