H. CARTAN

Opérateurs d’homotopie (suite et fin) : déformations ; homologie
singuliére d’un complexe simplicial

Séminaire Henri Cartan, tome 1 (1948-1949), exp.n°9, p. 1-6
<http://www.numdam.org/item?id=SHC_1948-1949 _1__A9_0>

© Séminaire Henri Cartan
(Secrétariat mathématique, Paris), 1948-1949, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Henri Cartan » implique ’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation
commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SHC_1948-1949__1__A9_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminairec H. CARTAN ' c-01
E.N.S., 1948/49. Topologic algébrique.

OPXRATEURS D'HOMOTOPIE (Suite et fin)
DEFORMATIONS ; HOMOLOGIE SINGULIERE D'UN COMPLEXE SIMPLICIAL.

(Exposé fait par H. CARTAN, le 31.1.1949),

1.~ Opérateur d'homotopie défini par une déformation.

Soit E un espace topologique. Rapvelons qu'une application continue ¥
de E dans E définit un endomorphisme permis h du groupe S(E) des chaines
singulidres de E . On dit que 1'application Y provient d'une déformation si,
désignant par I 1'espace topologique constitué par le segment [0 , 1] de la
droite réelle, il existe une application continue < de 1l'espace produit E x I

dans E , telle que (M,1) = M pour tout M de E, et @(M,0) = V(M)
pour tout M de E

Théoréme 1.- Si IV provient d'une déformation, 1'endomorphisme h défini
par V' est un opérateur d'homotopie.

Nous allons démontrer un théoreme plus général, Soit V wun recouvrement
de E par des ensembles tels que tout point de E soit intérieur & 1l'un au

moins d'entre eux, et soit SV(E) le sous-groupe des chafnes singuliéres peti-
tes d'ordre V . Un endomorphisme permis h du groupe SV(E) sera dit prove-
nir d'une déformation des chafnes singuliéres (petites d'ordre V ) si: on peut

N

atbtacher & chaque simplexe x petit d'ordre V un "prisme singulier" y ,

c'est-a-dire (en supposant x de dimension p ) une fonction y(%b,...,% )

P

de p+l variables Aii> 0 de somme un, et d'une variable réelle t parcourant

le segment I =[0,11, cette fonction étant continue et telle que
y(%o,...,Ap;l) = x(%b,..,,Ap) (c'est-a-cdire le simplexe dorné x )

y(xo,.,.,)ﬁ;o) soit le simplexe "déformé" h(x) .

On suppose en outre que ces déformations de simplexes singuliers satisfont
a une condition d'"hérédité" : la déformation d'une face du simplexe singulier
x doit &tre induite (sur la "face" correspondznte du prisme de déformation) par

la déformetion de x . Enfin, on suppose que le prisme de déformation est petit,
d'ordre V . Le théoreme 1 est alors un cas particulier du

Théoreme 1 bis.—~ Si un endomorrvhisme permis du groupe SV(E) provient

d'une déformation des chaines singulieres petites d'ordre V , c'est un
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opérateur d'homotopie dans SV(E)'.

Démonstration : y est une application continue d'un "prisme" euclidien,
Notons pour un instant ay le i-iéme sommet du simplexe qui constitue la
"base" de ce prisme relative & t = 1 , c'est-a-dire le point de coordonnées
t=1 , Aizl s Ajzo pour j # i . Hotons de méme b, le i~ifme sommet de la
"base" relative & t = 0 . On ve définir, dans le groupe SV(E) s un endomorphis-
me k de degré +1 , tel que h soit l'opérateur d'homotopie associé & k .
Pour cela, on définira k(x) pour chaque simplexe singulier x ; k(x) sera
la somme des simplexes singuliers obtenus par restriction de 1l'application con-
tinue y aux simplexes euclidiens suivants, que nous désignons par la suite
(ordonnée) de leurs sommets

_ R _1\P
(boaoal...ap) 5 (boblal...ap) , +(bob1b2a2...ap) s eers  (-1) (bobl...bpap) .

(ceci est suggéré par la décomposition géométrique d'un prisme en simplexes)

L'opérateur k étant ainsi défini, une vérification de calcul montre que
l'on a bien

dk(x) + kd(x) = x-h(x)

pour tout simplexe singulier x , petit d'ordre V (on éerit ici d au lieu
de O ). I1 importe de remarquer que tous les simplexes de k(x) sont alors
“petits d'ordre V , de sorte que k et h opérent bien dans le groupe SV(E) .

Ceci achéve la démonstration du théoréme.

Remarqgue : si la déformation des chaines singuliéres de SV(E) est telle
que, pour un sous—espace F de E , le prisme de déﬁormation de chaque aimplexe
de F est contenu dans F , a2lors h et k opérent dans SV(E) et SV(E mod
F) , donc h est opérateur d'homotopie dans SV(F) et SV(E mod F) . Le trans-
posé h* est opérateur d'homotopie dans S;(E) , Ss(F) et S§(E mod F) .

2.~ Comparaison de 1'homologie simpliciale et de 1'homologie singuliére.

Jusqu'a 1o fin de cet exposé, X désigne un complexe simplicial localement
fini, et K 1'espace topologique (localcment compact) qui lui est associé (cf.
exposé 1, paragraphe 3). Si L est un sous—complexe de K , T s'identifie 3
un sous-espace de K . Chaque sommet k de X définit un "sommet" k s point
de K de coordonnées (Aj) telles que Ak =1, %3 =0 pour j #k . Chaque
simplexe ordonné de K (élément du groupc des chaines simplicizales C(K) ) étent
défini par la suite de ses sommets, la suite des points correspondants de ¥ dé-

~s
finit un simplexe singulier affine de l'espace K ; on obtient ainsi un
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isomorphisme (dit canonique) de C(X) sur un sous-groupe parmis de S(K)

Pour tout sous-complexe L , C(L) est anpliqué dans s(1) s, et, par passage
au quoticnt, on a un isomorphisme canonique de C(K mod L) sur un sous-groupe
de S(X mod L) . En traﬁSposant, on trouve des homomorphismes cenoniques de
s*(X) sur C*(K) , etc... De plus, soit C(K) 1le groupe des chafnes simpli-
ciales de deuxieme espéce (combinaisons lindaires, éventuellement infinies, de
simplexes ordonnés, mais telles qu'un sommet, quel qu'il soit, n'apparticnne
qu'a un nombre fini de simplexes de cette combinaison). On a un isomorphisme
canonique de  C(K) sur un sous-groupe du groupe S(K) des chafnes singulid-
res de deuxiéme espece ; de méme, un homomorphisme cznonique du groupe S*(K)
des cochaines singuliéres de deuxiéme esp2ce sur le groupe (3x(K) des cochai-

nes simpliciales de deuxiéme espéce (cocheines "finies").

Tous les homomorphismes précédents sont des homomorphism QX-Q§§§§?\IIS don-
nent donc licu & des homomorphismes (dits aussi canoniques GE groupag\dérlves
correspondants, c'est-a~dire des groupes d'homologie (res

ciale et singuliére. D'une facon précise, on a les homomo smgs cunonl ue$

RARL) &

>\

B > HE) , B moa 1) = HE mea T) , H'(K) = B(1) \.3 mi?ty
VARG $oe 1)

MK) = HE) , XK — 35 (x) .

Théoréme 2.~ Tous les homomorphismes précédente sont des isomorphismes sur.

C'est cc qu'on exprime briévement en disant que les groupes d'homologie et

~s

de cohomologie simpliciale sont des invarisnts topologigues de l'espace K as-

socié & K (resp. du couple K,I associé au couple K,L ).

Avent de démontrer ce théoréme faisons deux remarques

1) les homomorphismes relatifs aux cochafnes sont des homomorphismes d'an-
neau (si on & une structure d'annesu sur ¥ ) ; donc les isomorvnhismes des grou-
pes de cohomologie singulidére sur les groupes de cohomologie simpliciale seront

aussi des isomorphismes pour la structure multiplicative,

2) si on a un autre complexe simplicial K' , une application simpliciale
f de K dens K' , et l'apprlication continue f de K dans X qu'elle dé-
finit (cf. exposé 1, paragraphe 3), on a le diagramme de compatibilité suivant
c(x) — S(F)
"
C(k') — S(»')

oll les fliches horizontales désignent les homomorphismes canoniques, et les

fléches verticales les homomorphismes définis par f et f respectivement.
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On on déduit le diagromme de compatibilités
H(K) — H(K)
. A

H(K') = H(K')

qui exprime que si l'on identifie, per le théoréme 2, H(K) et H(ﬁs , H(XK")

et H(ﬁq) s l'homomorphisme de H(K) dans H(X') défini par l'application sim-—
pliciale f s'identifie & 1'homomorphisme de H(ﬁ) dens H(E') défini par
1'application continue T.

3.— Démonstration du théoreme 2 (théoréme de "1'invariance topologique").

~

On va définir un recouvrement V de l'espace K , tel que tout point de
K soit intéricur & au moins un ensemble de V , et que C(K) ¢ Sv(i) ( c(x)
étant désormais canoniquement identifié & un sous—groupe permis de S(K) ). Puis
on définira une déformation des chatnes de Sv(ﬁ) (donc un opérateur d'homoto-
pie d'aprés le théoréme 1) qui soit un projecteur sur C(K) . En vertu du théc-
réme 2 de 1l'cxposé 7 (paragraphe 2), il en résultera que

H(K) = HV(E) est un isomorphisme sur ;

et comme HV(E) s'mdentifif 3 H(X) (cf. exposé 8, paragraphe 3), on aura
bien prouvé que H(K) —> H(K) est un isomorphisme sur., De plus, pour tout
sous-complexe L , il se trouvera que la déformation envisagée applique

SV(i) sur C(L) , le sous-groupe SV(E) étant stoble pour 1'opérate2? k K

h opérera donc comme opératcur d'homotopie dans tous les groupes SV(K mod L) ,
et le théoréme 2 en résultera,

Définition du recouvrement V : pour tout simplexe A (partie finie de

K , oontenue dans 1l'ensemble de perties qui définit précisément la structure

simpliciale de K ), définissons le sous-espace UA de K , formé des points
(Ak) tels que 1l'on ait A, > Aj chaque fois que i€ A et j #£A ; l'ensem-

ble UA est ouvert, et les UA recouvrent ﬁ'. Soit VA la réunion de U

A
et de A ; les VA (quand A parcourt 1l'ensemble des simplexes de K ) cons-

~
tituent un recouvrement V de l'espace K , tel que tout point soit intéricur
4 au moins un ensemble de ce recouvrement,

Dans le cube IK » le segment joignant un point de A et un point de Vl

est tout entier dans VA s ¢t en particulier dans K . En effet :

: 1) le segment
joignant deu® points de A est dens K,; 2) tout point intérieur au segment

joignant un point de UA et un point.de A est dans UA .

Nous allons définir un endomorphisme h dans le groupe SV(K) des chaincz
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singuliércs pctites d'ordre V . Pour ccla, ordonnons tot.lement 1'ensemple des

sorrets de K . Puis définissons le transformé h(s) d'un point s de K

(simplexe singulier de dim, O ) corme suit : h(s)

sera le premier des sormets

k de K tels que Ak ait lo plus grande veleur parmi les coordonnées du point
s « Alors, si des points s, sont dans un méme ensemble VA s leurs transformés
h(si) sont dens A , Soit alors x un simplexe singulier petit d'ordre V ;
les tronsformés de ses sommets seront tcus dans un méme ensenble K', donc on
pourra cnviscger le simplexe affine qu'ils définissent ;

; ce sera un élément de
SV(K) , qui scra par définition le transformé h(x) .

L'endomorphisme h du groupe SV(K) étant maintenant défini, il reste &
définir la "déformation" dont h provient., Or, étont donné un simplexe singu-
lier x et son transformé h(x) , le segment de droite qui joint un point quel-
conque de x & son transformé dans h(x) est tout entier contenu dans v, si
le simplexe x est dans VA 3 la déformation se définit alors d'une maniere
évidente par linéarité. De plus, pour tout sous-complexe L de K , la défor-
h est un

mation opére dans Sv(f) ; et comme h(x) = x pour tout xe C(K) ,
projecteur de SV(K) sur C(XK) . Ceci acheve la démonstration du théoréme 2.

4.~ Groupes relatifs et groupes de deuxiéme espéce.

Dans 1'exposé 8 (paragraphe 5), on a défini, pour un espace compact E et

un sous-espace ferné F , le groupe d'homologie singuliére relative de deuxiéne
cspéce M (E mod F) , groupe dérivé du groupe des chaines singuliéres relatives

de deuxiéme espéce S (E mod F) , On e un homomorphisme canonique S(E mod F) —>

—> 3(E mod F) , qui est permis, d'ou un homororphisme canonique H(E mod F) —

— M(E nod F) . De plus on a montré (loc, cit.) que 4L (E mod F) est canoni-

quement isomorphe au groupe d'homologie singulidre de deuxiéme cspéce “JE(E-F)

de-1'espace localement compact E-F . D'olu un homomorphisme canonique :

°

H(E mod F) — ¥ (z-F) .
On a de méne, pour la cohomologie, un homomorphisme cenonique

H*(EF) = H(E mod F) .
Ceci s'aprlique, en particulier, si E est l'espace K

~

plexe simplicial fini K , et F 1le sous-espace L

associé & un con-

associé & un sous-complexc
L de KX . lals, dans cc cas, on a en outre :

Théoréne 3.~ Les homomorphisres canoniques

H(K mod L) = 4UFI) et H*E-L) = B*(X mod L)
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sont des isomorphismes sur. (On 2 identifié, gréce au théoréme 2, les groupes

sinmplicicux H(K rod L) et H*(K mod L) respectivement aux groupes singuliers
HX mod 1) ot HX(X mod 1) ).

Corollaire : les groupes simpliciaux H(K mod L) et H'(K mod L)

sont,
lorsque

K est un complexe simplicial fini, des invariants topologiques de
1l'espacc localerient compact X-L

Principe de la démonstration s on montre que h définit un progectcur de
S (K mod L)

8*(K mod 1) sur C*(K mod L) . Ces projecteurs sont des opérateurs d'homotopie,
d'ou le théoreéme,

sur C(K mod L) , Par transposition, ons aussi un projecteur de

5.~ Apolication & 1'homologie des boules et des sphéres.

Raisonnons sur l'homologie ; il en serait de méme pour la cohomologie,

Pour avoir les groupes d'homologie de deuxi®me espece d'une boule ouverte de
dimension n (n > 1) , on prend pour K un simplexe de dimension n , pour L
sa frontiére, et on celcule les groupes

pour tout p#n 3 pour p =n, si on utilise les chaines orientées, on trouve

aussitdt que Hn(K mod L) est isomorphe au groupe additif des entiers Z . Con-
séquence 3

Hp(K mod L) , Ils sont éviderment nuls

invariance topologigue de la dimension d'une boule ouverte.

On sait (par exemple par 1'exposé 7, paragraphe 6) que Hp(K) =0 pour
p>1, et HO(K) =2 Z . En utilisant la suite exacte

: — {

on obtient aisément les groupes d'-omologic Hp(L) , qui sont ceux de la gphere
de dimension n-1 @

~si n=1, HO(L)avZsz, Hp(L):O pour p 21 ;

-si n»2, HO(L)’A’-Hn_l(L)%Z , Hp(L) =0 pour p#£Z0, n-1,.

Si Bn désigne le boule ouverte de dimensioh n > 1 (resp. S_ 1z sohore
de dimension n > 1 ), le groupe gen(Bn) (resp. Hn(Sn) ), étent isomorphe 2
Z , possdde deux é1éments généraleurs possibles (dont chacun engendre le groupc)

choisir 1'un de ces éléments, c'est per définition orienter la boule B

(reso.
la sphére Sq) .



