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Séminaire H. CARTaN : 4-01
E.N.S., 1948/49. Topologie algébrique

DUALITE, COCHATNES ET COHOMNOLOGIE.
(Exposés de P. SURL, les 7 et 13.12.1940)

1.- Groupes d'homomorchismes.

:Soient G et y deux groupes abéliens (la théorie vaﬁt, plus générale-
ment, pour des modules sur un méme anneau commutztif avec élément unité). Les
homomorphismes de G dans y forment un croupe abélien, noté Hom(G,y) . On
a une application bilinéaire de G x Hom(G,y) dans ¥ , savoir celle qui, au
couple d'un élément x de G et d'un élément x' de Honm(G,y) associe la
valeur de 1'homomorphisme x" pour 1'élément x , valeur qui est dans y .
On notera < X,x'> cette fonction bilinéaire & valeurs dans ¥ ; on se rapel-
lera que st x' est tel que < x,x'> = O pour tout x , alors x' =0 (par
contre, un x £ 0 peut &tre tel que < x,x'> = 0 pour tout x' ). On dit par-

fois qu'un x de G et un x' de Hom(G,X) sont orthogonaux si < X,x'> = 0

Dans ce qui suit, y est fixé, et on fait varier G . Soit f un homomor-—
phisme de G, dans G, 3 il lui correspond un homom. 7 de Hom(ng{)
dans Hom(Gl,g) s & savoir celui qui, & xé < Hom(Gz,X) , fait correspondre
1'homom. composé xéOf . La relation caractéristique qui définit £ 3 1'ai-
de de f est

v — X0 o
<f(x1),x2> =< Xl’f (x2)>

pour tout Xj‘e G, et tout x) dans Hom(Gz,x) .

2
Si f=g+h, alors 7 = gx+hx .« Si on a trois groupes Gl’Gz’GB s un

homomorphisme g de G1 dans G2 , €t un homom., h de G2 dans G3 , On a

(hog)* = g*oh™ (homom. de Hom(GB,g) dans Hom(Gl,g) ).

Ceci prouve notarment que le transposé d'un projecteur de G est un projec-—
teur de Hor:(G,Y) .

Soit G un sroupe, F un sous-groupe, G/F le sroupe quotient ; consi-
dérons la suite des homom. naturels

F—>G—>G/F .
f g

On a la suite des horom. transposés
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Hom(F,y) < Hom(G,x) €~ Hom(G/F,y) .

f g
g* est biunivoque, et on identificra toujours Bom(G/F,y) & un sous—groupe de
Hom(G,¥) . De plus la suite est exacte : c¢n effet, si x' cst un homom. de G
dans ¥ , £*(x') est 1'homom. de F dans ¥ obtenu par restriction de 1'ho-
momorphisme x' ; l¢ novau de * se corvose donc des homom. x' qui pren-
nent la valeur zéro sur F , et c'est précisément le sous—groupe imare de g

sous-rroupe qu'on a identifié & Hom(G/F,y) .

’

On prendra garde que, en général, £* n'est pas une application de
Hom(G,¥) sur Hom(F,x) : un homom. de F dans y ne neut pas toujours &tre
prolongé en un homom. de G dans y » Toutefois, il suffit que F .soit fac-
teur direct de G pour qu'un tel prolongement soit possible ; dans ce cas,
Hom(F,y) s'identifie & un quotient du groupe Hom(G,X) .

Réciproquement, soient G wun groupe et F un sous-groupe, tels que, pour
tout groupe ¥ , l'application Hom(G,X) —> Hon(F,¥) soit une application
sur, Alors F est facteur direct de G . Ep effet, prenons y =F ; 1l'ap-
plication identique de F dans F est prolongeable en un homom, de G sur

F , qui est nécesszirement un projecteur ; ce qui prouve que F est facteur
direct de G .

Lorsque F est factour direct de G , vn projecteur de G sur F permet
d'identifier Hom(F,¥) & un facteur direct de Hom(G,y) . En effet, on a une
suite d'homomorphismes ¢ F — G —> F , dont le »remier est 1'homom. naturel de
F dans é , et dont le composé est l'automorphisme identique de T 3 la suite
des k- omorphismes transposés : Hom(F,y) € Hom(G,y) €= Hom(F,y) montre que
le composé de ces homom. étant 1l'identité, le second est biunivoque : il identi-
fie donc Hom(F,Y) & un sous—groupe de Hom(G,y) , et avec cette identifica-

tion le premier homom. est un projecteur.
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2.— Cas d'un groupe gradué & dérivation.

Soit G = Ez: G, un groupe gradué & dérivation (cf. Exp. 2) ; soit d
n

_'opérateur de dérivation, qui applique G, dens G .. . Soit G = Hom(Gn,'E) H

le transposé d* applique G ¥

dons G~ , et on a a* o ¥ = 0. Ainsi

G* = z:: ¢ est wn groupe gradué & dérivation, ct son opéfcteur de dérivation
est dendegré -r . Bien que G* soit distinct, comme groupe abélieny du groupe
Hom(G , §) , nous emploierons souvent, par abus de langage, la notation

Hom(G , K) pour désigner G- .

Soient G et G' decux grcupes gradues & dérivation, dont les opérateurs
d et d' soicnt de méme degré r . Soit f un homom. psrmis de G dans G' ,
o'est-a-dire tel que fod = d'of , foG% = G;Of ; on sait que f définit des
homomorphismes des groupes dérivés ("groupes d'homologie") : Hn(G) - Hn(G') .
Soit maintenant G = Hom(G,y) et G"™ = Hom(G',y) ; 1'homom. transposé £~
de G'™ dans G est un homom. permis (transposer les relations précédentes)

et définit donc des homom. des groupes dérivés : 1 e*) = 526" .

Si on a trois groupes, il v a une propriété évidente de transitivité,

3.~ Cochaines d'un complexe simplicial.

Soit K un complexe simplicial. Prenons pour G 1le groupe C(X) des
chaines ordonnées ; c'est un groupe graduvé & dérivation. Le groupe Hom(G,y)

' se notera C*(K,X) (ou C*(K) s'il n'y a pas d'ambiguité au sujet de ¥ ). Les
éléments de C*(K,x) s'anpellent cochaines de K (& valeurs dans Y ). On dis—
tingue le sous-groupe des cochaines dec degré n (ou dimension n ), qui s'iden-
tifie au groupe Hom(Cn(K),x) ; on le note souvent Cn(K,x) . L'opérateur
transposé de o (opérateur "bord" dans les chaines) se note & 3 i1 est de de-

gré +1 ot s'appelle opérateur "cobord". Notons la relation qui définit &
<Ox,x'> = < x,0%x'>

On désigne par Z*(K,X) le sous-groupe des cocycles, c'est-a-dire des co-
chaines x' +tclles que &x' = 0 ; ce sont les cofhaines orthogonales aux
bords. Zn(K,x) désignera le sous-groupe des cocycles Jde degré n . Une cochai-
ne x' est un "cobord" si elle a le forme x' =6y' ; on note B*(K,x) le
groupc des cobords, et Bn(K,X) le groupe des cobords de degré n . Enfin, on
notera H*(K,X) le groupc quotient Z*(K,x)/B*(K,X) , qu'on avpelle groupe de
cohomologie du complexc K (relativement a ¥ ) ; et Hn(K,X) le quoticnt
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Zn(K,X)/Bn(K,X) » groupe de cohomologie pour la dimension n .

Puisque Cn(K) est un groupe libre ayant pour base l'ensemble des sime
plexcs ordonnés de X , une cochaine de degré n peut 8tre considérée corme une
fonction des simplexes (ordonnés) de dimension n , & valeurs dans Y « la
formule donnant le cobzrd d'une telle fonction f est :

8f(aseea 1) =2 (-1)788(a s ensdyyensn )
1

n+l

Les cochaeines de degré O ne sont autres que les fonctions de sommets ; parmi

elles, le sous-groupe des fonctions constantes (qui sont des cocycles) sera
identifié au groupe Y Ilui-méme.

Le groupe c(K) des chaines oriontées est un quotient de C(K) ; le grou-

pe Hom(c(K),y) s'identifie donc 2 un sous-groupe du groupe C*(K,¥) de toutes

les cochaines ; c'est le sous-groupe des cochalnes alternées : une cochaine est

altcrnde (de degré n ) si c'est une fonction f(ao,.,.,an) des simplexes or-
donnés de dimension n , nulle quand 2 gu moins des sormets a, sont égaux, et
qui est multiplidepar ngz I quand on effectue une permutation & sur les
somrets. Le groups des cochaines alternées est aussi un groupe gradué & dériva-
tion ; on verra plus tard que le groupe de cohomologie correspondant est cano-
niquement isomorphe auv groupe de cohomologie H*(K,X) obtenu & partir de tou-

tes les cochalnes,

Soit ¢ une gpplication simplicijale d'un complexe K dans un complexe
K' , et f 1'homomorphisme permis de C(F) dans C(X') qu'elle définit. Le
transposé f* est un homomorphisme permis de C*(K') dens C*(K) . On obtient
ainsi, outre un homomorphisme f de H(K) dans H(K') (cf. exposé 2), un ho-
momorphisme, en sens inverse, de H (K') dans H*(X) . Condition évidente de

trensitivité dans lé cas de trois complexes simpliciaux.

4.~ Accouplement ontre homologie et cohomologie.

Ce qui ve &tre expliqué pour 1l'homologie et la cchomologie vaudrait pour
tout gréupe & dérivation G et pour G* = Hom(G,X) . Ici, nous supposdns quc
G est C(X) , K désignant un complexe simplicial. Ls relation <dx,x'> =
< x%,6x'> montre qu'un cycle et un cobord sont toujours "orthogoraux", et de
méme un bord et un cocycle. Donc, si y et y' sont respectiverment un cvcle
at un cocvcle, la quantité < y,y'> ne change pas si on ajoute un vord a T
ou un cobord & y' ; par passage su quotient, on obtient une annlication bili-
néaire de

H(K) x H*(K,¥) dans ¥ .
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Le "produit scalaire" d'une classz d'hormologie de K et d'une classe de cohomo-
logie de K , qui est un élément de ¥ , s'appelle parfois 1'"indice de Kronec-
ker" des deux classes.

I1 revient au néme de dirs qu'on a un homomorphisme canonigue
* . .
H™(X,%) — Hon(H(K),¥) .

Ce résultat vaut pour tout groupe & dérivation. Mais dans le cas de 1l'ho-
mologie et de la cohomologie simpliciales, on a un résultat supplémentaire,
qui tient au feit que le groupe C(K) est libre : 1'homomorphisme de
Hx(K,K) dans Hom(H(K),y) est une apolication gur ; autrement dit,
Hom(H(K),y) s'identifie & un quotient de H*(K,X) . La démonstration est
laissée au lecteur.

Si nous revenons au cas d'unec application simpliciale d'un complexe K
dans un complexe XK' , les homomorphismes qu'elle définit pour les groupes

d'homologie et de cohomologie de K et de K' est compatible avee l'accouple-—
ment, dens le sens du diagrarme suivant :

H(F) —> H(K')
i
HQ(K) — (")
4 4
Y ¥
Ceci signifie que si 1l'on part d'un élément A de H(X) et d'un éldment p°
de HX(K') , on peut en déduire un m3me é1ément de x¥ per deux voies différen-
tes : la premiére consiste & prendre 1'image o' de o dans H(X') , puis a
procéder & l'accouplement de o' et @' ¥ la seconde consiste & prendre 1'i-

mage B de @' dans H(K) , puis & procéder & l'accouplement de o et B

5.~ Cochalnes et cohomologiec relatives.

Soit L wun sous—complexec d'un complexe simplicial X . On sait (exposé 2)
que C(L) s'identific & un sous-groupe permis de C(XK) , et qu'on note C(X/L)
le groupe quotient G(K)/C(L) . Soit C*(K/L,¥) 1c groupe Hom(C(K/TJ,BJ ; il
s'identifiec & un sous-groupe (permis) de C*(K,g) : le sous-groupe des cochai-

nes de K qui s'annulent sur les chaines de L .

o

Ce qu'on a dit plus haut sur l'accouplement entre homologie et cohomolczie
vaut pour le groupe d'homologie de X modulo L (groupe H(X/L)) et le groupe
de cohorologiec de K modulo L (groupe H*(K/L,X) ). De méme, puisque C(¥/L)

est libre, on a un hororornhisme canonique de H(XK/L,y) sur Hom(H(X/L),y) .

Puisque C(L) est facteur direct de C(K) , on peut identifier C(L,¥)
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au groupe quotient C™(X,y)/C*(X/L,y) . On aura donc les deux suites exactcs

H(L) — H(K) H*(L,y) — H*(X,Y)
AN ot S\
H(K/L) H*(£/L,Y)

De plus, elles donnent lieu au diagrarme dc compatibilités suivant, en ce qui
concerne les accouplements

H(L’) — H(K) — H(A/L) —> H(L)
(L) =< g (1) <~ H (L/L) «— 7*(1)
J J /) NG
X ¥ X ¥

6.~ Un théoréme sur le grouve de oohomologie d'un groupe libre.

Soit G wun groupe libre avec opératecur de dérivation. Nous verrons plus
tard comment la structure de H(G) détermine cclle de H*(G,X) « Pour le mo-
ment, bornons-nous & démontrer

Théordme.~ Soit G un groupe libre avec opérateur de dérivation. Si
H(G) =0, ona H'(G,¥x) = O guel gue soit lc¢ groupe ¥ .

D'abord, si G est libre, le groupe des bords B(G) , sous—groupe d'un
groupe libre, cst libre (exposé 3) ; ct cormc 1'endomorphisme O identifie
B(G) au quotient G/Z(G) , Z(G) est facteur direcct de G . Mais 1'hypothdsc
H(G) = 0 exprimc que 2Z(G) se réduit & B(G) ; donc tout homororphisme de
B(G) dans ¥ peut se prolonger en un homororphisme de G dans x . Celc dit,
nous voulons montrer que si un homor. £ de G dans ¥

est un "cocvele", c'est
a-dirc si f(dx) = O pour tout x , alors f est un "cobord", c'cst-a-dire

qu'il existe un homom. g de G dans y tel que f(x) = g(dx) pour tout x

de G . Or f s'annule sur Z(G) , puisque Z(G) = B3(G) ; donc f(x) nec dé-
pend que de Ox . Ox —> f(x) définit ainsi un horomorvhisme de B(G) dans

¥ 5 'aprés ce qu'on a vu, il se laisse prolonger en un homomorphisme g de G
dans Y . Et ceci démontre le théoréme,

On laisse au lectcur le soin de démontrer ; si G est un groupe libre gra-

dué avec opérateur de dérivation de degré -1 , et si H (¢) et H_.(G)

sont nuls, alors Hn(G,X) est nul pour tout groupe ebélien ¥

7.~ Cochalnes finies ; groupe de cohomologie corpacte.

Soit X wun complexc simplicial., Appelons cochaine finie toute cochaine(fonc-

tion de simplexes ordonnés de K ) qui s'annule sauf sur un nombre fini de
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simplexes. Les cochafnes finies de degré n constituent un groupe libre (au

contraire, le oupe de toutes les cochaines n'est pas libre en général).
’ p

Supposons désorrais que le complexe K soit localement fini. Alors le sous-

groupc des cochaines finies est gtable pour S , car si x' est une chchaine

finic de degré n , il n'cxiste qu'un nombre fini de simplexes x de dimension
* o ..

n+l tels que <Ox,x'> # 0 . Donc le groupe Cf(h,x) des cochaines finies est

un groupe libre gradué avec opérateur de dérivation & 3 son groupe dérivé, no-

té H;(K,X) , s'apoelle le groupe de cohorolocie compacte du complexe K (rela-

tivement & ¥ ). On verre plus tard que c'est un invariant tovologique de 1l'es-
pace localericnt compact K . '

cr s . . *(. * .

On pourrait introduire le groupe quotient C (L,X)/Cf(ﬂ,g) ; son groupe
dérivé exprime des "propriétés & 1'infini" du complexe localement fini K ., On
a une suite cxacte d'honouorphismes reliant ce groupe dérivé au groupe de coho-

mologie (ordinairec) de K et au gr-upe de cohomologie cormpacte de K .

Soiént K et K' deux complexes localement finis. Une application simpli-
ciale @ de K dans KXK' sera dite propre si 1l'image réciproque de tout som-
met de K' est un ensermble fini de sommets de K . Cette condition exprime que
1'application continue Z? de K dans K , définie par < (cf. exposé 1) cst
telle que 1'image réciproque de tout ensemble compact de ' sst un enserble
compact de X . Cele dit, si ¢ est une application simpliciale propre, 1'horo-
norphisme de C*(X') dens C*(K) défini par ¢ (cf. cet exposé, paragranhe
3) transforme toute cochaine finie de K' dans unc cochaine finic de K ; on

2
obtient donc un homororphisme des groupes de cohomclogie compacte

Hp(K'y) —> Ho(l,y) .

Soit L wun scus-complexe dé K localecment fini, On définit le groupe

C;(K/L) des cochalings finies de K modulo I , comme le sous-groupe 4o cx(x)

L
formé des cochalnss finies de X qui s'aanulent sur L . Le groupe C;(L) s'i-
dentifie au quotient C;(K)/C?(K/L) . On a donc une suite exacte d'homororvhis-—

mes concernant les iro’s groupes de cohorologie compvacte

Hp (L) €— HL(X)
SN
Hf(K/L)

8.~ Structurec multiplicative de l'anneeu des cochaines et de 1l'anneau de cohomo-
logie.

[

upposons que ¥ soit le groupe additif d'un anneau, non nécessairerent
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corrutatif. On supposc donc définie unc application bilinéaire (x,7) = xy deo
¥ xY dens ¥ . Il nc scra pcs indispenseblc de supposcer cotto rmltiplicction
associative,

Soit clors K wun complexc sirplicial ; dons le¢ groupe des cochalnes
Cx(K,X) , on ve définir une rwltiplication ; il suffira de définir le¢ "produit"

5
d'une cochaine f dc degré p et d'unc cochaine g de degré q ; ce scra unc

; un
cochaine h de degré p+q , qui scre une fonction bilindaire de f et g . la

définition de h est :

(1) h(ao,...,ap+q) = f(ao,...,ap) g(ap,...,a )

p+q

ol, au second membre, on a le produit de deux éléments de y . Si le rultipli-
cation de x cst associative, il en c¢st de mérne de la multiplication des co-

chaines,

C*(K,X) est ainsi muni d'unc structure d'anneau gradué (définition évi-
dente). On idontificra 1'annesau Yy @au sous-anneau des cochaines cénstantes de
degré O (qui sont des cocycles). Si ¥y a un éliment unité, il est avssi 1é-
ment unité de C*(K,x) .

Dans C*(K,X) s 1l'opérateur O et la multiplication sont 1iés par le rele-—
tion fondamentale

(2) §(fg) = 6f)g + (-1)® £(8g) pour £ de degré p
(vérification aisée). On peut écrire une forrule valable pour des cocheines non
honogénes, en introduisant 1'sutomorphisnmc involutif f£ -> f qui, & une sorme
de cochaines homogénes fP de degrés p , associc la cochaine »_ (-1)P £P

On a alors ®

(2)! §(fg) = (6f)g + T(6g) .

Nous sorres conduits & ls notion générale d'annceu gradué 3 dérivation :
g

on appellera ainsi un anneau A , dont le groupe ad”itif est gradué, et qui est

muni d'un opérateur dé ddrivation & de degré +1 , dc maniére que :

- le produit d'un él4rment de degré p et d'un €1lér:znt de degré g soit de

degré p+q

Y]

- la relation (2)' soit satisfzite,

Exemple : les formes différentielles extérieures sur une veriété différen-

tiable (& é&tent alors l'cpéreteur de différentiation extérieure).

En général, soit A un anneau gradué 2 dérivetion. Dens le groupe dérivé
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H(A) du groupe additif de A (groupe gradué & dérivation), on peut définir
une structure multiplicative de le fagon suivente : l'ensemble Z(A) des cocycles
est un sous-anneau de A , car (2)' montre que le produit de 2 cocycles est un co-
cycle. L'ensemble B(A) des cobords est un idéal bilatére dans Z(4) , car (2)!

prouve que le produit d'un cocycle et d'un cobord (resp. d'un cobord et d'un cocy-

cle) est un cobord. En passant au quotient, on trouve donc une structure d'anneau
dans Z(A)/B(A) = H(A) : anneau de cohomologie de l'anneau & dérivation A ., On
notera que le produit d'un élément de Hp(A) et d'un é1ément de Hq(A) est dans
HP*3(4) : H(A) est un anneau gradud.

Dans le cas o A est l'anneau des cochailnes d'un complexe simplicial, on
voit que le groupe H*(K,g) est muni d'une structure multiplicative : anneau de

cohomologie du complexe K (relativement & 1‘'anneau X ).

Soit L wun sous—complexe de K . Le produit de deux cochaines de K qui
s'annulent sur les chalnes de L s'annule sur les chaines de L Cx(K/L,X) est
donc un sous-anneau de C*(X,y) . On a donc un anneau de cohomologie de X modu~
lo L, noté H*(X/L,y) . De plus, C*(K/L,K) est un idéal bilatére de C*(K,g) ;
et 1'anneau C*(L,X) s'identifie a 1'anneau quotient C*(K,X)/C*(K/L,g) « Ceci

permet de préciser la nature des homomorphismes de la suite exacte relative aux

3 anneaux de cohomologie : les deux homom.
B*¥(x/L) = B¥(X) et HX¥(K) — #*(L)

sont des homomorphismes d'anneaux (transforment les produits en produits) ; par
contre, 1'homom. H*(L) => H*(X/L) , qui éléve le degré d'une unité, ne transforme
pas les produits en produits (dans la formule (2), le cobord d'un produit fg

n'est pas égal au produit des cobords de f et de g ).

Cette propriété des homom., de la suite exacte aura lieu chaque fois qu'on

aura un anneau & dérivation A , un idéal bilatére I , et 1l'anneau quotient” 4,1 ,

Remarques.— 1°) Si K est localement fini, le sous—groupe C;(K,g) des co-

chaines finies est stable pour la multiplication ; c'est donc un anneau gradué a

dérivation. Le groupe H;(K,X) est donc muni d'une structure d'anneau : anneau de

cohomologie compacte du complexe K , On observera que C;(K,x) est méme un idéal
bilatére de C*(K,¥) .

2°) Le produit de 2 cochalnes alternées n'est pas une cochafne o1-
ternée., la multiplication des cochalnes n'induit donc pas de multiplication sur le
sous—groupe des cochalnes alternées. On verra plus tard qu'on peut néanmoins défi-

nir, de plusieurs maniéres, une structure d'anneau sur l'ensemble des
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cocheines alternées.

3°) Si la multiplication de 1'anneau X est commutative, la
multiplication des cochoines ne 1l'est pas, en générel ;3 mais on peut alors mon-
trer que si x et y sont 2 8ldrents de HP(K,X) et Hq(K,g) respectivement,
on a

yx = (-1)P? xy  dans 1'anneau HP(Z,y) .

4°) Au lieu de supposer donnée une loi multiplicativ#interne
dans Y , on pourrait, plus générelement, considérer 3 groupes abéliens ¥ s
Yo 5 ¥3 s et unc application bilinéaire de §q x ¥, dans X3 * Alors la formu-
le (1) définit une application bilindaire de Cp(K,Xl) X Cq(K,gé) dans
Cp+q(K,x3) . On a une formule analogue & (2)', d'oh l'on déduit une application
bilinéaire de B (K,y,) x HI(K,y,) dans HP'3(K,y;) .



