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Séminaire H. CARTAN, ‘ 201
£.¥.S., 1948/49, Topologie algébrique.

GROUPE D'H0i OLOGIE D'UN COIPIZXZ SIMPLICIAL
GIrERALITES SUR L3S GRCUPES a DERIV.TION.
(D'eprds un exposé de J.P. SERRE, le 15,11,1948)

l.- Chaines d'un complexe simplicicl.

Soit K wun complexe simplicizl. On apoelle "simplexe ordonné de dimension
p " toute suite de p+l <&léments de K , distincts ou non, qui appartiennent &
un méme simplexe de X (on distingue donc entre un "simplexe" tout court, qui
est une partie de K , et un "simplexe ordonné", qui est une famille d'éléments,
non nécessairement distincts, d'un simplexe de K ). Un simplexe ordonné sera

noté (& a eoe a ) ; 1l'ordre dans lequel sont écrits les "sommets" o,
fo) b 1 3 2 p 3 3
est essentiel.

Considérons le groupe abdlien Cp(K) formé des combinaisons linéaires for-
melles (finies) de simplexes ordonnés de dimension p , avec des coefficients en-
tiers (»0 ou <0) quelconques. C'est le groupe libre ayant pour base 1'ensem-
ble des simplexes ordonnés de dimension p . Ses é14ments s'ampellent les chai~

nes ordonnées de K , de dimension p .

Soit C(X) 1la somme directe des groupes Cp(K) relatifs & toutes les va-
leurs de l'entier p (pour p < C on convient que Cp(K) se réduit &4 0 ).
C'est le groupe libre avant pour base l'ensemble de tous les simplexes ordonnés

(de toutes dimensions) du complexe X ., On 1'anpelle le groupe des chaines or-
données de X ,

Simplexe orienté.- Wous =llons d”finir une relation d'équivalence, dans le
groupe C(K) , en identifisnt chaque simplexe ordonné x (considéré comme &1é-
ment de C(X) ) & chacun des simplexes £ o (x) ; lo notation o(x) désigne le
simplexe obtenu en effectuant une permutation gquelconquec sur l'ensemble des in-
dices des sommets de x , et EG_ désigne le "signature" de la permutation o ,
c'est-a4-dire le nombre +1 ou -1 suivant 1o pnaritd de cette permutation. Si
les sommets d'un simplexe ordonné de dimension p sont tous distincts, les
(p+1)! permutzstions donnent naissance 2 autant de simplexes ordonnés distincts ;
le relation d'équivzlence précédente les identifie tous & 1'un d'eux ou & son
opposé. La classe des (p+l)!/2 simplexes proven.nt de 1'un d'cux per perruta-

tion paire de ses sormets constituc ce qu'on appelile un gimplexe orienté. Un mé-

me simplexe (pzrtie de K ) peut &trc affecté de deux orientutions différentes



2-02
(seuf pour p=0 , auquel cas il n'est pos question d'orientation).

Lorsque les sommets d'un simplexe ordonné X ne sont pas tous distincts,

1'identificotion de x aux 20 o (x) conduit & identifier x & -x dans le
groupe C(X) . Dans ce cas, nous ferons plus : nous identifierons x & C , Ce

eci
conduit & considérer le groupe c(K) , quotient du groupe C(K) per le sous—grou-

pe (dénoté provisoircment [° ) engendré per les simplexes ordonnds & sommets non

distincts, et par les chainss de le forme x -£_ «(x) , o x désigne un sim-

plexc ordonné & sommets distincts, et & unc permutation quelcongue sur ses som-—

mets. Le groupe c¢(XX) s'appelle le groupe des ¢aines orientées du complexe X ;

s
il est sorme directe des sous-groupes cp(K) des chaines orientées de dimension
p « Choisissons, pour chaque simplexe de dimension p , une rslation d'ordre bien
déterminée sur 1'ensemble de scs sommets (pour ce faire, on peut se donner une

fois pour toutes une relation dfordre sur K , qui fasse de K un ensemble tota-

lement ordonné) ; zlors les images dans c_(X) , des simplexes ordonnés sinsi

choisis, constituent une bzse du groupe cp(K) , qui ¢st donc un groupe libre.

2.~ Bord. Groupe _d'homologie.

Dans chac'm des groupes C(X) et c(K) , on va définir un endomornhisme

(application du groupe e¢n lui-méme, qui transforme unc somme en somme), noté O .

Commengons par C(X) « Soit x un simplexe ordonné, considéré comme élément de
C(K) ; lec bord de x , noté Ox , cst un é1ément de

s

C(K) , défini comme suit :

si = (ao) de dim. O , on pose Ox = 0 ;

si = (ao,al) de dim. 1, Ox = §al)—(ao) ;

Si = (ao,ono,ap) 9 ax = Zi(—l) (aogtoo,ﬁi,'.n,ap) .
ou la

notation (ao,...,éi,...,ap) désigne le simplexe ordonné obtenu par sup-
pression du sormct a; dans le simplexe (ao,...,a ) .

Le bord d'une chaine ordonnée se dfinit per linéarité & pertir des bords
des simplexes ord. qui la composent. Ce bord Ox dépend linéairement de la chci-

ne x .51 x est de dimension p , Ox est de dimension p-1 .

Pour définir 1l'opérc*eur "bord" dans c(K) , il suffit de rerarquer que O

trunsforme tout é1ément de [ en un é12ment de ( (considérer le bord d'un sim-

plexe ordonné qui a au moins deoux scmrets &gaux, puis voir ce que de vient le bord

d'un simplexec ordoriié & sormets distircts quand on fchange deux sommets consécu-~
tifs). Donc on pcut définir O dens le groupe quotient C(K)/r, qui est c(K)
per définition. Cet opérateur O préecisc 1l'intuition que 1l'on a de la fronti*re
"orientée" d'un simplexe "orienté", comme réunion des faces orientées de ce sim-
plexec.



2-03

Propriété esscntielle de O : pour tout x , ona O(dx) = 0 . Il suffit de
lc vérificr dens le groupe C(K) . C'est i-rédiat, en celculant explicitement
J(dx) lorsque x cst un simplexe ordo né (ao,...,ap) ; 1o propriédsé en ré-
sulte pour unc chaine guelconque, pcr lindorité.

Des considérations géométriques assez intuitives conduiscent, au moins dens
le cas de c(X) , & poser les définitions suivantcs, quc nous donnons aussi bien
pour C(K) que pour c(K)

Une chaine ordonnée (resp. orientée) x est un cvcle si Ox =0 ; un bord

s'il existe un y tel que x = Jy . Tout bord est un cycle (& cause de 30 = 0 ).

Notetions : Z(K) pour le sous-groupe des cycles de C(K)
B(K) pour lc sous-groupec des bords de C(X) .

Le groupe quotient Z(K)/B(XK) s'appclle le groupe d'homologic du complexe K ,

et sc note H(X) . On définit de méme =z(K) , b{K) et h(K) = z(X)/b(K) . On

verre plus tord qu'il existe un isomorphisme (ccnonique) de H(K) sur h(X) .

Les é1éments de H(K) s'apnellent aussi "classes d'homologie" ; deux é1é-

ments de C(K) sont dits homologues si leur différence est un hord.

]

Z(K) est somme dirccte des sous-groupes ZD(K) 72(X) o C_(K) (cycles de
dimension p ) 3 B(K) est somme direscte des B;(K) B(K) f\Cp(K) (bords de

dimension p ). Par suite, H(K) s'identifie canoniquement & la somme directe
des Hp(K)

i

Zp(K)/Bp(K) (groupe d'homologie pour la dimension p ).

On verra plus tard que les groupes d'homologie Hp(K) (et les groupes

EP(K) qui leur sont isomorphes) sont des invarients topolorigues de 1l'csnace

K . On remarquera cussi que si K est fini, lc groupe c(XK) a une bese fi-
nie, et par suite h(K) & un nombre fini de généretevrs, ce qui permet de
préciser sa structure (Voir 1l'exvosé 3). D'aillcurs hp(K) est nul pour tou-
te dimension p strictement plus grande quc le plus gronde des dimcnsions des

simplexes de X .

Interpréiction de HC(K .~ La sormc des coefficients de tout é1ément de
BO(K) est nulle ; donc unc ch.inec dc dimension O , de 1la forme n(ao) (ou 2
désigne un sormet de X ) ne peut Stre homologuc & O quc si n=0 . Si K est
connexe (définition évidente), tout sommet de K est homologue & un sommet fixe,
erbitrairement choisi ; par suite HO(K) est isomorphe au groupe additif des
entiers. Dans le cas générzl ol X n'est pns connexc, on voit que HO(K) est
somme directe de sous-groupcs iscmorphcs au groupe additif des entiers, en nom-

bre égel a celul des "composnantes connexes" de K . Css composantes connexes
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(cu scns simplicial) correspondent biunivoguement ocux composantes connexes (au

~

sens topologique) de 1l'espace K , ce qui prouve lc significetion topologique du
groupe Hp(K) dens le cas prrticulier p=0C ,

3+~ Groupes d'homologie d'un complexe simple.

Définition : un complexe X sera dit simple si toute partie finie de K
est un simplexe (i.e. appartient 3 la famille «@: qui définit le structure de
complexe simplicial). Dens tout complexe K , le complexe sous-jacent (cf. expo-

sé¢ 1) d'un simplexe de K est simple,

Théoréme.~ Si K est un complexe simple, HO(K) est isomorvhe au groupe
additif des entiers, et H (K) est nul pour p > 1 . CoENuE

A /"“‘\\;
La premiére partie du théordme résulte de le fin du pgragrgpﬁﬁ,z \?our ta-
blir la deuxiéme, associons & chaque simplexe ordonnd x ; , Qe dlmenslon p s

le simplexe t(x) , de dimension p+l1 , défini ainsi :

t(a ,.oo, )— (b,h ,o..,a) ’

ou b désigne un sormet de K , choisi une fois pour toutes. L'opératcur t se

prolonge en un endomorphisme de C(K) , noté encore t ; on vérifie que si x

est un simplexe ordonné de dimension p > 1, on a
= o(t(x)) + t(ax)
cette relation lindaire est donc encore vraie pour toute chaine x de dimension

P> 1. Done si x est un cycle, x = O(t(x)) est homologue & O ; ceci montre

que Hp(K) est nul pour p> 1 . - Lz méme démonstration vaut pour h(K)

4.~ Généralités sur les groupes & dérivetion.

Les groupes de chaines C(K) et c(X) sont des exemples de ce qu'on peut

appeler groupes a dérivetion ; nous en verrons plus terd d'autres 2xorples, ne

gerait—ce que celui des form:s différenticlles extérieures (sur unc variété dif-
férentiable) munies de l'oplrateur de dif“érentiztion extéricure.

Un groupe & dirivation est un grouve abélien G muni d'un endomorphisme d
tel que d(dx)
groupe des x tcls que dx = O ) se note Z(G) ; ses é1éments prennent parfois

le nom de cycles (cf. ci-dessus), d'autres fois celui de cocveles (voir exposé

t

0 pour tout x de G , Le noveu de cet endomorphisme (sous-

4). L'imoge de l'endcmorvhisme d (enserble des dy ol y parcourt G ) se
note B(G) ; ses £1éments prennent pzrfois le nom de bords (ou bien de c¢obords).

On a B(G) < Z(G) pcrce que ded = O , Le groupe quotient Z(G)/B(G) se note
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H(G) ; on l'appelle parfois groupe d'homologie de G , d'autres fois groupe de
cohomologie,

On aura presque toujours & considérer, sur un groupe a dérivation, une
structure graduée compatible avec l'opérateur d . Définissons d'cbord ce qu'on
entend, cn général, par groupe grodué : c'est un groupe abélien G muni d‘une

décomposition directe G = E Gh , ou les Gn sont des sous-groupes tels que
n
tout élément de G s'écrive d'une seule monidre O g, » les g € G, étant
n
nuls sauf un nombre fini. Les éléments de G, s'appellent les é1léments

homogénesde degré n ; si g =‘ZE: g, » & s'appelle la composante homogéne de
n

degré n de g . L'opplication g —> g, sera notée Gn ; clest un

projecteur, c'est-a-dire une application linéaire de G dans G telle que
= . > \7\ = - A .
0, 06, Gn On notera que Gn_o o =0 pour = Fm

Si maintenant G est un groupe & dérivation, une structure gradu¢e sur u
sera ditc compatible avec 1l'opérateur d s'il existc un entier r (indépendant
de n ) tel que do@n = 9n+r og@ pour tout n , ce qui implique que d aponlique

Gn dans Gn+r « On dirs que l'endomorphisme d est de degré r . Le plus sou-
vent, on supposera Gn =0 pour n< 0, et r= 21 . Dans lc ces du groupe des

chaines d'un complexe simplicial, r est égal & -1

Soit G un groupe gradué¢ A& dérivation, dens lc sens qui vient d'&tre dit,
Pour que x € G soit un cyele, il fuut ot il suffit que Gn(x) soit un cycle
pour tout n eIl applique Z(G) sur un sous-groupe Zn(G) et définit unc
structure graduvée sur Z(G) . On o de méme une structurc graduée sur B(G) . Par
passage au quotient, on obticnt des projccteurs dans H(G) ; ces projecteurs
apoliquent H(G) sur des sous-sroupcs Hn(G) , qu'on identifie aux croupes quo-—
tients 2 _(6)/3 (G) .

5.- Homomorphismes permis.

Soient G ot G' deux sroupcs & dérivation, dont nous désigncrons les opé-
retours par la méme lettre d , ceci n'entr.inont pes de confusion. Un homomor-

phisme f de G dens G' scera dit permis si on a

fod = dof , c'est-2-dire f£(dx) = d(f(x)) pour tout x de G .
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Si de plus G et G' sont gredués, auqucl cas nous utiliserons la méme lecttre
Gn pour désigner les projectcurs de G et coux de G' , on réservern le nom
d'homomorphisme permis & un homom. f tecl que foe; = Onof pour tout n ., Alors

f applique Gn dans Gé .

Exemple : soicnt deux complexes simpliciaux K et X' , ct ¢ unc applica-
tion simplicicle de K dens K' (cxposé 1), On définit un homorovphismc permis
f de C(K) dens C(i') on posant

f(ao,...,an) = «Q(ao),...ﬁp(an)) .

Dans le cas général, soit f un homom. permis de G dans G' ; alors f
applique Z(G) dans Z(G') , et B(G) dans B(G') ; por passege au quoticnt, on
obtient un homomorphisme f de H(G) dans H(G') ; F ecst ainsi canoniquement
associé & f . Si de pius G ot G' sont gradués, f applique Hn(G) dans

Hn(G’) .

En particulicr, une applicetion simpliciale d'un complexc K dens un com-
~plexe K' définit un homomorphisme du groupe d'homologic de K deans lc groupe

d'homologie de K' , pour chaque dimension.

Tronsitivité s so’ent G,G',G" trois grcupes & dérivation, f un homomor-
phisme permis de G dens G' , et f' un homomorphismc permis de G' dans G" .
Le composé g = f'of. est un homomornhisme permis de G dens G" (irmédiat). Si
f (resp. f', g ) désigne 1'homomorphisme correspondent de H(G) dans H(G')
(resp. de H(G') dans H(G") , rcsp. de H(G) dans H(G") ), ona g = f'-F .

- En perticulier, si G" =G, et si f et f' sont deux isomorvhismes, réci-
progques 1l'un de 1l'autre, clors f et f' sont deux isomorvhismes, réciproqucs
1'un de 1l'autre, >

Cos de 1z composition decs applicotions simplicinles ¢ traduire les résultets
précédents.,

6 .- Sous—groupcs st groupes quotisnts de grcupes a dérivotion.

Soit F un scus-groupc ¢'un gr upc a dirivaticn G . Pour que 1l'opéroteur
d de G définisse un endomorvhisme de F , il faut et il suffit que dx appor-
tienne & F opour tout x de¢ F , cutrement dit gue F soit gstable pour 4 . On

dira aussi que F est un sous-grouve permis. Si en outre G est gradué, on rdser

vers lc non de sous—-groupe permis cux sous-grcupes qui sont stebles pour tous les
projectcurs Bh s un tel sous-groupe ser2 muni d'une structure de groupe gredué

3 dérivation.



_2-07

L'epplication ncturclle de F dons G (celle qui, & un élément x de F,
associe le 'm8mec é1lément x considérd corrme nppartenent 3 G ) est un homomorphis-

me permis. On en déduit un homomorphisme (canonique)

wW

H(F) = H(G) (resp. Hn(F) -> Hn(G) dens le cas d'une graduction) .

w n'est pas forcément biunivoque : un "cvele" de F peut étre homologuc & O
dens G sans 1'8tre dans F

Lxemple : soit L un sous—complexe d'un complexe simplicial K 3 le groupe

des chaines C(L) s'identifie & un scus-groupe permis de C(X) . D'ol un homomor-
phisme ccnonique : H(L) = H(X) .

I1 est un cas ol 1l'on est certain dque H(F) —> H(G) est biunivoque : c'est
ceclui ol il existe un preojecteur f de G sur F qui soit un homom. permis.
En effet, en effectuant successivement <o, puis 1'homom. H(G) —> H(F) défi=
ni par £ , on obtient 1l'outomorp-isme identique de H(F) . D'oh le résultat.

C'est ainsi qu'on pcut montrer que si un complexe simplicial K est réu-
nion de complexes Ki disjoints (i.e: lcs sous-complexes Ki n'ont 2 & 2 au-
cun sommet commun, ¢t tout simplexe de K est contenu dens 1'un des Ki )s 10

groupe H(K) s'identific & la scmme dirccte des H(Ki) .

Soit de nouvecau G un graupe a dérivetion, et T un sous-groupe permis de
G « L'endomorphisme d applique toute classc modulo F dens une classe modulo
F , donc définit un cndomorphisme (que nous noterons encore d ) du groupc quo-
tient G/F . Ce groupe est donc aussi muni d'unc structure de groupe & dérivotion.
Si de plus G est gradué, et F sous-groupe pernis, les projectcurs en operent
dans G/F par passc.ge au quotiont, ot G/F devient un sroupe grodué A dérivetion.
L'cpplication noturclle de G sur G/F (qui, & chaque x de G , associe

la clesse de x modulo F ) cst un homom, pormis ;3 d'ol un homomorphisme (canoni-
que) '

T H(G) = H(G/F) (resp. B (G) = Hn(G/F) ).

Exemvle : soit L un sous-complexe 4'un complexe K . Le groupe C(K)/C(L)

s'appelle le grcupe des cheines de K modulo L 3 on veut l¢ noter C(XK/L) . Il

lui correspond un groupe d'homologsie de K module L , noté H(X/L) ; pour chao-
que dimension n , on peut priciscr Hn(K/L) . On verra quc les grcupes Hn(K/L)
sont des invariants tcpeclogigues du courle formé de l'espcce topologigque X et
de son scus-espzce (forrd) L . Des meintenant, nous avons un homomorphisme cano-
nique de H(K) dans H(K/L) . '
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Autre exemple : pronens pour groupe G le groupe C(K) des chailnes ordon-
nées d'un complexe X , pour grcupe quotient G/F  1c grcupe c(XK) des cheines
orientées, On en déduit un homormorphisme ccnonique ¢ H(X) — h(K) . Mous verrons

plus terd quc c'est un isomorphisme du premicr groupe sur le second.

7.- Le troisiéme honomorohisme ct les suites excctes.

Scient toujours G un groupc & dfrivation (dventucllermcnt grcdué), et F

un sous-groupc permis. On o déja défini deux homormorphismes cononiques
w ' H(F) = H(G) et s H(G) = H(G/F) .

On va d4finir un troisidme homomorphismc & : H(G/F) = H(F) ; mois celui-ci,

controirement aux 2 autres, ne conservere pes les degrés @ il transformera

Hn(G/F) dans Hn+r(F) , T désignent le degrd de l'opéret-ur d (cf. paragre-—
phe 4)-

Pour définir & , partons d'un 41ément o dc¢ FH(G/F) ; il provient d'un
cycle de G/F , qui lui-m8me provient d'un élément x de G tel que dxe F ,
Cet é1lément dx est un cvele de F , donc définit un Slément B de H(F) . Mon-
tronsque B est bien déterminé par A . On peut remplecer x par x+y+dz (ol
vy €EF et z € G ) sens chongsr o 3 elors dx  est romplaed par dx+dy , qui a
méme image que dx dens H(F) . L'élément f sere clors, per d¢finition, le

transformé de o par 1'homomorvhisme O , qui se trouve ainsi défini.
’ N N . [88]
Théoréme.- Les trois homororohismes  H(F) == H(G)

N
o H(G/F)/

forment une guite exacte : cela signifie que le novau d'un quelconque de ces

<3S

homonorphismes est précisérent 1'imoge de 1'homomorphisme précédent. Par exervle,

le noyeu de c¢o est le sous-groupe de H(F) , imoge de H(G/F) par &

.

Le vérification de cc thiorémc ne orisente pos de difficulté. Mais ses con-
séquences seront d'une extrdme importcnce. Per cxermple, cce théorsme permetira d'a-
nelyser les propriétés de situation d'un sous-cspace formé dans un espace tepolo-
gique (ex.: théoréme de Jorden).

Dans le ces ot G ost grzdud, il convient de dicomposer les homomorphisncs

de la suitc exacte suivont lcs degrés. On obticnt, lorsque d  est de degré +1 ,

la suite exacte (infinie)

0=H_ (F) > H (6) >H (¢/F) » H (F) » ... >H ,(¢/F) > (F) >4 (G) > H (C/F)...

et, dens lec cas ou d est de degré -1 ¢
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0« B (6/F) ¢ H (¢) « H (F) « B (¢/F) « ... «H ,(F) € H (&/F) < H_(G) ¢ H_(F)...

Naturalité : les 3 homororphismes w, ¥ ot & sont noturels, dens lo sens
sulvent. Supposcns un autre greupe & dérivetion G' , ct un honcrorvhisre permis
f de G dans G' , qui spplique un sous-groupe permis F de G dans un sous-—
groupe permis F' de G' . On ¢n déduit un hemomorvhisne perris de G/F  dons

G'/F' , ¢t per suite cn o 3 herororohismes

K(F) H{G) H(G/F)
¥ ) A
H(F') 7(G") e /FrY) .

Cela dit, lo naturelitd s'exprime par lc diggiurme de cormpatibilitis

H(i‘) — H(G) — #(G/F) —> H(F)
‘ \
A i’
H(F') = H(G') = H(G'/F'") —> H(F'")
La significetion de cette deriture est la suivante : de quelque maniére que 1l'on
conpose des homomorphisnes désignis par des fléches, 1l'homomorphisme cormposé ne
dépend que du point de départ ¢t du point d'arrivée, non du cherin suivi,

Applicotion sux complexcs simpliciaux : les résultats prdcédents se tradui-
sent dons le cas ol 1l'on envisnage un complexe K , un sous-comnlexe L , et les

trois groupes d'homologie de L , de K, et de K modulo L .



