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Faculté des Sciences de Paris

~1mi=i- Exposé n° 3

Séminaire 4. GROTHENDIECK
(ALGEBRE HOMOLOGIQUE)

Annéc 1956/57

N Y
R R

IES GROUPES Ext® (L,B)
(Exposé de Pierre CiRTIER, le 10.5.57)

1.~ Les classes d'homotopic.

Soit 6 we catégorie abélienne ; rappelons qu'on appelle complexe & valeurs
dens (¢ un objet formé d'une suite (Fn)nez dtobjets de ( et d'une suite
(dg) nez oli, pour chaque n , d; est un ﬁorphisme I-‘n——->Fn"'1 et ou

n+l1 dn

d F = 0 pour tout n . Les complexes & valeurs dans C forment une cé.tégorie

F
X C

ol, pour chaque n |, £ est un morphisme de F dans G ot on dgfnz

un morphisme d'un complexe F dans un complexe G est une suite (f’n )n €z

= fn"'ldg pour tout n . Plus généralement, introduisons, pour tout entier s ,
le groupe Hom®(F,G) composé des suites (£7) oti, pour chaque n , 7 est wn
morphisme de F° dans G*% et on d?:sfn = (-1)° £ +1 d; pour tout n ; on
g donc HomO(F,G) = Hom (F,G) . Soient 1'*‘1,17‘2,1"‘3 des complexes 3 si f =

= (%) ¢ HomS(Fl,Fz) , £t = (i"n) § Homt(Fé,FB) , on vérifie tout de suite que

la suite f£'f = (£'™*¢%) appartient 2 Hon™*Y(z ) s 1'application
(£,£') > f'f est bilinéaire, De plus, si F s est un quatriéme complexe & valeurs
dans C et £" € Hom" (F;F,) , ona £M(£'f) = (£10)1,

Soient F et G des.complexes 3 valeurs dans (© ; soit (kn)n cg e suite
telle que k"¢ Hom(Fn,Gn"'S_l) . i on pose f" = ré+s-1kn + (—1)Skn+1.d?. , on véri-
fiec tout de suite que f = (f° )n €7 est un élément de  Hom® (F,G) ; les éléments

de Hom® (F,G) que 1'on peut obtenir de cette maniére sont dits 8tre homotopes
4 0 ; ils forment un groupe Homg (F,G) ; deux éléments f , g de Hom® (7, G)

wve

sont dits homotopes si f—g GHomg (F,G) ; le groupe HomS(F,G)/Homg (F,G) sera
appelé le groupe des classes d'homotopie de degré s et sera désigné par EMS(F’G)'
Si Fl’Fz’FB sont des complexes & valeurs dans C s T eHoms(Fl,Fz) ,

£1 ¢ Hom® (FZ’FB) , on vérifie tout de suite que f'f est homotope-d 0 si 1l'un
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au moins des élémentse I ou f' est homotope & 0 ; on en déduit une application
sms 4 Z A: rIp . t s+t
bilindaire (£,f7) — £'f de H (I‘l,FZ) x B (FZ,FB) dans (Fl,F3)
F4 est un quatridme complexe i valeurs dans ¢ ot " ¢ H (FB’F4) s On a

Bn(F1) = (TvE7

s sl

Soient F et G des complexes & valeurs dans C et £ = (%) un é1lément
de HcmS(F;,G) ; i1 est clair que f° induit un morphisme du noyau de d?, dans
le noyau de dg“:'se'b également un morphisme de 1¥image de d;"'l dans 1l'image de
girs-1 5 £ aéfinit donc par passage aux quotients un morphisme :E'm do HY(F)
dens H"S(G) 3 nous poscrons f; = (j:‘z)ne y » Liapplication i‘—ef est un
homomorphisne du grovpe Hem™ (E.G) dans lo groupe [ ne? Hon (Hn(F) 1*5(a)).
On vérifie irmédiateoment que ia condition f¢ om (F,G) entraine f* =03 on

en déduit un homomorphisme f —> f ( G) dans le groupe
T nez Hom (H(F), H"3(e)) . si F,,FZ,F sont des complexes & valeurs dans
6 ’ fed ("111 2\ , fre H (F2>F3' ’ :’f# = (f:l) » f*= (f:ﬁn) s> On a

(B'8), = (¢p MF g2

Rappelons qu'on appelle résoluticn d'un objet 4 de la catégorie € wm
couple formé dfun complexe F = (F°) et d'un morphisme & & 4 —)FO (1'augmenta~
tion) qui possident les propriétés suivantes : on a F =0 pour n ¢ 0 ; la
suite 0

& o d, i
0—4A—TF —— F

est exacte. Une résolution est dite g}'_e_u_c_:_'@g sion a i (F) = 0 pour tout n >0
elle ost dite injective si les F' sont des objets injectifs de ( .

[y

Soient A un objet do G et G = (Gn) un complexe a valeurs dans C" H
pour tout n , désignons par, it oy homonmorphisme u—> dgu de Hom (4,G")
dans Hon (A n+1) . ha d mi’g = 03 la suite (Hom (4,G7)) , mmie des opé-
rateurs d n s est donc un complexe de groupes abéliens que nous noterons
Hom (4,G). Soient maintenant (7, &) wune résclution de A et & un entier ; si
= (£*) € Hon® (¥,G6) , foﬁ est un é1ément de Hom (4,G°) ; clest wn cycle,
car on o at0¢ = (_»1)%%3 € =0,8i f£eHum (F,G) , 98 ost un bord dans

Hom (4,G") ; en effet, il existe alors des morphismes 10 : 0051 o

kb s Fl-—a,GS tels que 20 = ao” 1,0 + (-1)%k 1d1? , dfol fOE =ds_'1k08 . On en
déduit 1lexictence d'un homomorphisme ©® ge AI:INS(F,G) dans HS(Hom (4,G)) qui
applique la classe d'homotopie d'un élément (f°) ¢ Hom® (F,G) sur la classe de coho-

molo.gie de fo E s
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THEOREME 1.~ Soient (F, &) une résolution exacte d'un objet 4 de. ( et
G = (Gn) un complexe tel que les G* soient tous des objets injectifs de c .
Aors, pour tout s , 1'homomorphisme (Ps de }A{S(F,G) dans H°(Hom (4,G))

défini ci-dessus est un isomorphisme.

Montrons d'abord que ’aps est injectif. Soit f = (fn ) un élément de
s (F,G) tel que f9¢  soit un bord dans Hom (4,G°). Déterminons inducti~
vement des éléments X € Hom (Fn e 1) corme suit : on pose ¥* = 0 pour

n {03 pour n=0, il résulte de 1l'hypothése faite que foé est de la forme
s-1
dg

me et G

s-1 .
z2 4 OU 2z est un morphisme de 4 dans ¢ : coome £ est un monomorphis-

s-1 injectif, on peut écrire = = k0£ avec un koe Hom (F ’Gs-—l)

04 S 1,0 ) £ = 0 montre

a

Corme le noyau de dg est 1l'image de £ , la formule (f

(0] le

que le noyau de f -—dG contient celui de dg . Soit malntenan‘b n >0 3 sup~

posons déja déterniné un élément K & Hon (Fn Gh+s-1)  tel que le noyau de

Tl dg-«-s 1krl contienne celui de dF . Mors il résulte du falt que G est
injectif qu'il existe un morphisme kn+1 F‘m'1 G te1 que

(-0) (") = n+1d§ cona (£~ @Yo n*l)d = (-1)%a*8(£" -

- (g = 0 puisque £ = ((1)°RTN et oot 1.0, ILe
noyau de e ¥ dg+skn+1 contient donc 1l'image de dF s qui est le noyau de
d.;.“'l puisque Hn"'l(F) =0, Corme on a £ = 2+s'1kn + (=1)° n+1dF pour tout
n, ona fGHomg (F,G) , ce qui montre que HDS est injectif,

Donnons nous maintenant un cycle u quelconque dans Hom (&, c®). Nous
allons construire inductivement une suite (£7) , ot £ ¢ Hom (F,G ") . Nous
posons =0 pour n ¢ O . Puisque & est un monomorphisme et G° injectif,
on peut écrire u = -fOE s avec un fOG Hom (FO,GS) « On a dgfoé = d(s}u =0 ;
le noyau de défo contient donc ltimage de & , qui est le noyau de dF .
Supposons naintenant que n) 0 et qufon ait déja construit un élément

£ & Hon (F%,6™*®)  tel que le noyau de dg"'sfn contienne celui de dg » Comme
e+l gy injectif, il y a un élément £ +1€ Hom (F° +1,Gn+s+1) tel que

dg"'sfn = (1) Sy +1 n ; on a d2+s+1fn +1dg = 0 puisque dg+s+1dg+s =0; le

noyau de dlg"'s"'lfn +1 contient donc 1lfimage de dg s qui est le noyau de d?.”‘

- puisque H*I(F) = 0, La suite (f°) ainsi construite est un élément do
HomS(F,G) ; et on a fO& = u ; ceci montre que (PS est surjectif. Le théoréme
1 est donc établi,
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‘Supposons neintenant qu'il y ait un morphisme 4 d'un objet B de la caté-
gorie dans Go tel que (G, 7) soit une résolution de B , Nous allons alors
établir un isomorphisme de HO (Hom (A4,G)) sur Hom (4,B) o Comme D est un
nononorphi sne, v—) v ost un isomorphisme Yy de Hom (4,B) sur un sous-
groupe de Hom (A,G ) ; corme 1l'image dc » est le noyau de dj , 1'image de

Y ost le noyau de d , c'est-a~dire le groupe H (Hom (4,G)) puisque

dé?:Q.Onadoncle

COROLLAIRE au théoréme 1.~ Soient A et B des objets de C, (Fe¢) une
résolution exacte de A et (G, ) mme résolution injective de B . Il y a alors
un_isomorphisme.- © de ~}‘I\’O(F,G) sur Hom (4,B) gqui applique-la classe d'homoto-
pie d'un élément f = (£7) de Hom (F,G) sur 1'élément v de Hom (4,B) tel

que le diagrarme

0

F
v l fo
G0

&
—
7

we— b=

soit comnu'bat:_'Lf.

- Les_groupes Ext®(4,B).

Nous supposerons & partir de maintenant que la catégorie G posséde la
propriété suivante : tout objet de G admet un nonomorphisme dans un objet
injectif, Dans ces conditions, tout objet A de © admet au moins une résolu-

tion exacte et injective. Nous poserons
R(A) ::E_R (R est une résolution exacte et injective de &) (1) .

De plus, nous ferons les conventions de notations sulvantes & si F est une
résolution d'un objet A , nous désignerons par & 7 1'augnentation de la réso-
lution F et nous désignerons par (F) nesz le complexe qui intervj.en‘b dans la
définition de F o 81 F et G sont des résolutions d'objets A et B, nous
désignerons par H 5(F,G) , Hon®(F,G) 1les groupes H ((sn) ")) , Hm®((F), (e )),
‘par Hom (4,G) le complexe Hom (4, (G )) et par [PB 1'homomorphisme de H (F, ¢)
dans Hom (4,G) qui a été défini avant 1'énoncé du théoréme 1. Nous désignerons

par & A 1taugmentation de R(4A) ot par dﬁ ses opérateurs différentiels.

Si A,B sont des objets de C et s un entier, nous poserons

( ) Le symbole £ ost le symbole de choix universel de Hllbert-Bernays g
Pour toute relation U §x3 comportent une variable x , liobjet (U § g)_

est tel que 1'on ait le théoreme
" Uy} bquivaut & "il existe x tel que U gxg mon o,



Ext®(a,B) = H°(R(4) ,R(B)) . 3=05
Nous désignerons par B ou 6‘,‘ p 1'isomorphisme de Ext (A,B) sur
ot
Hom (4,B) défini dans le corollaire au théoréme 1.
Si Al,Az,AB sont des objets de C s 11 y 2 un accouplement (ul,uz) —

wyu, des groupes Ext®(a;,a,) ob Exti(hy,h;) & valeurs dans ExtPa(A;sh3) 5

de plus, si 4, ost wn quatridme objet et si uleExt (1;1,1"12) y U, EExt (AZ’AB)’
u3€EXtr([*3’A4) , 0ona u3(u2u1) = (u3u2)u1 o

L'application cp; est un isomorphisme de Ext®(4,B) sur 1% (Hom (4,R(B))).
Soit maintenant f wun norphisme de B dans un nouvel objet B' ; soit f 1'%~
lénent de Ext? (B,B?) tel que O(F) = f , et soit (£%) un représentant de F
dans Hom® (R(B),R(B')) ; on a donc £0 &g = 8 f ; l'application o —> o
ost un homonorphisne de Hon (4,R°(B)) dans T—Iom (A,R (B')) , ot la suite de ces
applications est un norphisme du complexe Hom (A,R(B)) dans le complexe -
Hom (4yR(B')) ;5 ce morph:n.sme définit un morphllsne f de H°(Hom (&, R(B))) dans
H°(Hom (A,R(B!))) « na f (‘PB(u)) = \QB,(e(f)u) pour tout uéExt® (4,B) .

bl

Représentons en effet u par un element (u?) € Hon® (R(4), R(B)) K?B(u, est
alors la classe de coho*lologle de u E 1ct son image par f est la classe de
cohomologie de f u E » Par a:LZU.eurs O (f)u est reprcsente par 1'élément
(%) de Hom®(R(4), R(B')) et tP B (e(f)u) est par suite la classe de cohomo—
logie de fu GA , ce qui démontre notre assertion.

Pour un objet fixe L , si on fait correspondre & tout objet B de @ le
groupe Exts(A,B) et a4 tout morphisme f de B dans un objet B' 1'application
u ——%é(f)u de Exts(A,B) dens Ext®(L,B') , on obtient un foncteur covariant
sur (O & valeurs dans la catégorie des groupes abéliens (en vertu des relations
d'associativité pour les accouplements) ; ce que nous venons de dire établit que
les L(Jg définissent un isomorphisme de ce foncteur sur le s-iéme dérivé du
foncteur Hom(A,#). Cn verrait de la méme maniere que, pour B fixe, il y a ur
foncteur contrevariant sur C) 4 valeurs dans la catégorie des groupes abéliens
qui associe & tout objct 4 le groupe Ext® (4,B) et 2 tout morphisme f :

4 —>A' 1'homomorphisme U - uél (€) do Ext®( ,B) dans Ext® (4,B) .

A toute résolution exacte F d'un objet L de la catégorie C on peut
associer un élément jF de HO(F,R(A)) , & savoir 1'é1lément dont 1'image par
1'isomorphisme © du corollaire au théoréme 1 est le morphisme identique de '
Il est clair que, si v# Ext®(4,B) , ob B est un objet de ¢ , On a
‘?g(VjF) = LPg(v) . Soient maintenant G une résolution exacte de B et u un
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élément de H 5(F,G) ; il y alors un élément E(u) et un seul de Ext®(4,B) tel

que E(u)jF G s & savoir 1'élément défini par la condition que kpg(E(u)) =

=04 (j u) 3 on obtient ainsi un homomorphisme E de H (F,G) dans Ext (4,B)
I1 résulte immédiatenent de la définition que 1'on a E(u u ) = B(u )E(ul) si
“15%@19}"2)’“2@%(%'%) » F,F, et Ty étant des resolutions exactes
d'objets de la catégorie.

3.~ L'interprétation de Yoneda.

Si 4,B sont des objets de C , nous désignerons par ~§S(B)A) (s étantun en-
tier 50) la classe dont les élémentssont les résolutions cxactes S de B telles
que 1l'on ait s® =4 , s" =0 pour n>s . Soit S un élément de cette classe,
ot soit F une résolution de A dans C 3 si on pose ¢t =g" sl ngs

R < N _ n_.n . s-1 s-1 n
=F" si n)s, EG— ES’ dG-dS i n{s-1 , dG _éFd , d. =

o=
=dIF1'“s si nys , on obtient une résolution de B , que nous désignerons par SF ;

si F est exacte, il en est de méme de SF . S1 A,A',B sont des objets de & ’
' 21é |
segs(B,A) et Tf'gt(A,A ) s ST est un é1ément. de A§S+t(B,A ) et ona

(ST)F! = S(TF!) pour toute résolution F' de 4A' .
Soit S un élément de S (B,A) 3 Jg est alors un é1ément de HO(S,R(B)) ;

' choisissons en un représentant (JS) alors JS est un cycle de Hom (4,R°(B))

puisque s+l = o , et sa classe de cohomologie ne dépend pas du choix du repré-

sentant (Jg) de Jq 3 car, si (jén) est un autre représentant de Jjq , il v a

des morphismes k% ;3 s%— g1 (B) tels quel'onait j én = jg + d%—lkn + kn+1dlsll ’

d'ol jés = jg + dg—-lks . La classe de cohomologie de jg. est 1l'image par ({)g

d'vn élément de Ext®(4,B) , que nous désignerons par e(S) . On peut obtenir un
représentant de e(S) de la maniére suivante ¢ soit ('jSR( A)) un représentant de

n
JSR(A) 3 on peut. alors supposer que JS = JSR(A) pour n (8 3 si on pose e =

(-1)P8yne si. n>/0 s " =0 si n<oO , (") appartient a Hom® (R(A) ,R(B))

"SR(4) 1 1,8-1 1
0 8- §-1,8- s-1.s-1 a5 1 ’
et ona o0f,d3" = jSR(A)dSR(A) = a3 gp(s) = 9p J5 = dgdg » co qul
nontre (puisque dS 51 ost sur,]ect:.f) que 1'on a jg = eO£ A3 on en conclut que

(") est un représentant de e(S) .

Soit maintenant T un élément de 8 (A,A') s A' étant un nouvel objet

age €. ChOlSlSSOIlS des représentants (JTR(A,)) de JTR( ) et (jSR(A)) de
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jSR(A) 3 i1 est alors clair que, si 1'on pose jn = ng(A) pour n ¢ s-1 et
.'ln = jxis( A)jgg?ﬂ,) pour n)s , la suite (jn) est un @eprésentant de la classe
JSTR( ary I1 en résulte irmédiatement que 1l'on a
o(sT) = (-1)%%a(s)o(n) .

Soit maintenant f wun morphisme de 4 dans un objet A' do la catégorie,
et soit S' un élément de S S(B,A') . Formons le produit sl 4 , et dési~

gnons par Ty , T 51 16

A
noyau du morphisne dg','l’ﬂ"s, -, de sty L dens A' et soit ngl le

ses projections sur ses deux facteurs ; soit S

morphisme de gs-1

dans 4 induit par T L Ce morphisme est surjectif parce
1

que dg',' l'est, 51 s )1 , nous poserons s =s" sion # s-l,8 , s° =4 ’
s-2 _ S,s-—2 g18-1

€, = €4, 5 lo norphisme u de S dans x 4 tel que
- S S

52 .
Ty, u=dgy , T,u=0 a son inage dans S

phisme dg"z de 852

51 ot définit par suite un mor-

dans §°71 3 nous poserons dg = dg, si n<s-2, dIS1 =0

si n)s ; on vérifie alors ;1ue (ES, (")) =S est un élément de v%s(B’A) 3 nous
désignerons cet élément par S'f, S s = 1 , nous poserons S® =0 si n #£0,1,
st =4 3 nous désignerons par ‘S‘S le fnorphisme de B dans g0 induit par le
morphisme u de B dansvS'OxA tel que Tgq,u = &S s T,u=0, etnous

poserons drsl =0 si n¢0 ou n)1l; ici encore (és,(Sn)) est un é1lément de

“§1(B,A) que nous noterons S'f , Posons % = f ; désignons par 7 le morphisme
identique de st dans S'™ si n # s-1,8 ot par 51 16 morphisme de gl
dems §'°71 induit par T ; (£%) est alors un élément de Hom(S,S') et on

afs'—'f,fogszssgo

- D'une maniére générale, si SGéS(B,A) ’ S'QES(B',A') s et si p est un
morphisme du complexe S dans le complexe S' , nous poserons I }«us €Hom(4,AY) |
et nous désignerons par jog le morphisme de B dans B' tel que }bo &, =
= &S! W g 5 nous dirons que g et p i sont les morphismes initial et ter-
minal du morphisme W . Nous identifierons dans ce qui suit les éléments de
ExbO(A,B) avec les éléments de Hom (4,B). qui leur correspondent par 1fisomor—
phisme du corollaire au théoréme 1 ; on a alors

wBe'(s) = e(S').,p\,A .
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(Sy,R(B')) dont 1l'image par 1l'isomorphisme
il est clair que h = M iq (w B étant

0

H
~Nw
H

Soit en effet h 1'élément de
du corollaire au théoréme 1 est My

considéré comme élément de ExtO(B,B')) Si done (tg) est un représentant de
fog s ot (js) un représentant de ig » (tBjS) est un représentant de h . Par
eilleurs, Jgr & est aussi un représentant de h j si (J S,) est un représentan‘b

de Jgr s (js,'w %) est un représentant de h . Corme les éléments (tBjs) ot

(Jg, }”n) de Hom (S,R(B‘)) sont homotopes et corme g5+l

= 0, les cycles
tg;lg et jg, ;u.s = jg, o, de Hom (4,R°(B")) sont dans la mdme classe de coho-
mologie § or la élasse de cohomologie du premier est l"image de pbBe(S) par
L?g , alors gue celle du second est 1'image de e(S')\a»A s ce qui démontre notre
formule., I1 en résulte que l'on a

e(S'f) = e(8')f

si S‘éés(B,A') y, L£&Hm (4,4').
 si B ~est un objet quelconque de @ et 8 un entier ) 0, désignons par

S; 1'image de dgl posons S =RB) 81 n<s, SII;:O si n)ys ; dési-
s-1

gnons par dg"; le morphisme de R~ -1 (B) dans SB défini par dp  ; posons

dg = dg si n ‘<s-1 ’ dg =}0 sl n ) s ; posons enfin £S = S‘B ; on obtient
ainsi un élément SBG és(B’S;) . Soit h un cocycle quelconque de Hom(A,RS(B)) 3
come H®(R (B)) = 0 , h définit un morphisme h de A dans Sg ; 11 est
clair que o(SER) est 1'élénent de Ext®(4,B) dont 1'inage par (g est la
classe de cohomologie de h 3 on en conclut que tout élément de ExtS(A,B) peut

se mettre sous la forme e(8) , avec un élément S convenable de S (B,A) .

Soient maintenant S un élément de v§' (Byh) et g un morphisme de B dans
un objet B' , Formons le produit B! x 80 de B' et de S , et désignons par

‘T\‘B, et T\‘S_ ses projections sur ses deux facteurs. Soit ) le morphisme de
B dans B' x 80 tel que ‘WB,X =g T(‘S)\ = S_B , ot soit 519 16 conoyau

de X . Soit J leo morphisme de B' dans B' x % tel que T p,J soit le
morphisme identique de B' et ‘\TSJ = 0 ; désignant par @ le morphisme cano— - --

nique de B' x s sur S'O ’ nous poserons SS’ = W J ; ce morphisme de B'

dans S'0~ est injectif comme il résulte tout de suite de ce que £ B est injeetif,
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Par ailleurs, dg ™ g ©st un norphisme de B' x SO dens S1 dont le noyau
contient 1l'image de A ; il se net donc sous la forme dg, W , ou dg, est
un morphisme de S‘O dans S1 . Cormec l'image de &S est le noyau de dg )
on voit facilement que l'image de & gt est lo noyau de dg 1 » Par ailleurs,
1'inage de dg. est éviderment la nfne que celle de ds 3 c'est donc le noyau
de dé . Nous poserons S'™ =8% si n#£0 , dg]; =0 , dg, = dg si
n#-1,0 ; (& S.,(S'n)) est alors un élément de V§IS(B',A) s que nous désigne-

rons par gS . Soit JS le nmorphisne de SO dans B! x SO tel que TB‘JS =0

et que T]‘SJS soit le morphisme identique de SO 3 posons go = UJJS et , si
n#0, désignons par g~ le norphisme identique de S" , Alors la suite (g%)
appartient & HomO(S,S'), et on a gogs = Es,gv; il en résulte que l'on a

é(gS) = ge(S) .

Le foncteur Exts(A,B) est additif, Des propriétés des foncteurs additifs
résulte que si 4,B,4',B' & C on peut identifier Ex‘bs(A x A' y B x B') au
groupe - . : :
Ext®(4,B) x Ext®(A!,B) x Ext®(i,B') x Ext°(4!,B')

Nous allons appliquer ceci dans le cas oi L = 4' , B = B' pour déterminer
1'é1ément e(S) + e(S') quand S et S' sont des éléments de és(B’A)' Posons
n = t o ddsd t s s X .

Sn Sn x Sn 3 désignons par ‘n‘n et ’n‘n les projections de Sn_ sur ses deux

facteurs ;3 soit dg,, le morphisme de S gang Sv*+l géping par les conditions

n n n
™ dsn :ds.“n s

n
n+l dgn =4

g gt
B x B sur ses deux factours et soit &g, le morphisme de B x B dans S"
défini par les conditions T1; £q,= £y » T%. €gu= €1 T 5 alors

J ] ° ] ] .
nel Tfn ; soient 'ﬂ'B et T ‘1es projections de

0

(S,S,,,(snn)) est un élément S" de v%s(B x By A x 4) que nous désignerons par
S x 8!, Désignons aussi par 1 L T L les projections de A x A sur ses deux

1
facteurs, par JA et‘ JA (resp. ':,IB

A (resp. ‘B) dans A x A (resp. B x B) , considéré comme somme directe de A

et J]’B) les deux injections canoniques de

(resp. B) avec lui-méme. Posons SA =J, + JA y Wo = Tg+ 1\'1'3 3 ceci étant,
on a

o(8) + o(8) = o(( (8x5) § )

En effet, la considération du.morphisme (T\‘n) "de 8 x S!' dans S fournit
la relation T{'Be(S x S1) = o(8) W, d'ol; puisque WAJA est 1l'identité,
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TrBe(S x S')JA = e(8) ; on voit de méme que TTéo(S x S‘)JA = ¢(S'), Par ailleurs,
on a TrBe(S x S‘)Jﬂ': o , R‘ée(s x S')JA = 0 ; on a done osBe(S x S') 5£_=
= o(8) + e(8'), ce qui démontre notre formule,

On peut exprimer de la maniére suivante‘la condition pour que 1l'on ait
o(8) =s(S') , S et 8! Stant des éléments de .M%(B 4) . Un morphisme d'un
élément de ~§S(B,A) dans un autre objet de cette classe est appelé un quasi-
isomorphisme si ses morphismes initial et terminal sont tous deux des morphismes
identiques. Appelons voisins deux éléments 8,58, de Aﬁs(B,A) si ou bien il
existe un quasi-isomorphisme de S, dans S2 ou bien il existe un quasi-isomor~

1
phisme de S, dans S, ; appelons quasi-isomorphes deux éléments qui peuvent

9

8tre joints iar une ch;ine d'éléments de v§S(B,A) dans laquelle chaque terme,
sauf le dernier, est voisin du suivant. Il est clair que, si S et S' sont
quasi- isomorphes, on a e(S) = e(S') . La réciproque est vraie. Supposons en
effet que e(S) = o(S') ; soit h un élément de Hom (A,RS(B)) qui soit un
représentant de la classe de cohomologie (pg(e(s)) 3 on voit alors facilement

en s'appuyant sur les constructions faites ci-dessus qu'il existe des quasi-
isomorphismes de S et de S! dans le complexe SBh , c¢e qui montre que S et

S?' sont quasi-isomorphes,

La condition que nous venons d'obtenir pour que lion ait e(8) = e(S') peut
se formuler sans faire appel & l'existence d'éléments injectifs dans la catégorie;
il en est de mlme des régles que nous avons données pour composer les éléments
e(S) soit entre eux soit avec les morphismes des objets de la catégorie, et de la
définition que nous avons donnde de 1'addition des o(S) . M, YONEDA a montré que
1l'on peut construire la théorie des groupes Exts(A, B) dans une catégorie abé-
lienne qui -contient des produits finis mais dans laguelle il n'est pas nécessaire-
ment vrai que tout objet puisse se plonger dans un injectif ; la seule différence
est que les Ext (A B) qu'il obtient ne sont pas necessalrement des ensembles H

mais_tgg@es les régles formelles continuent & s'appliquer.
4,-~Le cas s=1,

Les éléments de Extl(A,B) sont les suites exactes de la forme
0—B— SO—-> A-—>0 3 si S5,5' sont deux éléments de ~§1(B,A) s et si W
est un quasi-isomorphisme de S dans S!, }po est un isomorphisme de S
sur s10 comme il résulte tout de suite du lemme des 5 . Donc, une condition

nécessaire et suffisante pour que deux suites exactes
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0-—%]3——980-—a15——50
0—B ——}S’O———g L'-—50

définissent le mfne élément de Extl(A, B) cst qu'il existe un isomorphisme de

SO sur S'0 qui rende cormutatif le diagramme

0-—eI3——>S ——al&——eo

L4y

0——9B-——>S'-—91L——90

(ol les fléches verticales sous A et B sont les morphismes identiques de ces

obj etS) ¢
L'é1émont neutre de Extl(A,,B) ost représenté par la suite exacte
IB Ty
S. ¢t 0—»B—AxB—4-—0

O .
ou JB est 1'injection canonique de B dans 4 x B, considéré corme somme
directe de A et B, et TTA la projection de A x B sur 4 o Soit en effet
(jg) un représentant de jS ; désignons par J l'injection canonique de A

dans L x B et posons k = 3 J 5 on a alors dok = 30 s ce qui nmontre que

jo est bord d'un élément de Hom (A,R () , donc que e(S ) =0

50— La sulte exacte des Ext,.

Soit A un objet de C . Du fait que le foncteur Ext (A,*) est isomorphe

au s—iéme dérivé du foncteur Hom (L,%) , & toute suite exacte
Py P2

0— B1~—e>B2-——>B3-—*50

il correspond une suite exacte

0 — Ext (4,8, —Ext(4,8,) — mO(A,BB) —>Ext!(4,B,)

‘ n ﬁ n (52 N, an‘ n+1
ooe—>Ext (A,Bl) Ext (A,Bz) —>Ext (A,BB)—b (4,B 1)

dans laquelle les homomorphismes [5? s B g sont les transformés de ﬁl , @2

‘par le foncteur Ext™(i,%). On en conclut que
n n
{Bl(u) = (5111 F—"Z(V) = (52V .

Nous allons maintenant expliciter 1'honmonorphisme 8
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Nous poserons &i = ‘C‘B. ’ dg = dg. o Remontant aux définitions, il nous
faut pour cela construire une résolutionlexactc et injective R = ( 5 , (r® )) de
B
et (g") € Hon (R,R(B )) tels que l'on ait fOEI = SR(’:l y £ £ 3(:\2

qui posséde les propriétés suivantes : il y a des éléments (fn )€ Hom (R(B )s R)

que, pour tout n , la suite

n f.‘n\ n gn\
0 —R'(B,) —> F ,Rn(BB)—>O

soit une suite exacte décomposée, Ceci fait, partant d'un élément ueExts(A,BB) R
on choisira un représentant t € Hom (A,RS(BB)) de la classe de cohomologie

s
@g (u) ; on choisira un é1ément +' de Hom (4,R°) tel que g t' =+ , d'ol

gs+1d§t' =0 ; il y a donc un élénent t" € Hom (A,RS"'l(Bl)) tel que 1l'on ait

£5+lgn = d;‘c' s ety comme £5+2 est un monomorphisme, on a dg"'l'b" = 0 , L'élément
1

6S(u) est alors 1'é1ément de Fms"'l(A,B ) dont l'image par '—PS"'1 est la
classe de cohomologie de t" . 1

Pour construire une résolution R possédant les propriétés voulues, nous
procederons comme suit. Nous poserons R° = R° (Bl) x Rn(BB) 3 nous désignerons
par g la projection de R® sur R(B ) , par £ et K 1les injections
canoniques de R° (Bl) et R (BB) dans R « I1 nous faut maintenant définir
1t'opérateur différenticl d; de R ot son augmentation. Nous choisirons un
représentant (§7) de jSR(BB) s oi S est la suite exacte

0—>B —>B,~—>B,—30 ,

6t nous poserons O = (-1) 3n+1 (n0) ; on a done (8™ e Homl(R(BB),R(Bl))

et (B") est un représentant de o(8).

Nous définirons 1‘'opérateur dR par les conditions
e = e e

nous-définirons 1llaugmentation & p bar la formule
. .0,0 .0 i
fp=f RARENCE NP

on s'assure alors facilement que-toutes nos conditions sont satisfaites, Ceci étant,
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utilisons les mémes notations que plus haut. On peut prendre t! = vt s dlol
d.R'b' hs+1ds‘b g5+l 6% = ~g5+1 6°t ; on peut donc prendre t" = -~ 55 .

I1 en resul‘be immédiatement que 1lton a

0

() () = ~(S)u .
Les opérateurs ‘5111 s ";g s O &tant Aéfinis par les formules
(’;?(u) = pu (bg(v) = szv N(w) = —e(S)w

on peut démontrer l'exactitude de la suite des Ext sans faire appel & 1l'exis-
tence dlobjets injectifs dans la catégorie ; nous nous contenterons de rapides
indications sur la méthode de démonstration. On nontre d'abord que (52 {51 =0,
e(S) sz =0 , (5 e(S) = 0 au noyen de la description cxplicite des éléments
des Ext (A,B) donnde au n° 4, On montre ensuite que;, si e ost un élément de
Ext (A, 1) (resp. Ext (A,Bz) , Exs°(4, 3)) (s >0) +tel que ﬁle =0 (resp.

(526 = O ) e(S)e =0 ) , on pout mettre ¢ sous la forme e'e" , ol
el € Ext (A X) (X étant un objet convenable de 5 ) et o e' est un élément

Ext™ -1 s-1 s-1
de (x,,Bl) (resp. Ext (X,Bz) s Ext (XQBB) ) tel que (510' =0
(resp. (52‘9° =0 , e(S)e! = 0), Lo dénonstration ost basée sur le lemme suivant:
considérons un diagrarme commutatif '
A
h
“2;1’ s
vy \;,f2 v2f3l
V1 —_ V2 V3 0

ol les deux dernieres lignes sont des suites exactes ; supposons qufil existe
un morphisme k s A —-%%Vz tel que f3 =V, k ..0On peut alors construire un dia-~

gramme commutatif

x "
0 —3X >T s h——3 0
ih
Kt U > Uy —> 0
A 1o
>V, = >
v, T 0

dans lequel la premiére ligne est unc suite exacte. [ Pour ce faire, on construit
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le produit V, x Uy, x 4, dont on désigne par Trv , TfU ,
on prend pour T l1'intersection des noyaux des morphismes 1.12’1TU - hTr i et

TA les projections;

o

krrﬂ + vlTTV —~ IZTFU + ] Procédant par récurrence sur s , on Se ramene alors &
démontrer 1llexactitude de la suite

0 —>Hon (4,B,) —>Hon (4,B,) —> Hon(4,B,) -——>~Ebct1(A,B1)
ce qui est facile au moyen de la description donnée au n° 4 des éléments de
Extl(4,B,) .

Signalons enfin que, si cn a une sulte exacte

SOs 0——;::1&1 >A2 ‘,AB >0

on a une suite exacte infinie

0 —>Hom (A,B) —> Hon (4y,B) —>Hom (&,5) —> Bxt’ (i5,5)
A g 7

o4 n
coa> Extn(AB,B) > Ext (hy,B) BN Exbn(.lxl,B) 9, Exbm'l(AB,B)

dans laquelle les homomorphismes sont définis par

N Izl(u) = TH, s d?(v) = Vo, 3 F(w) = we(SO) .




