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TOPOLOGIE ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE VOL. VI
Séminaire dirigé par C. EHRESMANN
MARS 1964

CATEGORIES ET STRUCTURES : Extraits

par Charles EHRESMANN

Le texte suivant est formé d'extraits des chapitres 2 et 3 d'un livre provisoi-
rement polycopié sur les catégories et les structures qui développe un cours donné 3
I'Institut IIenri Poincaré (1963-64). Comme ce livre ne paraitra pas avant plusieurs mois,
nous en indiquons ici, afin de pouvoir ultérieurement nous y référer, un certain nombre
de définitions et résultats. Ce travail est un complément aux articles [1],[2] et[3]

dont nous reprenons la plupart des notations,

1. Especes de structures dominees.

Soit M une catégorie pleine d'applications et soit § la catégorie de tous les
foncteurs (E' ,®,C") tels que (E,@, Cc)eM; soit (M, r¥ ,F) le foncteur canonique
défini par pqg : (C,®,C)>(C,d,C).

Si C* est une catégorie et si une sous-catégorie C; de C* est une catégorie
d'opérateurs sur une classe § = relativement a4 la loi de composition k', le triplet
(c- ,So, k') définit une espéce de structures (au-dessus de C*); si C;=C-, nous
écrirons aussi [C*, A\ ] au lieu de (C-, S,»K'). Nous désignerons par C*x S la
classe des couples (f,z) €C XS  tels que K'(f,z) soit défini et nous poserons
K'(f,z) = fz. La catégorie des hypermorphismes associée & (C", S_,K') sera notée
(C*%xS,)°". Soit ;l‘application définie, lorsque f € C |, par:z - fz, ol (f,z) €C%S,.
Soit @(m)o la classe des espéces de structures = (C", So, k') telles que C- 63"0
et S 69110 ;soit (M) la catégorie des applications covariantes (-7_7,((1), %,), M) pour
lesquelles M € &(M)o et %e (‘f(fm)o; soit p l'application :

((C*, Sy, k) (D, 9),(C*, S, k" N(5,,9,.5,)
de @(M) dans M, qui définit un foncteur (M, p, @(M)).
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DEFINITION . Soit 7»=(m, )»,53) €F. On dit que (C*,F) est un couple dominant
dans (N, $£) une espéce de structures, ou que ((C*,S,,Kk"),F) est une espéce de
structures dominée dans (M, £), si F = (8,F, Ci) est un foncteur et si (C',-i .F)
est un couple définissant I'espéce de structures (C*,S_, K'); on appelle (C*, Sy. k')
I'espéce de structures sous (C*, F).

Soit N=(C",S_,k") € Q(M), et soit 7' I'application : z > e, o e €C; et
(e, z) EC‘*SO.

pROPOSITION. Si (M, X, ) est un foncteur fidéle, (M, F) est une espéce de struc-
tures dominée dans (N, &) si, et seulement si, F est une application de C,CC dans
8 vérifiant les conditions :

1)~Si e €m'(S ), ona F(e) Gf.o et N\(F(e)) = ;71'(6)-

2)Si f €C et s'il existe z €S, tel que k'({, z) soit défini, on a:
F(f)=(F(e').{,F(e),  one=a(f), e =pB(f).

Tine espéce de structures dominée dans (pg:,?) est appelée une espéce de

morphismes [ 1].

DEFINITION. On dira que S* est une catégorie munie d'une catégorie d'opérateurs C -,
la loi de composition étant k', si C* est une catégorie d'opérateurs sur S relativement

a K', et si §* vérifie les conditions :
cl)Si (z',z)€S*xS etsi (f,z'.2)eEC "xS,ona:

(f,2') €EC*xS,(f,z) eC xS et f(z'.2)5 fz'.[z.
€,)Si z €S etsi (f,z,) €EC"xS,ona fz €S;.

Cette définition signifie [1] que [C*, S, k'] est l'espéce de structures sous
une espéce de morphismes (7), F) et que S* est la catégorie somme des catégories
F(e), ou e €C .

Un cas important d'espéces de structures dominées est celui des espécesde
structures dominées par des applications covariantes, c'est-a-dire des espéces de struc-
tures dominées dans (p, aAmy.

Pour que (7, F) soit une espéce de structures dominée dans (p, @(m)) il faut
et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées : '

)7n=(C-,S,,K') est une espéce de structures; soit 7' l'application z » e
de Se dans C;, ol (e, z) €C '« S, et soit Ci la sous-catégorie de C* opérant sur
A

2) 11 existe un foncteur G de C; vers et, pour tout e 671'(50), F(e) est

-1 -—
une espéce de structures (G(e),7'(e), k' (e)).
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3)Si feC ,e=a(f) ete’ = B(f), alors F(f)=(F(e'),(G(f), QP(f)) F(el)
est une application covariante, c'est-a-dire @, (f) est une application de 7T'(e) dans
-1

-1 -1
m'(e') telle que, si z €' (e)et(gzjeG(e) « T'(e), on ait:

¢ (f)(gz)=G(f) (g)ﬁPo(f)(z)-
Supposons ces condxtxons réalisées. Pour tout e €(C )

désignons par IE(e)
la catégorie (G(e) *7T (e)):. Pour tout f € C,, posons :

F(f)=(FE(B(f), [ F(a(f)), o f(g,2z)=(G([)(g), 9, (f)(z))

Soit . * la catégorie somme des catégories F( e).

PROPOSITION. X ° est une catégorie munie de la catégorie d'opérateurs C; relativement

a la loi de composition K' :

(f,(g,z))-»/:(g,z) si, et seulement si, (g,z) El:"(a.(/)).

REMARQUE. Les conditions 1, 2 et 3 n'entrainent pas que (C*, G) soit un couple
dominant dans (pg ,F) une espéce de structures. On peut toutefois se ramener a ce cas
en remplacant G(e) par la catégorie équivalente dont les éléments sont les couples
(e,g) tels que g €G(e). '

Supposons de plus que (C*, G) soit un couple dominant dans (pg:,ﬂ:) une
espéce de structures [, c'est-a-dire que (U, G) -soit une espéce de morphismes. Soit
[+ la catégorie des hypermorphismes associée a l'espéce de structures . On sait

[4a] que (["-, ™) est une catégorie double, la loi de composition - étant définie par:

(/'ng')-l—(/;g):(/'g"g)
si, et seulement si, f'=fet(g',g)€G(e)xG(e), ou e=a(f).
Soit (E’, So,;') I'espéce de structures somme des espéces de structures F(e),
ol e €7T‘(So).

flgz) gz s s @(m)
(fg,f=z) °
(g z) _ b
o (f.z) * " m
. Z
e ¥

v
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Rappelons le théoréme suivant (voir [4b ], p.2) qui relie la notion d'espéce de struc-
tures dominée dans (p, @ (M)) a la notion d'espéce de structures au-dessus d'une espéce

. de morphismes, définie dans[4b ] :

THEOREME. ([, T0), 7", S,) est une espéce de structures au-dessus de l'espéce de

morphismes (L, G ), oad ;'(z) = s si ;'(S, z) est défini. L'application :
(C* S, k"), F)»((T-,T7),m,5 )

est une bijection de la classe des espéces de structures dominées par des applications

covariantes sur la classe des espéces de structures au-dessus d'une espéce de mor-

phismes.

CAS PARTICULIER. Soit C* la catégorie des couples (U’',U), o U et U’ sont des
ouverts d'un espace topologique E et U'C U, munie de la loi de composition entre
couples. Si (i, G) est une espéce de morphismes et si G(U, U) est un groupe (resp

un groupoide) pour tout (U, U) €C;, alors G est un préfaisceau de groupes (resp.
groupoides). Si de plus l'espéce de structures p est une espéce de structures inductive
compléte [5], G est un faisceau de groupes (resp. groupoides). Supposons que

[c-, So, k'] soit une espéce de. structures complétes et que ([C-, SO ,k']1, F) soit
une espéce de structures dominée dans (p,@(m)). Avec les notations des conditions
1, 2 et 3 et si G estun faisceau de groupes, p F est un faisceau d'ensembles muni du

faisceau de groupes d'opérateurs G [6].

COUPLE DE CATEGORIES D'OPERATEURS.

Soit ([C*, S, K' 1, F) une espéce de structures dominée dans (p, &(m));repr&
nons les notations des conditions 1, 2, 3, ci-dessus; supposons que,pour tout [ € C,
G(f) soit le foncteur identité de la catégorie C et que, pour tout e €C;, F(e) =
=[E*,#'(e), K'(e)]. Alors C est aussi une catégorie d'opérateurs sur S, rela-

tivement & la loi de composition K"
— — -1
(g, z)»K'(e)(g,z) si, et seulementsi, 7'(z)=e et (g,z)ECJ“*ﬂ'(e).

Soit 77" I'application : z » s si, et seulement si, K'(s,z) est défini, de S, sur C:;
cette application est l'application somme des applications 77'(e) correspondantes aux
espéces de structures F(e).

La situation précédente est équivalente & la suivante :
Soient C* et C~ deux catégories, S, une classe vérifiant les conditions suivantes :
A) C* est une catégorie d'opérateurs sur S, relativement a K'.

4 . . . Y
B) C est une catégorie d'opérateurs sur S, relativement 4 K'.

C) Soient z €5, f€C et 7€E Si fz et -f-z sont définis, les composés ;'—(/z)et
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/(./-z) sont définis et on a : f(./_z) = ./_(/z).

. .. oo ps o, . -4
DEFINITION. Si les conditions A, B et C sont vérifiées, on dira que (C*,C" ) est un
couple de catégories d'opérateurs sur So relativement & (K', K').

. —4 . . .. ,
Les catégories C* et C  jouent des rdles équivalents dans la définition pré-

cédente.

. - . , .
Soit (C*,C™) un couple de catégories d'opérateurs sur une classe X relati-

vement 4 ( K' ,;'). Soit H la classe somme de C, de C et de 3.

PROPOSITION. H' est une catégorie admettant C* et la catégorie duale de c* pour
sous-catégories pleines, la loi de composition étant définie par

) st (f.f)eC xC*

(F-T.7 si (f.fec «C

(z./)+7z si (f,z)eC 3

(f.z)> [z si (f,z)eC* 3
EXEMPLE. Soit [C*, S _,«'] une espéce de structures et soﬁ: C™ la catégorie ayant

pour seul élément une unité a% C. Alors (C*, a) estun couple de catégories d'opéra-

teurs sur S relativement & (k' ,;'), ou :
;'(a,z):z pourtoutzESo.
La classe H est la classe somme de C, de So et de a. Dans la catégorie H * corres-
pondante, tout élément z € S_ admet a pour unité & droite.
Soit K * une catégorie; soient (K*,p,C") et (K-, ;,EJ—) deux foncteurs. Soit
3 la classe des triplets (e, &, e) tels que :
e€C;, ¢€C,, keK, B(k)=p(e) et a(k)=p(e).

C * opére sur 3 relativement i la loi de composition K' :

(f.(e k,e)->(B(f),p(]).k,e) si, et seulement si, a(f)=e.
La catégorie duale (_C-'L)* de —C—'L opére sur 3 relativement a K

(To(e ke (e. k.p(7),a(])) si, et seulement si, &= /B(f).

PROPOSITION. (C*,(C )*) est un couple de catégories d'opérateurs sur X relati-
vement a ( K', ;'); soit H* la catégorie correspondante; il existe un foncteur (K", ;, H*)
admettant p et ; pour restrictions.

Nous aurons en particulier a utiliser la construction précédente dans le cas ol
C" estune sous-catégorie de K et p =..

CATEGORIES DOMINEES.

Soit C * une catégorie; pour tout couple (e’, e) d'unités de C*, nous désignons
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par Hom(e',e) la classe des b € C tels que a(h)=e et B(h)=e'. Soit [ 1a
sous-catégorie de la catégorie produit C * x C* formée des couples (f',f) € C X C tels

que Hom(oa(f ), B(f)) % @ . Cette catégorie est une catégorie d'opérateurs sur la classe

C relativement 3 la loi de composition K'(C*) :

(7. 1), b)-f.b.f
si, et seulement si, (b, f) €C xC et (f',h)€C xC".

Soit m(C*)=(I"*,C,k'(C*)) 'espece de structures ainsi définie. Le couple définis-
sant 7)(C*) est le couple (C* xC* Hom), ot Hom est le foncteur de [+ vers JN tel

que Hdm()"', f) soit I'application: b f'. b.f de Hom(a(['), B(f)) dans Hom ( B(f'), a(f)),
pour tout (', f) el

DEFINITION. Si (7M(C*),F ) est une catégorie dominée dans (N, 8), oz (M, r8)eF,

on dira que (C*, F) est une catégorie dominée dans (A, £).

EXEMPLE. Une catégorie préadditive [ 8] est une catégorie dominée dans (pg,g), ol
G est la catégorie des homomorphismes entre groupes abéliens et pg la restriction de
pg aG.

CONSTRUCTION D'ESPECES DE STRUCTURES DOMINEES A PARTIR DE (7, F).

D Soit (WM, ¢, K }( ) une catégorie d'homomorphismes; soit (M, q q, H) le
foncteur tel que X soit 1a catégone des foncteurs K- structurés et q sa projection cano-
nique dans H (voir[11). Soit (m, F) l'espéce de structures dominée dans (p, Ay
considérée au début, (i, G) l'espéce de morphismes correspondante. Supposons que
(u, G) soit une espéce de structures dominée dans (q,R) telle que G = q G et que
(’T) H) soxt une espéce de structures dominée dans (g, H). Supposons de plus que
H(e) = (G(e) 77 ,H(e)), ou 77' est la restriction de 7' 2 717 '(e)=p F(e)=q H(e),
soit une H-espece de structures (voir [4c]), pour tout e €(C1)6 et que, pour tout
jec,,

H(f)=(H(e'),(G([), @, (1), H(e)
soit une application H- covariante [4c], ot e= a(f), e = B(f). Ceci signifie que

(m,H) est une espéce de structures dominée dans (p p}(,&(}{)) ot Q(H) estla

catégorie des applications H-covariantes [ 4c ] et P} sa projection canonique dans Q.

EXEMPLE. Si on prend pour H la catégorie des applications continues entre espaces
topologiques (resp. des applications r fois différentiables entre variétés r fois diffé-
rentiables), on obtient une situation qui généralise celle des espaces fibrés topolo-

giques (resp. différentiables), et que nous préciserons plus loin.
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2) Soit (7, F) l'espéce de structures dominée dans (p, @(M)) déja considérée.
Soit (M, N, £) un foncteur. Supposons que, pour tout e €(C,); , (F(e),N,) soit une
espece de structures dominée dans ( A ,£)et que, pour tout f€C |, ((F(e'),N . ), F(f).(F(e),N )
soit une application covariante ;(f) entre espéces de structures dominées dans (X,f)
(voir [ 3], p. 16). Ceci signifie que (7, I;) est une espéce de structures dominée dans
(p & ,@ (7, 8), ot @(N,L) est la catégorie des applications covariantes entre
espéces de structures dominées dans (M, ) et Asa projection canonique dans ({(M)

(voir[3]).

EXEMPLE. On peut prendre pour (M, X,&) le foncteur (M, pj.,?); ce cas intervient
en théorie de la cohomologie sur les catégories; la notion de faisceau de groupes admet-
tant un faisceau de groupes d'opérateurs [6] en est un cas particulier. D'autres cas

particuliers ont été utilisés dans des constructions d'Analyse ou de Géométrie différen-

tielle.

2. Surjections et projections.

Soit C* une catégorie. Nous désignerons par Rg(C') (resp. R;(C*)) la sous-
catégorie de C‘formée des monomorphismes (resp. épimorphismes) de C*, par R(C*)
la sous-catégorie Rg(C‘)n Rd(C') dont les éléments sont les éléments réguliers dé
C-.

Les conditions f €C, f' €R (C ) et f' = f.g entrainent g € R (C ).

Soit (C ,p,C*) un foncteut et soit C' une sous-classe de C Nous dési-
gnerons *) par C ‘(C', p))_ et C'(C’, p)_, les classes des (C', p )- injections et
(c, p )- surjections respectivement, qui sont des catégories [ 2] si C* est une sous-
catégorie de C Si b eC et si b' est un (C', p ) - sous-morphisme (resp. (C', p)-
morphisme quotient) de b, nous poserons*)

b /(—ET—p-)b (resp. b’ (__'p./)b)
PROPOSITION. S j €C‘(C p)_ et si p(j) eRd(C‘) (resp. eC' ),ona j€ER(C")
('ESP € C ). Si f admet un inverse a gauche dans C* et si p(f) € Rd(C ), [ est une
(C p )-surjection faible. Si [ admet un inverse a droite dans C* et si (C ,0,C*) est
un foncteur fidele, f €C*(C ,p)_, .

PROPOSITION. Soient f' €C et f €R (C"). Si ['.[ est une (C,p)-surjection (resp.

surjection faible), alors [' est une (C, p )- surjection (resp. surjection faible).

COROLLAIRE. Soient‘jEC‘(C,p)_J, jleC'(C,p)__ et (jl,/,j,b)eDC‘.Si
b'eRd(C’),ona.-jl(.C::_P_)/b

* - - -
) Ces notations différent de celles de[ 3] oa C(CY, p)__ et C°(C',p) sont représentés par C 5 (C', p)

etC* (C',p) et ou les symboles — et sont resp. notés — et .
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THEOREME. Soient h €C et bh' € C. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1) b’ est un (é, p)-morphisme quotient de b .
2) Il existe des (Dé, []p)-‘surjections (B(i)i.i,a(j)) et (b', 7y.7.0).

PROPOSITION. Soit C ; une sous-catégorie de C*. Si j, €C NC*(C,p)_,, ona
]E€C{(C,pu)_, si, et seulement si, les conditions g €C et g.j, €C, entrainent
g€C,. . .

Soit C; une sous-catégorie de C* et C' une sous-catégorie de C* contenant

p(s) pour tout s E(Ci)o'

DEFINITION. On dira que C; vérifie la condition (o) (resp. (o*)) relativement 2
(C',p) si les conditions j€C*(C',p)_, (resp. ieC'(C’,p)r_), a(j)e€C, et
B(i) € C, entrainent j eCi(é',pc)_, (resp. j GCQ(E?'.PL)I_).

Une sous-catégorie pleine de C - vérifie la condition (o) relativementa (C',p).

PROPOSITION. Pour que C; vérifie la condition (0 ) relativement & (C',p) il faut et
il suffit que les conditions :
(C'.p)
h'=————h, heC,, a(b')eC, e B(b')eC,
entrainent b’ € C .
PROJECTIONS ET INJECTIONS.

Soit H* une catégorie, C " et C* deux sous-catégories pleines de H *, Supposons
que H soit la somme de C, de C et d'une sous-classe I de H telle que, pour tout
[ €3, onait a(f) €C et B(f) € C. Cette situation se présente par exemple si H* est
la catégorie associée (voir paragraphe 1) a un couple (C-, C™) de catégorie d'opéra-
teurs sur 3 . Remarquons que la donnée de H* et de C détermine entiérement X et C.

Soit ® la catégorie ayant 3 éléments distincts z, a(z) = e et B(z)=e. Tl

-1
existe un foncteur (®,Z,H*') tel que Z(e)= C, a savoir le foncteur défini par:

g+e si g€eC, g-e si EEE et f-z si [feX.

DEFINITION. On dira que j € H est un (C, H"*)-projecteur si j est une (®,Z )-surjec-
tion telle que Z(j) % e. Si b' €C est un (®, Z)-morphisme quotient de h € H, on
dira que b' est une (C, H*)-projection de b.

Tout (C,H"*)-projecteur est un épimorphisme puisque z est un épimorphisme

de ®.

PROPOSITION. Pour que j €H soit un (C,H")-projecteur, il faut et il suffit que

j €C, ou que les conditions g €% et a(g) = a(j) assurent l'existence d'un et d'un

seul g' €X tel que g'.j=g.
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Soit K * une catégorie et soit C-une sous-catégorie pleine de K*. Soit C'la
sous-catégorie pleine de K* ayant pour unités les s € K tels que s *C;. Appliquons
la construction du § 1 aux foncteurs (K*,(,C"*) et (K", ,E') et identifions la classe
3 des triplets (s,k,;) tels que % €K, s = a(k) €C et s= B(k)€eC alasous-
classe de K formée des morphismes k pour lesquels a(k) €C et B(k)eC. Soit H*

la catégorie construite au $1 qui s'identifie 4 la sous-catégorie de K réunion de C,
de C etde X.

DEFINITION. On dira que j € K estun (C, K*)-projecteur si j estun (C,H")-projec-
teur. On dira que b’ € C est une (C, K" )-projection de b € K s'il existe un quatuor
(b',j',j,b) €e0OK" tel que j et j' soient des (C,K")-projecteurs; dans ce cas, on
posera : b’ (C.K )y,

Ce‘tte définition, qui est donnée dans [ 3], coincide avec la définition précédente

lorsque K = H. Nous allons énoncer ici des propriétés des (C, K*)-projecteurs non
indiquées dans [3].

PROPOSITION. Pour que j € K soit un (K,K"*)-projecteur, il faut et il suffit que j
soit inversible dans K *,

REMARQUE. Plus généralement la construction précédente s'applique méme si C* n'est
pas une sous-catégorie pleine de K*; alors un (C, K *)- projecteur est soit un élément
de C; soitun j €K tel que a(j) ¢ C et que les conditions g €K, a(g)=a(j) C;

et B(g)e€ C, assurent l'existence et l'unicité de g’ € C vérifiant g = g'.7.

PROPOSITION. Soient b €K, et j et j' deux (C, K" )-projecteurs tels que a(h) = a(j)

et B(h)=oa(j). Il existe un et un seul b’ (_C’_ﬂ/b tel que (b',j',7,h) €0K".

PROPOSITION. Si j est un (C, K" )-projecteur, alors j.g est un (C,K")-projecteur,

pour tout g EK,;, .

PROPOSITION. Les conditions suivantes sont équivalentes:

1) (b*,j', 7, b) et (B(j).j.i,a(j)) sontdes (OC",[OK")-projecteurs.

2) b' est une (C,K")-projection de b et (b',j' ,j,h)€OK", ou j et j' sont des
(C, K*)-projecteurs,

PROPOSITION. Si h €K, b’ (_C_'_IL)/ bh et b (A£'l<.—.)/h, il existe un et un seul quatuor

(b',7y',7y,bh) €0C" tel que YEC, et V' €C,.

CATEGORIES A C-PROJECTIONS.

DEFINITION. On dira que K- est une catégorie 4 C-projections (resp. a C - éjections)

si C* est une sous-catégorie pleine de la catégorie K* et si, pour tout e € K;, il existe

un (C,K*)-projecteur j tel que a(j)=e (resp. un (K-, C)-éjecteur j tel que
B(i)=e).
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Soit K * une catégorie 3 C-projections. Soit- U(C, K*) la sous-catégoriede
Bk formée des quatuors (b', j', i, b) tels que b’ € C et que j etj’ soientdes (C, K*)-

projecteurs.
PROPOSITION. Y= (K*, Y, U(C,K*)), oa Y (h',j',j,hb)=h, est un foncteur défi-
nissant K* comme catégorie quotient strict de U(C,K*) (voir[2]).

Soit p, la relation d'équivalence sur U(C, K*) associée a Y, qui est définie
par :

(B" T 5. h)n (B, ).

Soit P l'équivalence de K * sur la catégorie quotient strict U(C, K* )/p\l’ de U(C,K")
par 9, définie par :

b-»(b',f',]',b)mod,o‘l).
THEOREME. Supposons que C* vérifie la condition :

(0) Tout trio (g,g,[) de C*, oa f € C,;, , est contenu dans un quatuor de (C*;C, C.;,).
Pour tout b € K, représentons par o(h) la classe des (C,K")-projections de b.
Alors C* admet une catégorie quotient strict c- par la relation d'équivalence g ~g' si
o(g)=0(g'), dont les unités sont les saturantesIZz’es unités de C* dans C*; de plus

(C*,o0,K") est une b - surjection définissant C* comme catégorie quotient strict
de K-.

PROPOSITION. Un foncteur section 1l de .\/; est une équivalence de K* sur une sous-
catégorie de U(C, K"); tout autre foncteur section Hl de -\Z se déduit de Il par une
équivalence naturelle. Soit 1 I'application de K dans K telle que (’IT(e))B = aB(H(e )),2)

(in] . e
pour tout e € K(;; alors (,3 [1,7) est un foncteur naturalisé.

PROPOSITION. Soit 7 une application de K. dans la classe des (C,K*)-projecteurs
telle que a(7(e)) = e pour tout e €K;. 1l existe un foncteur naturalisé (.77,77) tel
que (b ) (Co K )i b pour tout b € K et I'application b » (7(h ), m(B(b)), m(a(h)) b)

définit un foncteur section de .

DEFINITION. Une application T de K dans la classe des (C,K*)- projecteurs telle
que e = a7 (e) pourtout e €K’ sera appelée (C, K*)-projection naturalisée; le fonc-
teur naturalisé (77 ,77) correspondant sera appelé foncteur (C, K*)- projection natura-

lisé associé a 77,

v

1)

Dans une catégorie C °on appelle saturante d'une sous-classe B de C la catégorie engendrée dans C* par
la classe

C‘y .B UB.C,),

2)s; t €K, on pose E:(B(f),i,f.a(f)) ee £ = (£, 8(6),af),0).
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IMAGE D'UNE PROJECTION PAR UN FONCTEUR.

Soient K et K* deux catégories, C* et C- des sous-catégories pleines de K*
et K * respectivement. Soient P(C,K"*) et P(C, K ‘) les classes des (C, K*) projec-
teurs et des (C, K')-proiecteurs, E(K*,C) et E(i(', C) les classes des (K*, C)-
éjecteurs et des (K °, C)- éjecteurs.

Soit EJ-:(K‘, p, K*) un foncteur tel‘ que p(C‘)C C soit p,y la restriction de
p a C,)',

PROPOSITION. Soient j et j' deux (C,K*)-projecteurs tels que o(j)= a(j') et
p(i)=p(j). Si (C,y 10y, Cy ) est de plus un foncteur bien fidele *) et si p(j) est

un épimorphisme de K*, ona j =7j'.

PROPOSITION. Si f € K est une (K,p)-surjection telle que B(f)€C et p(/)eP(é, K'),
on a feP(C,K*). Si -pl(C)= C et si les conditions I; GK et a(I;) EC entrainent
,8(/;) EC les relations ]€P(C K*) et p(j)€R, (K ) assurent que | est une
(K p )-surjection. i
DEFINITION. On dira que p est un foncteur ( C, C)- compatible avec 'les projections
(resp. les &jections) si p(P(C,K*))CP(C,K*) (resp. si p(E(K*,C)CE(K*,C)).
PROPOSITION. Soit p un foncteur (C C)-compatible avec les projections; si b' est
une (C,K"*)-projectionde h €K, ona p(h’ )———/(C K) p(h).

Supposons que K soit une catégone a C - projections (resp. C é)ectlons)
Soit 7 une (C K )- pro;ecnon (resp. (K C) éjection) naturalisée et (H 'n) le

foncteur naturalisé associé a 7T

DEFINITION. On dira que T est une (C, K*)- projection (resp. (K*, C )- éjection) natu-
ralisée apphquée par p sur e st 77 est une (C, K*)-projection (resp. (K C)-éjection)
naturalisée telle que p7T = 7Tp . On dira que p est compatible avec (77 C) s'il exzste
une (C, K*)-projection (resp. (K*, C)- e]ectzon) naturalisée T appliquée par p sur 7.
Si on suppose le foncteur (C 5y C ) bien fidele, il existe au plus une

(C, K*)-projection (resp. (K*, C)- éjection) naturahsee appliquée par p sur 77 .

PROPOSITION. Si 77 est une (C,K"*)-projection (resp. (K-, C)-éjection) naturalisée

appliquée par p sur 7 et si (II,7) est le foncteur naturalisé associé & 7, on a :

p.I=1.7

PROPOSITION. Si p est compatible avec (7, C), alors ; est un foncteur (&,C).

compatible avec les projections (resp. les éjections).

* - k3 5 . ..
) Un foncteur (K°, q, K* ) est bien fidéle si les conditions : k, €K, a(k,) = a(k,) et q(k,) = a(k,)

entrainent k‘ = k2 .
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3. Applications des projections : Produits et produits fibrés .
PRODUIT DANS UNE CATEGORIE.

Soit C* une catégorie. Soit § une classe de classes (qui peut &tre réduite 3 un
seul élément I). Soit §( C*) la catégorie dont les éléments sont les familles ({idier>s
ot [, €C et] €4, munie de la loi de composition suivante :

(T Djey (fie) = (13 0D;er

si, et seulement si, | =] et (/;"fi) € C*xC* pour tout 7 €],

En particulier si 4 admet I pour seul élément,’g(c *) est la catégorie produit C* I;dans
le cas général, §(C*) est la catégorie somme des catégoriesC‘l, on [ €§.
bt

Soit 3(9) la classe des couples ((f);epre) tels que (el ed(c*) et

a(/i) = e pour tout { € ], C* opére sur 3 (9) relativement a la loi de composition K'1 :
(8. ((f)ijere)((f;-8);e;»2(g)) si, et seulement si, e = B(g).

dccH) opére sur 3. (9) relativement a la loi de composition K':

((87)’ €]'((/i)i61’ e))"((gi-/i)ielr e)

si, et seulement si, ] = | et (gi' fi) €C*xC* pourtout i €].

De plus (§(C*), C*) est un couple de catégories d'opérateurs sur % (J) relativement a
(', K'l). Soit H*'(9) la catégorie correspondante (§ 1) dont §(C*) et C- sont des

sous-catégories pleines.

DEFINITION. Un (H*'(9),C)-éjecteur ((f;);epre) est appelé §-produit naturalisé*)
dans C*; une (H'($),C)-éjection de (bi)i e est appelée g-produit dans C* de
(h;); ¢p- On dit que C* est une catégorie a 4-produits si H*(4) est une catégorie a
C - éjections; une application (resp. un foncteur) (H*(9), C)- éjection naturalisée est
appelé application (resp. foncteur) §- produit.

Si § est la classe de tous les ensembles finis, non vides,d'entiers, une catégo-

rie 3 §- produits sera appelée catégorie a produits finis.

propPosiTiON. Si §rCd, ((/i)iel’ e) est un g'-produi! dans C* si, et seulement si,
c'est un §- produit dans C- tel que 1 €§'.

Nous supposerons que toutes les classes I d'indices considérées appartiennent
4 une méme classe WO de classes, qui contient avec une classe toute ses sous-clas-
ses et qui admet pour élément tout ensemble fini d'entiers; ainsi § désignera une sous-

classe de f‘ﬂo. Nous désignerons par P((C*) la classe de tous les mo-produits. En

vertu de la proposition précédente, on peut dire produit au lieu de §- produit, ou de

)La notion de produit naturalisé dans C "est équivalente a celle de produit dans C * au

sens de [ 7 ] , texte auquel nous renvoyons pour d'autres propriétés du produirt.
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mo - produit,

PROPOSITION. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) b est un produit de (b, i)iep dans C*

2) Il existe (h;, [, f;h); ¢ 6 ) € P(EOC) et (11 8), ., Bh)P) e P(CTC ).
COROLLAIRE. Si b’ et b sont deux produits de (b.) el dans C*, il existe Y€ C?; et
vy’ €C,;, tels que b'.y="7y'.h.

Soit C* une catégorie a §- produits. Soit (II,77) un foncteur §- produit naturalisé,

Cn posera :

Hihiep= 1 by ou Tk, < )=h,x . Xb,

Soit e; € C; pour tout 1€l et W((ei)iel):((pi)iepe)f on appellera p; la projec-

tion canonique de 1l e, sur e;. Si g.eC, a(g;)=e et B(g,) = e, pour tout i €1,
ie
nous représenterons par [8,'],-51 (ou Lgyreee g,] si I est fini) l'unique élément de

C tel que:

P~-[g-]i€1=gi pour tout i €1 .

Soit (C*,p,C*)=p un foncteur; soit b, la restiction de p a C,, . p s'étend
en un foncteur .‘](p) de H(9) vers H- (9) en posant :
$p) (b)) = (0 (b)Y, ¢, oh b, €C,

g(P)((fi)i el,e):((P(fi))ieI,P(e)), o /i €C et e = a(/i)'

PROPOSITION. Si (é,;,. Deys C,;,) est de plus un foncteur bien fidéle les conditions
(f)jepre) €P(C ), (([[);ep € ) €P(C ), B[ )=B[), p(f)=p(f}) et
((p(f.))i €I,p(e)) € P(C*) entrainent e = e’ ,

DEFI'\IITION On dira que p est compatible avec les §- produits si on ag(p)(P(C ))CP(C *).
Si T est une application §- produit naturalisé dans C*, on dira que p est - compa-

tible s'il existe une application §-produit naturalisé 7 dans C* appliquée sur " par

4(p).

PROPOSITION. Soit (I1,7) un foncteur §- produit naturalisé dans C* et supposons que

; est T- compatible. 1l existe un foncteur §- produit naturalisé (I1,7) dans C- tel que:
p(‘H b.):.H p(b.) si biEC.
Sig,€Ceta(g)=e pourtoutzel ona:p(leg;),¢e;)=0o(g;)]);e;-

PROPOSITION. Si C" et C' sont des catégories a produits finis et si p est compatible

avec les { 1,2} -produits, alors p est compatible avec les produits finis.

THEOREME. Soit 7 unme application produit fini naturalisé dans C* et soit T, sa
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restriction a & X é Si p est 7T2 -compatzble et si (C p,y, C: ) est une catégorie
dbypermorpb:smes saturée, alors p est - compatible,

Soit (C p,C*) un foncteur fldéle (respectivement soit (C p,C*, C )
une catégorie dhomomorphxsmes) Soit 7 une application produit um naturalisé dans
&'. Pour que p soit compatible avec les produits finis (resp. soit - compatible), il
faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées, on s;€C, i=12 et
W(p(sl) p(s,)) —((p,,p ),e):

1) 1l existe s, X s, €C, tel que p(s X 5,)= (s )X p(s,);
2 W existe p; €C tels que a(p;)=s,Xs,, B(p)=s, et p(p,)= b
3)Sig,€C, a(g;)=s" et B(g;)=s,, il existe lg,.8,1€C tel que:

a(leg.g,1)=s" Blle,g,1)=s,xs, ecp(lg,.g,1)=[r(g,).p(g,)].
PROPOSITION. Soient C* et é‘ des cate’gories a {1} - produits. Si .[_7- est compatible

avec les {1}-produits et siona jeC- (C , b )-bour tout i €1, tout produit de (j, ilier
est une (C p )-injection.

CATEGORIE D'HOMOMORPHISMES A PRODUITS AU-DESSUS DE ’R
Soit M une catégorie pleine d'applications telle que m contienne avec une

classe toutes ses parties, avec 2 classes leur produit. Soit (IT,7) le foncteur produit

naturalisé dans M tel que :
(M) ep) = ((p")"“‘igzM")’ o pi(%);¢;=

DEFINITION. Soit (M, p,H) un foncteur et soit s; E}( ; on dira que (s;) admet

ie]

((p )1“,5) pour produit dans (M, P, X) et on posera : § = H s, st ((p ) . 1.8)estun

ie]’
produit naturalisé de (s ) el dans H tel que p(p ) soit la pro]ectzon canonique de

'I;Ilp(si) sur p(s;).
1
Soit (M, p, H,.) une catégorie d"homomorphismes.
PROPOSITION. Si s €}, si (s); ¢y admet un produit ((p. DiepS) dans (M, p, }() et
s'il existe s /—S tel que p(sg) soit la diagonale N de p(S), il existe 36}(
que a(5)=s, [’3('&3)—58 et :
p(8)=(D,[p(s)]), 1 p(s)).

DEFINITION. Soit s EHO; si (s)i admet un produit ((p )161' S) dans (X, p,}() et
s'il existe Sg ’TS tel que p(sg) soit la diagonale de p(S) on dira que sg estune
structure diagonale de (s); ., et on appellera I'élément S de }(y,dont I *existence est

assurée par la proposition ci-dessus, 1'isomorphisme diagonal de (s);eq
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PROPOSITION. Supposons (M, p,H,.) résolvante a droite (resp. saturée). Si (s)i<,
admet ((P,-)i< n» S ) pour produit dans (I, p,}(), il existe une structure diagonale Sg
de (s)zﬁn .

PROPOSITION._:S'oient s E}(o e_t_ s’ 6}(0. Supposons que (s)iel et (s')iel admettent
des produits ((p;); e S) et ((py); el §*) dans (M, p,H) et des structures diagonales
sy et s% respectivement. On a : s,’—;—s' si, et seulement si, S,—p—- §'.Soit p une rela-
tion d'équivalence sur p(s). S'il existej €(M,p), tel que a(j)=S5, B(j)=S" et
p(j)= :I‘Ilp, alors s’ est la p-structure quotient de s par p [2].

i€

DEFINITION. On dira que la catégorie d'homomorphismes (M,p,H,.) est a produits
finis si ;: (M,p,H) est un foncteur - compatible; on munit toujours X du foncteur
produit naturalisé (I, 7) tel que 7 soit appliqué sur 7 par 4(p).

Cette définition est équivalente 2 celle donnée dans [1],1I.

PRODUITS FIBRES.

Soit C* une catégorie et § une classe de classes. Soit §([HC ") la catégorie
des familles de BC' . Soit O (C +4) 1a sous-classe de §( BC') formée des familles
(4;); e telles que | €d et ,BDJ(qi) =,3lI]( q].) pour tout 7,7 €1. Alors 0*(C*,9) est
une sous-catégorie de §( Hc ) et nous identifierons sa classe des unités a la classe
des familles ,(/i)iel de C telles que B(/,) = e pour tout i €1.

Soit 3 (9) la classe des familles (h;if);eq telles que:

f,eC, h,€C et bi./i=bj./]. pour tout 7, €1,

~

o(C ',Q) opére sur 3 (9) relativement a la loi de composition K':
((ql)IEI’(bl'll)IEI)-’(b;'kl'fl)lsl' Si q,z(k'.h;:b,:k,)-

C* opére sur 2(§) relativement & la loi de composition K

(b’(bl"/i)iel)-)(bi'/i'b)iel si a(/i) = /B(b)-

De plus (Q*(C*,9),C*) est un couple de catégories d'opérateurs sur 3 (9) relati-

vement 2 (E',i?‘l). Soit H*(C*,4) la catégorie correspondante, dont 0 (C+,9) et

C * sont des sous-catégories pleines (§ 1).

DEFINITION. Un (H*(C", 4),C)-éjecteur (bi' /i)i e] €St appelé un g-ptoduit fibré
naturalisé de (h,), ., dans C*. Une (H*(C*,%), C)-éjection de (4;);er €St appelée
un g-ptoduit fibr é de (qi)i el dans C*. Si (bi' /i)i e €St un g-produit fibré naturalisé

dans C*, on dira que (bi' /i)i e] €St une 4- somme fibrée naturalisée dans C-.

PROPOSITION. Si §'CY, un §-produit fibré naturalisé (h;fi)jeq dans C- tel que
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-

1 €8 est un §'-produit fibré naturalisé dans C*; en particulier, c'est un {1}-produit
fibré naturalisé dans C-*.

Comme plus haut, nous supposerons que toutes les classes § sont des sous-
classes de mo..Nous désignerons par V(C*) la classe des mo-produits fibrés natura-

lisés dans C* et un élément de V(C*) sera simplement appelé produit fibré naturalisé.

PROPOSITION. Pour que ((f;); ¢;,€) soit un produit naturalisé dans C*, il faut et il
suffit que ((a"B(/i))'/i)iel soit .un produit fibré naturalisé dans la catégorie c-

obtenue en ajoutant @ C* un @ - produit a & C (par la construction du § 1).
PROPOSITION.On a (h,f) €V(C") si, et seulement si (b,f) EC*x«C* et [ € C,;, .

PROPOSITION. Supposons q;= (k' bl b; k;) €OC" pour tout i €] et k€ Rg(C').
Les conditions (hlf,ki./i)i”€V(C') et bi'/i:bj'/j pour tout i,j €1 entrainent
(hif)ie  €V(C*); en particulier si q, €( E}C')y vona (b, f);  €V(C) si, et
seulement si, (b;"ki'/i)iel EV(C*).

PROPOSITION. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1) k est un produit fibré de (qi)i el dans C*.
2) llexiste (q;,(k;, [}, f;,k));e  €V(IOC") et (ﬁB(q!.),/;.E)i” ev(mc:).
THEOREME. La classe V'(C*) des quatuors (b, ,h,,f,,f, ) tels que l'on ait
(bi, fi)i =1,2 € V(C*) est une sous-catégorie saturée de [1JC °.
DEFINIT ION. On dira que C* est une catégorie 2 g-produits fibrés si ;l'(C’, 4) est
une catégorie a C-éjections; une application (resp. un foncteur) (F? ‘(C-, g), c)-
éjection naturalisée est appelé application (resp. foncteur) J- produit fibré naturalisé
dans C-.

Si § est la classe de tous les ensembles finis d'entiers non vides, une catégorie
a 4-produits fibrés sera appelée catégorie & produits fibrés finis.

Soit C* une catégorie & §-produits fibrés; un foncteur §- produit fibré naturalisé

sera généralement désigné par (V, V) et on posera :
V((qi)iel)zi\ellqi ou V((q,.),.ﬁ,,)=q1v...v q, -
Soit b, €C et ﬁ(bi) = ,B(b’.) pour tout 7,7 €. Sion a:

vh)ie) =(Pividiers

1
on appelle v, la projection canonique de V bi dans a(bi) et on désigne souvent cette
. . i€]
projection par v (h:) ;. Si g, €C et h;.g,;= bi'gi pour tout i,j €, l'unique élé

ment g de C Eel que f..g = g; sera noté [ bl g; ), .;-

Soit (C*, p,C*) = p un foncteur; soit r., la restriction de p 2 C,;, . ; s'étend
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en un foncteur g(;) de ;1'(C‘,Q) vers I;'(&‘,Q) en posant :

9(p)((q),€,) (O0(9); ¢ » si(g);e€0Q°(C D)
§C0) (bt = (0(b ) b([Dseps st (hpfD;e; €2(O).

PROPOSITION. §i (é,;,, b, C, ) est de plus un foncteur bien fidéle . les conditions
(hivfi)ie €V(C*), (bx"f;')iel €V(C), p(f;) = p(f};) pour tout i€l
et (p(h;),p(f;);e; €V(C") entrainent f,= [’

DEFINITION. On dira que p est compatible avec les §- produits fibrés si on a :
g~(;)(V( c*))cC V(&‘) Si v est une application §- produit fibré naturalisée dans 6

on dira que p est v- compatnble s'il existe une application §- produit /zbre naturallse

v dans C-‘telle que vg(p) = Q(p)v, et on dira que V est appliquée par p sur v.

THEOREME. Soit U une application §-produit fibré naturalisé dans C* et soit V sa
restriction a la classe des (};1, bh,) e é X & tels que ,B(b )=,3(b ). Si p est Vz'
compatzble et si (C: y 10y Cy ) est une categone d'bypermorphismes saturée,. b est

v- compatible.

PROPOSITION. Soient C* et & des catégories a {1}-produits et supposons ; compa-
tible avec les {1}-produits. Si on a q;=(k', b}, b, k;) €0C" et si k' et k; sont des
(C , p)-injections pour tout i €1, alors tout produit fibré de (q;); o est une (C ,p)-
injection. ’

Soit M la catégorie d'applications déja considérée. Soient h; des applications
de M; dans M, ol i appartient i une classe finie [. Alors (b)),

; e admet pour produit

fibré dans M la sous-classe V M; de Il M; ayant pour éléments les (x,), ., tels
i€l ie]
que :

bi(x,.)= b.(x.) pour tout i,j €I,

la projection canonique v, = v, (b )zel étant la restriction de p; & v M;, ot p, est
€
la projection canonique de H M; sur M. Nous désignerons toujours par (V,v) le

foncteur produit fibré naturalxse éel que :

V(b )je) =(Piv)ier-
DEFINITION. Soit (W, p,C*) un foncteur et soit b €C, B(h;)=B(h;) pour tout
i,j €1. On dira que (b, [;);¢; est un produit fibré naturalisé dans (M,p,C*) si
(binf)ie  EV(C") et si p(f;)=v(p(h;)); e On dira qu'une catégorie d'homomor-
phismes (M, p,C*, C,)‘,) est A produits fibrés finis si (W, p, C*) est v-compatible.

THEOREME. Supposons que ;: (é’ *, p, C*)>oit un foncteur fidéle et soit bi €C
tel que B(h;)= ,B(bj) pour tout i,j €1. Supposons qu'il existe un produit naturalisé
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((b;)iep:S) de (a(h;)); ¢y dans C* tel que l'on ait (p(p. )zel'P(S»EP(C ) et
qu'il exzste (p(b )""z ,€I€V(C ). Pour quzl existe (b v; lslev(c ) tel que
p(v;)= u., il faut et il suffit qu'il existe une (C p)-injection k telle que a(k) =S
etp(p)p(/e)—u dans ce cas, ona (b;,p;.k); [EV(C).

COROLLAIRE 1. §i (M, p,C*, C5 ) est une catégorie d'homomorphismes résolvante

a droite et & produits finis, c'est une catégorie d'bhomomorphismes a produits fibrés finis.

COROLLAIRE 2. (Dﬂ,pn.h,.), (Dﬂ,pn,,fn', .) et (m,pg:,.‘}', .) sont des catégories

d'homomorphismes a produits fibrés finis.

PROPOSITION. Soit (C: )]“ une famille de catégories. Si (b /i:)iel est un produit

fibré naturalisé dans Ci , pour tout j €1, on a :
H = ((bi)le] ’(/lz)] 5]),'51 € V(JI;I] C;).

De plus les projections canoniques -p_, = (Cl.',p]., I C‘I.') sont compatibles avec les
i€l

produits fibrés.

COROLLAIRE. §i C’ est une catégorie & §- produits fibrés pour tout j €], alors 11 C‘

i€l
est une catégorie a §- produits fibrés.

COROLLAIRE. Soit C une catégorie, on | €]. Si on a ((f])z el el) €P(Ci’) pour tout

j€], ona F_(((f)1ejzel'(e )1€])EP( II C;). si C; est une catégorie a §-

produits, H] C,. est une catégorie a §- produtts et. p est un foncteur compatible avec
jE€E

les §- produits.

THEOREME. Soit (4 )]EJEQ(g: {71}), oa q; = (0", H H; (D)et(I) —(K ®. K7D

Soit =V q;- Soit Hs la restriction de H a la sous- categorze K = K (K <I) )_
je]

Les conditions :

(f)je; € V HS et H(f)eR,(a(®")

je]
entrainent (f. )151 e(.V] H‘)( ‘V] H.,a) .. De méme si H‘: est la restriction de H.

~

a K.‘(K.,(I)j)f_, les conditions (" )l€] € VJ Hx et H, (/ )6R (a(®D')) entrainent

que (f ). ] est une ( V H (I)) injection.
i i€l

COROLLAIRE. Soth =(C-, H K ) un foncteur, pour tout j€]. So:t(H v, )]€]€V(§).

/ est une (C , H )- sur;ectzon (resp injection) et si H. (/ )=1{ eRd(C ) (resp.

€R (C )) pour tout j €], alors / (f. )IE] est une (K VY ) surjection (resp. injec-

tzon et f est une (C , H v; )- surjection (resp. m;ectzon)
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REMARQUE. Avec les notations précédentes, une (C , H,. v.) surjection peut ne pas

étre de la forme (f. )] N ol /]. estune (C , H].)-surjection pour tout j € ] .

THEOREME. Soit Hi =(K-, HI" Ki‘) un foncteur et soit C].‘ une sous-catégorie pleine
de KI.’ pour tout j €]. Si f est un (C.,K.')-projecteur et si H, (f)= fe€R(K")

pour tout j €], alors /—(/ )151 est un ( \ H' v H )- pro;ecteur Si f’ est un

ie] ie]
(K.' C.)-e’jecteur et si H.(f.) feR (K*) pour tout j €, (" )16] estun ( V Hj.
i €
Vv H )- éjecteur. On désigne par H' la restriction de H C].. rel
i€l

COROLLAIRE 1. Soit H; = (C*, H , C;)€F, pour tout j€]. Siona((pl); e’ eP(C;),

si Hj(p{:) =p, etsi p,.g=p;.g" pourtout i €] entraine g =g', alorsona:

(«p),e,),s,,(e),e,)ep( H,).

vV =
jes H = (W) €

/’1)151 € V(C ) pour tout ]E] Sz les conditions
Hj(/£)°g:Hj(fz')'g' pour toutzel entrainent g=g', alors on a: w=(b /)zeIGV(C *).

||\

COROLLAIRE 2. Soit H —(C H;, C; ) €F, C
f; = (ﬁ)jej € C. et 0=

COROLLAIRE 3. Soient E]. =(C-, Hi‘ Cj‘) des foncteurs - compatibles, ou T est une
application §- produit (resp. §- produit fibré) naturalisé dans C*. Si on a (H v, )] €] ev(¥),

le foncteur Hj';j est T- compatible.

THEOREME. La catégorie Q@(M) des applications covariantes entre espéces de struc-

tures (C*,S , k') telles que C e?ﬂ(o et § emo, est une catégorie & §- produits fibrés,
si M est une catégorie & - produits.

Soit @(M) la catégorie des homomorphismes entre catégories d'homomorphismes,
dont les éléments sont les quadruplets (I, F , F,II) tels que Il = (C*,H,C",S) et
I1 = (é; +H,,C}{,S5,) soient des catégories d'homomorphismes et que l'on ait :

((Cy,H,.C;),F,F,(C*H C)en¥,
la loi de composition étant définie par :
(N, F,,F, I1,). (1 ,F,F1I)=(Il,,F,.F,,F,.F,Il)
si, et seulement si, Hz =11
@ (M) est équivalente a la sous-catégorie pleine de (M) ayant pour objets les II tels

que C=S§.

THEOREME. Si Nl est une catégorie a 4- produits, A(M) est une catégorie a g-produits

fibrés, de méme que la sous-catégorie pleine de Q(M) ayant pour objets les catégories

d'bhomomorphismes saturées.
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4. Extensions de foncteurs et élargissements.

DEFINITION. Soit ;= (K*,p,H*) un foncteur, On dira qu'une sous-classe F de K
est ;— admissible si elle vérifie les conditions suivantes :

1)a(F)=p(H;)CF et F.p(Hy )CF.

2)Si [ €F, la condition f.g,=f.g,, 00 g; €p(H), entraine g, =g, .

La condition 1 entraine p(H,)', JCF.

Soit So (resp. 80) la classe des couples (F,p), ot p=(K*,p,H) €T, tels
que F soit p-admissible et que (K',p,y ,H&) soit un foncteur fidéle (resp. bien
fidele, c'est-a-dire tel que deux éléments de H,;, ayant méme source et méme image
par p,y sont égaux), b, étant la restriction de p a H,;, . Soit 5:) la classe des triplets
(F, C, g) vérifiant les conditions suivantes :

1 ;]_= (K*,q,H*) € T et (K-, 4. ,H,;, ) est un foncteur bien fidéle.

2) C* est une sous-catégorie pleine de H-*, et H" est une catégorie & C-éjec-

tions; on a g(E(H*,C))CF, en désignant par E(H*,C) la classe des (H*,C)-
éjecteurs.

3) F estune classe (K*,q¢, C*)-admissible.
THEOREME. Soit (F,.p_)eg0 et ;z(K-,p,H'). 1l existeX(F,;)GS:) et oeF
vérifiant les conditions suivantes :

1)‘X(F.;)=(F,-ﬁ,(K‘,p,H')) et o=(H*, o,H*) est une pF - surjection,

2)Soit F=E(H",H) et s €H; ; la restriction de p a F.s est une bijection
sur F.p(s).

3) §i (F,;) 650, O est une équivalence,
Soit B(F,;) la catégorie des quadruplets (&, f', f, b) tels que:
(R, [".f,p(h)) eOK", f"€F,f€F, bh€H,

la loi de composition étant définie par :
(k]_‘f'll/llbl)B(kuf':/: b) = (kl'k'/'l’/' bl'b)
si, et seulement si, f,=1 eta(h,)=PB(h).
La catégorie [TI(H"* sH,, ,H) opére a droite sur D(F,;) relativement a la loi de com-
position :
(k./':/-b)(b.g'.g.b1)=(k./'-P(g').f-P(g).bl).

H* est la catégorie quotient de B( F,?P) par la relation d'équivalence 0 dont les classes

d'équivalence sont les classes d'intransitivité de l'espéce de structures correspon-
dante; p est l'application :
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(k,f,{, h)mod p=k
et T est le foncteur défini par :

b(b,B(h),a(h),b)modp.

DEFINITION. Soit (F,-p_) € 50; X(F, ;) sera appelé 1'extension canonique de (F, ;).‘

le foncteur o™ sera appelé 1'équivalence canonique associée de H* sur H".

Soit § la catégorie dont les éléments sont de la forme ([;2 , 5!, U) ou:
p;=(F.p;) €S, i=1,2, U=(p, ®,0,p,) e0F, ®'(F)CF,,
la loi de composition étant définie i)ar :
(3 B4 U (B, B, U) = (b, by, U COU)
si, et seulement si, 5'1 = [;2 .
La classe des unités de & est identifiée a la classe So .
Soit &' la catégorie dont les élémeﬁis sont de la forme (§,,4,,U) ou:
§;=(F.CLa) €8, U=(g,,0",0,q,)c0F, & (F)CF,
et ® est un foncteur (C2 , C 1)- compatible avec les éjections,
la loi de composition é£ant définie par :
(§,,4,U)(4,,4,,U)=(4",q,, U COU)
si, et seulement si, ¢’ = §,

La classe des unités de &' est identifiée a S‘o et I'élément (52 , 6'1'1, U) sera aussi

désigné par le symbole (52 ,0',0,47,).
Soit &" la classe dont les éléments sont de la forme (P, ‘I",‘I’,Zfl), o :
p=(F,p)eS_, §,=(F,,C,, q,)0€8, ¥ (F)CF
et (p, ‘P'.‘I‘,:I-'l) en¥, 77—'1 désignant la restriction de :1-1 acy.
S opeére sur &" relativement a la loi de composition k' :
(8. D, (p. 0", 0,0),(5,%" ¥, §,)-((p, 0.9, 0.9.5)
et la catégorie duale &'* de &' opere sur 8" relativement a la loi de composition k' :
(§,,@.9,4),(6,¥".%,.4,)(p, V.0 ,¥.®,7,)
ot @, estla restriction de ®aC;et ?]’1 =(F,, Cl,;l).

(8,8'*) est un couple de catégories d'opérateurs sur S§" relativement a («',«").

Nous désignerons par & la catégorie correspondante (voir §1) dont § et §' sont des

sous-catégories pleines; 1'élément (p,¥', \I’,t\]'l) de 8" est un morphisme de &, de
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source §,, de but p.

THEOREME. O est une catégorie a 5’-e’jections et il existe un foncteur (9§, 8')-
éjection naturalisé (X, &) tel que, pour tout p 650, onait £(p)=(p,K",Y X(b)),

- . . N -~ Ve . . e
oa X(p) est l'extension canonique de p et 7y I'équivalence canonique associée.

(0] H 3
by U by ¥ ® I;i
o K ‘ 5 -
. 1 (Dl Ci L
g _
p A p
F2 Fl q2 U' !
(b,.0,,U)e$ -
Kc
: .
@’ .
< K:
(8,9, 4,)eS ¢ / !
F, F

(4,.4,,U") €&

DEFINITION. Un (g, 5')-e’jecteur sera appelé extenseur. Une (g, 5')-éjection de
m €8 sera appelée extension de m, ou extension de U a (F,,F,), sim= ([;2, [;l,U)
et p,=(F,,p,).

Si m= (1;2 , 1;1' U)€eS et U= (;2 , D! ,<I>,-p_1), I'extension canonique X(m)
de m est 1'élément (X([;2 ), ® ,q;,X(;;l)), ol d; est le foncteur défini par I'applica-

tion :
(ko f',f h)mod p > (D' (k),®'(["),®({),®(h)) mod p, .

PROPOSITION. Pour que 3=(F,H, (K*,q.K;)) €8’ soit une extension de p =(F (K" q9¢,H")),
il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifides :

1) Pour tout s € H:, la restriction de q a F,.s, oa F,=E(Ki,H), estune
bijection sur F.q(s).

2)Si T=([',/1,b) €J(F,,Ki) et si Q=(k,3q(T)) €e0(K*;F, K), il
existe un et un seul lc1 €K, tel que q(kl) =k et (kl,T) €0K;.
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COROLLAIRE 1 (transitivité verticale). Soit 5=(F,;) eSo, ;: (K*,p,H"), (;5, K '._’;,(F,C,?q—))
un extensew: et F= E(a.(_q—), C). Soit ;’ =(H*,p' . L*) €T tel que H; = p'(L(;) et
que ;fy soit bien fidele. Si (F,-L.,.q—') est une extension de (-15,;—1.;'), alors (F, E, ;;’)
est une extension de (F,p.p') on -/1 = (a.(;]-), L, C')-;-l-

COROLLAIRE 2. Soient m=((F,p),K*, 7, (F,C,q)) et m, = ((F,, q) K";x'(FvCl';x))
deux extenseurs, Pour que (F",;;l(c),-;l) soit une extension de (F",-p_), il faut

que FNF,CK, et F"=F.F.

PROPOSITION. Soit (F,L‘,;) une extension de (F,;) ESO. Si ; est un foncteur
fidéle, q est fidéle. Lorsque p est bien fidéle, q est bien fidéle si, et seulement si,
les conditions f,€F,b;€H, a(b)=a(h,) et [ B(h)=/,.5(h,)assurent
I'existence d'un g € H,, tel que a(g)= ,B(bz) et f,=1,.p(g).

PROPOSITION. Soit (F, C,—q-) une extension de (F,;) 650, ou ;: (K*,p,H"), et
supposons que les conditions [, € F et ,3(/1) = ,3(/2) entrainent qu'il existe g € F
tel que F.gCF et /2 =f,.8 (resp. EGH,;, tel que f2 =/l.p(.g—)). Alors ;'y est

une catégorie d'bypermorphismes (resp. q est une catégorie d'hypermorphismes si ; en

est une).

THEOREME. Soit M une catégorie d'applications a g-prodm'ts; S est une catégorie a
§-produits et § et &' sont des catégories a - produits fibrés. Soit r'rii une extension de

m; €8 pour tout i €1; alors I1 m, est une extension de Il m; et, si B(m,)= ,B(m]-)
ie] i€l

pour tout i,j €1, VI &i est une extension de V m;, o 1€4.
i€ i€l

DEFINITION. Soit C* une sous-catégorie d'une catégorie K*. On dira que K° est un
élargissement de C* si C° est pleine dans K* et si K, est une catégorie a C,;,'-
éjections.

Cette définition est équivalente & celle donnée dans [s1.

PROPOSITION. Pour que K* soit un élargissement de C*, il faut et il suffit que K*
soit une catégorie a C - éjections et que tout (K-, C)- éjecteur soit inversible dans K*.

Soit s la sous-catégorie pleine de g ayant pour objets les [; =(F, ;) € So tels
que FC ,6(;)7 et les éléments (F, C,;) e‘g'o , ol ;_= (K*,q,H*),tels que FC K,;,

et que H* soit un élargissement de C*. Soit F=8n3$.

THEOREME. O est une catégorie a &' - éjections, admettant (X,&) pour foncteur

(s, 5')-e’jection naturalisé, oq X et & sont des restrictions de X et £.

COROLLAIRE. Soit (F,C,q) une extension de (F,p)€S_ et (F;.q). K, ¥,,(F,.C,,q,)
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un extenseur tel que F C F . Pour que (F", ;.I(C), ;1) soit une extension de (F" -p_),
il faut et il suffit que F C K‘ ;onaalors F" = F .F.

DEFINITION. Soit m= (p2 pl,U)GS ou p —(F p ). On dira que U'—(q2,<b ?, ql)
est un elarg1ssement de m si p est une restriction de q ,1=1,2 et si (q2 ql, U')
est une (5 5 )- éjection de m.

g €F estun élargissement de p (F, p)eS si, et seulement si, (P, K*H" (F,Hq)
est un extenseur. (qz,(I) ,(I),ql) eOF est un élargissement de (pz,;;l, U) si, et
seulement si, g, estun élargissement de p; et si U=(p,,D',®,,p,), ot D estune

restriction de @ .

PROPOSITION. Il existe un foncteur (5,5')-e’jection naturalisé (X', £') tel que,

v .
pour tout m ESO, on ait X'(m):()]/2,q1,U). ou U est un élargissement de m.

PROPOSITION. Soit (F,H,q) €8, g=(K*,q,K;) et F = E(K;{,H). Pour que q
soit un élargissement de (F,(K*, qu,H")), il faut et il suffit que q définisse une
bijection de F,.s sur F.q(s), pourtout s €(Kj), _ 3
Soit ¥ (resp. $") la sous-classe de ¥ formée des foncteurs p tels que p,y
soit bien fidéle (resp. définisse une catégorie d'hypermorphismes). F' est identifié a la

classe des unités de (F; F.,5F)

THEOREME. Dans F' (resp. ") la relation :
;.< ; si, et seulement si, il existe une classe ;- admissible F telle que .q— soit
un élargissement de (F, p),
est une relation transitive (resp. de préordre). La classe des Ze?” tels que ;7_4 -c;, ou

_P_f F*, admet un élément minimal et un élément maximal dans (F", € ).

COROLLAIRE. Dans T(F;F, F') (resp. O(F;F,F")) la relation :
U <€ (} si, et seulement si, il existe m = (1;2, p;l, U) eé tel que i] soit un élar-
gissement de m,
est une relation transitive (resp. de préordre). Pour tout U eXF;F,F) la classe

des Uel(F,;F.F") tels que U € U admet un élément minimal et un élément maximal

dans (T(F;F,57), €).

DEFINITION. Soit U e (F,F,F'): si U €U, on appelle U un élargissement de U;
si U' est un élément minimal (resp. maximal) pour la relation € dans la classe des l‘l
tels que U € U, on appelle U’ un élargissement minimal (resp. maximal) de U.

Soit 3": la sous-classe de J" formée des ; €F" tels que ;7—7 soit une catégorie

d'hypermorphismes saturée.
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THEOREME. [(F; F, F') est une catégorie a T(F: F, F)-projections et & O(F; ¥, 3::)-
projections, un élargissement minimal de U étant une (O(F; F, F), o F ;F,5'))-

projection de U et un élargissement maximal de U étant une (O(F; F, 3:;). m(F.5.5)-
projection de U. »

;eff',;eff" H- > (ol
m(E):élarEfssemem minimal de p Y medy 2, B om0y
w(p)=(m(p),K*.t.p) c:
{ e e
®, :
7 m(s) (s)
H* V”l(;) —q- Vv

SN

(0.9,8,5)=(q, 2,3, m(p)Ta(p) . >

K
DEFINITION. Soit Il = (K-, p.H*, C) une catégorie d'homomorphismes. On dira qu'une
catégorie d'homomorphismes Il = (K*,p,H*, C) est un élargissement (resp. élargisse-

ment maximal) de II si (K'.{;,P‘l‘) et (K',[;L,&') sont des élargissements (resp.
maximaux) de (K*,p,H*) et (K*,pt,C").

-

PROPOSITION. Soient Il =(K*,p,H", C) et M=(K-, j; ;l &) deux catégories
d'bomomorphismes, et Hy, CC. Alors Il est un élargissement (resp élargissement
maximal)de Il si, et seule:rzent si, ;1 est un élargissement de H* et C un élargisse-
ment de C* (resp. tel que IT soit de plus saturée).

. Cette proposition montre que i est un élargissement de II si, et seulement si,

IT est un élargissement de H* au-dessus de K*, au sens de [5].

PROPOSITION. Soit [l =(K*,p,H*,C) une catégorie d'homomorphismes. Si C = H:
(resp. si p(C_;, ) est un sous-groupoide plein de K,;, ), alors Il admet un élargissement
maximal,

REMARQUE. La condition plus faible indiquée dgns le corollaire 2, p. 37 [ 5] n'est pas

suffisante pour que I admette un élargissement II .
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5. Espaces de structures.

N

Nous aurons i utiliser la notion suivante :

DEFINITION. On dira que (m,p,C'. .) est une catégorie d'homomorphismes avec
atomes si (M,p,C*,.) est une catégorie d'bhomomorphismes saturée, a produits finis,
si C* admet un @ -produit a tel que p(;) soit l'ensemble ayant un seul élément a et
si, pour tout s € C; tel que a €p(s), il existe b € C vérifiant a(h) = a et B(b)=s;
on appelle a un atome de (M, p,C",.).

Cette définition entraine que b est une (M, p )- injection.

PROPOSITION. Soit (M, p,C*,.) une catégorie d'homomorphismes a produits finis. Si
s;€C;,oai=12etsi C* admet un @ - produit a tel que p(:z—) ={a}l, oa a Ep(sl),
il existe b €C,)°, tel que a(h) = s, et B(k) =:z_><s2 .

COROLLAIRE. S7 (M, p,C*,.) est une catégorie d'homomorphismes avec atomes et si

s, €C;, ou i=1,2, il existe bEC,;, tel que :

a(b)=s,, Blh)gs,Xs, et p(B(h)=1x1Xp(s,},

pour tout x Ep(sl).

Soit (MW, g, H,.) une catégorie d'homomorphismes. Seoit 1=(C", §, k') une
espéce de structures et soit 77' 1'application z » e de § dans C telle que (e, z) €C xS .
Si ((C*,s), 7 ,(S,T)) est une }(—espéce de structures [ 4c] nous désignerons aussi

cette K- espéce de structures par le symbole ((C*,s),(S,0),K").

DEFINITION. On appelle '}(—espace de structures une }(-espéce de structures

7_7= ((C*,s),(S,0),k") vérifiant la condition suivante : il existe une espéce de

structures ( 7) , H) dominée dans (q, ) telle que,pour tout e € Ct; , on ait H(e)TCT.

On appelle alors ( M, H) 1'espéce de structures dominée sous 7).

THEOREME. Si (W, q,H,.) est une catégorie d'homomorphismes avec atomes toute
H- espece de structures est un H - espace de structures.

Si (M, q,H,.) n'est pas une catégorie d'homomorphismes avec atomes, une
H- espece de structures peut ne pas &tre un H- espace de structures. Ainsi pour qu'une
- espece de structures ((C-, c* ),SL, K') soit un ff-espace de structures, ou
C;=m'(S), il faut et il suffit que I'on ait C;C C;L et que, si '+ [ est défini dans
C'L, on ait fz = f'z pour tout z E;’rl‘(a(/)). En particulier ces conditions sont véri-
fiées si ((C*,C), 87, k") est la ¥ - espéce de structures associée A une espéce

de morphismes (c'est-a-dire si + est la loi de composition triviale sur C [ 4c ]).

Si (%2 (D, (po),'_r)_l) est une application - covariante [4c] et si -7_72 et 771



CATEGORIES ET STRUCTURES 27

sont des H-espaces de structures, alors (®, ¢,) définit aussi une application cova-
riante entre les espéces de structures dominées sous 7), et sous 7), respectivement.
Soit H(]‘() la sous-catégorie pleine de (R(H) formée des applications K-

covariantes entre J - espaces de structures. Nous désignerons par p}( et pz(

1 les pro-

jections :

(m, ,(Q),cpo),;)—l)-»((Cé ,5,),®,(Ci s,
et (;7—27((1)’(?0)’:7—71)-)(0'2’CPO’O—l)

de @(H) vers la catégorie J des foncteurs K- structurés et vers la catégorie K respec-

tivement. Soit (K ,;, H) le foncteur canonique de J vers K.

DEFINITION. On appelle } - espace de morphismes un couple (%;G), ou ;7- est un
}(-espace de structures ((C*,s),(S,0),K') etoa ((C*,S,K'),G) est une espeéce
de morphismes, vérifiant la condition suivante : soit (7, H) l'espéce de structures
dominée sous -‘5 alors (G (e), H(e)) est une catégorie N-structurée, pour tout e €1'(S).

Soit (%, G) un H-espace de morphismes. Soit G I'application définie de la

fagon suivante :
G(e)=(G(e),H(e)) si e€em'(S)
et G(f)=(G(e').[.G(e))  sifecC, a(f)=e et B(f)=e",

oi C, estla sous-catégorie de C* opérant sur S*. Le couple (C*,G) est un couple
gominant dans (q;,}() une espéce de structures. Supposons C, = C et désignons par
3.+ la catégorie produit croisé S *X « C* (voir[ 4d 1).

THEOREME. Si (M, q,H,.) est une catégorie d’homomorphismes a produits finis et
résolvante a droite, il existe 5’6}(0 tel que O_oXsXo et que (-, &) soit une

q
catégorie Y - structurée.

Soit m=(C",S_,K') une espéce de structures; soit 77 la projection canonique
de C'xS_ vers C et C, =7 (C" %S ). Soit

n=((C".s),(S,,0),K")
un H- espace de structures et (7, H) l'espéce de structures dominée sous .'5 Soit
(7, F) une espéce de structures dominée dans (p,d(M)) (nous reprenons les notations
des conditions 1, 2, 3, $1) et supposons que (C*, G) soit un couple dominant dans
(v, %) une espéce de structures p =(C"* ,-S_,;' ). Soit @ I'application source dans

la catégorie S°, somme des catégories G(e), et soit 7' 1'application canonique de

S, dans So .
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Soit (; ,G) un H-espace de morphismes, ot ﬁ =((C-, s),(\-S‘—,E),;') et soit
(p ,7—;) I'espéce de s.tlructutes dominée sous /—l . Nous supposons de plus que
_ﬁ'(e) = ((G(e),.l-l_(e)),('rr'(e), H(e)), k'(e)) soit un H- espace de structures, pour
tout ee(Cl)c;,Soit (C-, f-‘) le couple dominant dans (pff,ff) I'espéce de structures

n" =(C-,2,:<') construite au § 1, telle que :
- -1
F(e)=(G(e)xm'(e))" pourtouteE(Cl)(;

THEOREME. Si (M, g, X, .) est une catégorie d’homomorphismes a produits fibrés finis,
(-’_r]-", IE') est ﬁrz X - espace de morphismes, on
mT=((C,s),(2,0),K')
et on O estle produit fibré dans (M, q, ) défini par :
. o=(o,a,0)V(o, 7", o).

Soit (M",H) l'espéce de structures dominée sous 7" ; alors H(e) est la catégorie

H - structurée des bypermorphismes [ 4¢c | associée & m'(e), pour tout e € c,.

DEFINITION. Si les bhypothéses précédentes sont vérifiées, on dira que (5,;, F) est

un X - espace de structures au-dessus d'un } - espace de morphismes.

A

H(e)

G(e) ;(e)

Q>
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Y.ESPACES DE STRUCTURES.

Soit (M, 4,H,.) une catégorie d'homomorphismes et soit ¥ = (X, Y, X' un fone-
teur fidele.

DEFINITION. On dira que (7,H') est un ¥-espace de structures si les conditions
suivantes sont vérifiées :

1);'].=((C‘,s),(S,O‘),K’) est un H-espace de structures;

I'espéce de structures dominée sous 7).

soit (M,H)

2)(C*,H') est un couple dominant dans ( q\p, Hr) une espéce de structures et
ona H=yH'.
La notion de V¥-espace de structures generahse la notion d'espace fxbré dont

les fibres sont munies de superstructures; le couple (77 (e),H(e)), oh e €ET'(S),

peut étre considéré comme la fibre sur e,

PROPOSITION. Pour que (.’E,H) soit le H-espace de structures sous un M- espace
de morphismes (_7-7,6), il faut et il suffit que (’_r)...ﬁ) soit un (K,;,K)-espace de

structures, oun H est la catégorie des foncteurs K- structurés et -ﬁ( e)=(G(e),H(e))
pour tout e €T'(S).

CAS PARTICULIER. 1) Supposons que (', ¢, H,.) soit une catégorie d'homomorphismes

4 produits finis, que ¥ soit un foncteur compatible avec les produits et que (M ,qy K, .
soit une catégorie d'homomorphismes avec atomes. Soit (C*

structurée. Soit o '€ }(' Pour tout e € C;

,s) une catégorie H-
, soit H'(e)=0"' x e , ol e est l'atome tel
que af(e)=1{e}; soit H’ I'application de C dans Ho:fs0 x(;',f,;), ol
E(e)=e', e=a(f), e =LB(f). Soit n=(C*, S, k') l'espece de structures dominée

par (C*, H') (qui est I'espéce de structures associée au foncteur constant [+ qg(o").
Alors

M=(C*.s),(S,0" xs,),K"), o s,

est un H-espace de structures et (-'r-), H') est un ¥-espace de structures,appelé le
VY - espace de structures trivial défini par (C*,s,0").

2) Soit 0 la catégorie des triplets (E2 (', @, E ) ot E =
( Ej‘ ,(K;,+,.)) estun espace vectoriel topologique sur le corps topologique (K, +,. ),
ol ¢ est un isomorphisme topologique du corps ( K s .) sur (K2 ,+,.) etol @' est

un homomorphisme continu du groupe topologique E‘t dans E; tel que :
P (kx)=@k)P'(x) si x €E, et/eél(1

La loi de composition sur U est définie par :

(B (9 9,0, E, ) (B, (90, 9),E\) = (E (9,9, @,9), E ).

H'(e) étant la superstructure correspondante.

29
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Soit v le foncteur de { vers la catégorie J des applications continues entre eéspaces

topologiques tel que :
Soit gx (resp. ga) la catégorie des homomorphismes continus entre groupes abéliens

(resp. corps) topologiques et soit ;iz(m,pi,gi) le foncteur fidéle canonique, ol

i=1,2. Soient Fi les foncteurs de U dans Qi :
2 (E,.(¢,9),E,)=(E}. ¢, E])
Py (B, (9, 9),E )= ((Kyot, .0, 9. (K, +,.0).

Soit (-ﬁ, H') un v-espace de structures, ol
-7-7.=((C',S),(S,O’),K') et H'(e):(E:,(Ke,+,.)) pourtouteGC;.

Soit ;1 (resp. _e-z) le groupe (resp. anneau) atomiqug tel que pi(:i) =e, i=1,2. Si
feC, e=a(f) et e =[(f), posons G,(f)= ;', H'(f)X &;, ot &; estl'isomorphisme
trivial de :i sur :‘;'i' (C*,G;) estun couple dominant dans (p,.,(ji) une espéce de
structures 7); = (C*,S,,«}). Soit o (resp. 0,) la topologie sur §, (resp. S,) homé-
omorphe & la topologie induite par o sur la classe des couples (z,0_), oh 0, estle
0 de (K_,+,.) (resp. (0',, k), ou 0', est l'unité de E:). En posant

M, =((C*,s),(S;,0),KY),
(—T-)i' G,) est un ;‘i—espace de structures. Un v-espace de structures est appelé un
espace fibré vectoriel généralisé; c'est un espace fibré vectoriel ordinaire si C* estun
groupoide localement trivial et si (7'7—2, G2) est le ;'z-espace de structures trivial
défini par (C*,s, (K, +,.)).

Soit (_73,;—;,15’) un H.-espace de structures au-dessus d'un H-espace de mor-
phismes (nous reprenons les notations antérieures). Supposons que (_ﬁ, H') et (;_,L,;I.’)
soient des ¥ - espaces de structures et que, pour tout e 6'/7‘(5o ),F’(e)=((G(e),§'(e)), H'(e), k'(e))
soit un H'-espace de structures. Ceci équivaut & se donner une espéce de structures
(7m, F') dominée dans (p};(' ,G(}(' )) telle que:

' f —_—
\,bp}z( F'=H et Yy p}f F'=H.
PROPOSITION. (';), I:l') est un WV -espace de structures, ou I:I'(e) est, pour tout
e €' (S, ), la catégorie H' - structurée des bypermorphismes [ 4c ] associée a F'(e).

DEFINITION. Avec les notations précédentes, on dira que (7, i, F') est un ¥ -espace

de structures au-dessus d'un H - espace de morphismes.
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