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UNE GENERALISATION DE LA GEOMETRIE FINSLERIENNE

par H. AKBAR-ZADEH

1. Variétés Finslériennes.

Soit V  une variété différentiable de dimension n et de classe C® . Nous dési-
gnerons par V l'espace fibré des vecteurs non nuls tangents & V_ par W I'espace fibré
des directions orientées tangentes 2 V_, par 77,p et 7) respectivement les applications
canoniques de V>V ,de W>V etde V-W (7=pom). Lespoints de V,W et V
seront notés respectivement par %,y et x. Soit T, l'espace vectoriel tangenta V  en
x = 7z . Par champ de tenseurs au sens large nous entendons une application qui 2 tout
z €V fait correspondre un élément de 1'algébre tensorielle affine construite sur T,
Soit t un tel tenseur, A étant un nombre positif donné, considérons la transformation de

V définie par pa: z+ Az, nous dirons que ¢t est un tenseur restreint de degré d'homo-

généité r (par abus de langage h*r) si

(1.1) Ct(paz) = ANt(z).

Par définition une p - forme «semi-basique» h*r sur V est un champ de tenseurs cova-

riants d'ordre p antisymétriques et de degré d'homogénéité r. Soit K 1'anneau des fonc-

tions a valeurs réelles sur V, nous désignerons par H;(V) le K-module des p - formes
semi-basiques h*r sur V. Soit U un voisinage de V , aux coordonnées locales (x%
(a=1...n) dun point x € U nous faisons correspondre les coordonnées (x% v% du
point z €U CTYU) (z=x) o les v* sont des composantes par rapport au repére

naturel d'origine x du vecteur de T défini par z . Tout élément a € H;(ﬁ) peut donc
s'écrire :

1

a a
-_—;! aal... ap(z)dx 1 Ao dx%p .
Nous définissons I'opérateur d* par :

(1.2) d'a=dx)\/\'8§\a.
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ot 9  désigne la dérivée de a par rapport & v. Cet opérateur applique le K-module
H;(E) dans le K-module H; _ 1(5), il est de bidegré égal 4 (1,-1) et posséde les

propriétés de différentiation. Soit ®(x,v) une fonction positive bh°1 sur V et posons (1)

9
=3°° 2 N
(1.3) Faﬁ—aaﬁ(ég ) (a"‘_av"')
F,p est un tenseur symétrique 5*0. Nous dirons que la donnée de £ munit v, d'une
structure de variété finslérienne si Faﬁ définit sur pr une forme quadratique définie

positive.

2. Variétés finslériennes généralisées.

DEFINITION. Une structure de variété finslérienne généralisée (V,. W, g) sur vV, est
définie par la donnée d'un champ de tenseurs g symétrique b*0, définissant pour chaque
y €W, une forme quadratique définie positive sur pr. Nous appelons finslérienne st

en outre :
(2.1) (X,Y),=3li(X)d(v,Y), +i(Y)d(v,X)] VXY€ET,

o nous avons désigné par i l'opérateur du produit intérieur et par (X, Y)y le produit
scalaire de X et Y en x = py. Soit ) le tenseur métrique d'une variété finslérienne

généralisée et posons :

(2.2) 2 =gaB(x,v)v°'vﬁ
'L @2
(2.3) Fog=0,5(28%).
Entre F 5 et g, il vient :
(2.4) Fog=8agt gg+ k(0 ayg+ dgaz vt
avec : . . 2
(2.5) aaB:(aangr aﬁgax)v ,

Dans la suite nous supposons que dét (Fa,B) f0.

3. Connexions finslériennes généralisées.

a) Soit E(Vn)k I'espace fibré principal des repéres linéaires sur V_ .Nous dési-
gnerons par 77 E(V,) (resp. prE( V) I'espace fibré induit de E(V ) par 7:V -V
(resp. par p : W=V ). Nous appelons connexion linéaire de vecteurs (resp. de direc-
tions) une connexion infinitésimale sur 7V E( Vn) (resp. sur p'l E(Vﬂ ). Si @ est une
connexion linéaire de directions nous désignerons encore par w son image inverse sur
7t E(V,) par 7). Rapportée au corepére local (dx, dv) la matrice de cette connexion
s'écrit :

(3.1) wi=T3. (2)dx” +CF (z)dv” (€5,=0)
ot l'indice 0 désigne la multiplication contractée par v. Les coefficients fgy sont

(1)

Les indices a, B.. varientde1,2...n.
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b0 et les quantités ég,y sont h*(~1) et définissent un tenseur de type (1,2). Une

telle connexion sera dite réguliére si 'ensemble (dx, Dv) définit un corepére de 1'es-

pace vectoriel T, tangenta V en z €V on Duv désigne la dérivée covariante dans w.

Rapportée au corepére (dx, Dv) la matrice wg s'écrit :

_ ¥ _ _
(3.2) wg=T%.,(2z)dx” + TG, (z)Dv” (TG,=0)
on a alors : — _
*a. _ Fa @a i‘-‘ﬂ)x
(3.3) Py =15y - Cha
Ta a Ba A

*
Les coefficients [ et T sont respectivement h*0 et h*(-1) et ces derniers définissent

~un tenseur de type (1, 2). La forme de torsion associée a w s'écrit :
(3.5) se "a)B/\de"éSa deAdx7+T2 /\dxﬁ

(3.6) B'y _..(1‘*:CL _ra

ol § et T seront appelés les tenseurs de torsion de .

b) Etant donnée une variété finslérienne généralisée, soit w une connexion

linéaire de directions telle que :

(1) 5;7 =0
Fa  _ ma
([U) Tﬁ‘)'_T’)'ﬁ°
La condition III entrafne ?:7 =0, c'est-a-dire @ est réguliére [ 1] . Ainsi (3.4) s'écrit:
Ta _ {oa
(3.7) Tg., = GM

de la condition I nous obtenons :

(3.8) T, ,5=2(3,83, + 58y a= Oy 8ap) (T

REMARQUE. De (3.8) il résulte :

v af = 8y ATas)

=L
To a2 aa/3 .
Multiplions les deux membres par v /3 :
2.8 PB=0

aaﬁz-é(a;a)\3+ aéaa)\)v)\
D'autre part on a v)“a;g)\ﬁ = _foa,@ , ainsi (2.4) s'écrit :

A~
(3.9) F.3= 8tV ‘aa_g)\ﬁ.
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*
¢) Calculs des coefficients r““ . Des conditions I et II nous obtenons

%k
(3.10) Fy Ba z(am‘gﬂ‘y + 9 g'y a= © gaﬁ)

*
-z(axgﬁyr ot 308y a r _aMg,.aﬁrx )
(r'yﬁa:g'y)»rﬁa)

oy O désigne la dérivée partielle ordinaire. Multiplions les deux membres de (3.10) par

‘U'B!

"‘]*

(3.11) yﬁa=é(3ag[,.,+83gw 3, gqp)7"

*
A

‘2[(F AT gy)\)r +a)\.g‘yal—‘oo (Fa)\ g 7\.)1—' ]

Multiplions les deux membres de cette relation par v®:
*
A _ B a _ a B_ @2

(3.12) FyaToo=v"0g(F, ,v)-0, F (2F =F zv*0F =8%) _
par hypothése la matrice F,,  étant réguliére, de la relation précédente on déduit r?
Ces quantités sont les mémes que dans le cas de la connexion finslérienne associée a
Fa.p [1]. Ainsi la relation (3.12) prouve que les ge’ode’siques de la connexion finslérienne

associée B coincident avec celles de la connexion . 1l nous reste a calculer les

a_
. %\
quantités T‘ 0o dcet effet posons :

(3.13) T2 (2) v f =267 (2).
Ecrivons la condition Dof'y =0 -

EA ro_ . -
(3.14) 8 )‘roa+ga)‘roy.—vﬁ‘aﬁg,ya-Za)\g,ya.G
de (3.11) nous obtenons alots :

E3N £
(3.15) F'y )xroa,- Fa.)»ro’y=(aa.gﬂ’)'~a'y g“ﬁ)vﬁ
Des relations (3.14) et (3.15) il résulte

7\ A . A

(3.16) (F% 8“+F“8i)r p= 8" Flg(v" 9y e, 2928, ,G")

A
+8%7 (Og&ny =2y 807

N ) A :

ol nous avons posé FL = F _;g"# et 8 est le symbole de Kronecker. Le second membre
contient des quantités connues, nous avons ainsi un systéme de n? équations a n?
inconnues, pour que ce systéme_admette une solution il faut et il suffit que la matrice

*
(n? X n?) des coefficients de FZ‘“ soit réguliere. Par exemple dans le cas de dimen-

sion n = 2 nous avons la matrice (4 X 4) :
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1 1 2
2F} F! F?2 0
F? F!+ F? 0 F?
! ! 2 1 =4(F}+ F2)? dét (FR) .
F, 0 F1+F% F,
1 2 2
0 F} _F} 2F?2

. *
Ainsi la matrice des coefficients de FZ\“ est réguliére si et seulement si trace (Fg)#o.

De l'analyse des équations précédentes il résulte que les quantités it')‘“ ne peuvent etre

calculées en général, c'est pourquoi nous imposerons certaines conditions supplémen-

taires au tenseur de torsion de l'espace. Dérivons par rapport & v* la relation (3.12)

. IS *A_ . a ] B
20, Fp, .G +2Fy, 3,G"=v3,(F, ~g,,)+(3,85, +0g58,,-9, g,50".

En vertu de (3.11) cette relation s'écrit :
(3.17) 2F. (3 GMT* y=p T

y A u op o oyp’
Nous supposerons dans la suite

(1v) D, T, o 0

F,y)\ étant réguliére de (3.17) on obtient :
;‘I:')x « A
(3.18) op=9,G".
Si 1'on désigne par V la dérivée covariante dans la connexion finslérienne associée a
x
Fa.ﬁ la condition IV est équivalente @ Dv = Vv . Ainsi les F'yﬁa. s'écrivent :

(3.19) Py pa=2(0.85, + 358y o= Oy 8ap)

. « A . . A . . kN
_ —é(axgﬁy aaG +axg7aaBG —:B)\gaB.ByG ).
*
Les coefficients r};a se trouvent ainsi complétement déterminés A partir du tenseur

. L . . . =A
métrique 8ap €t S€s dérivées des deux premiers ordres. Quant aux coefficients F/Sa on

les obtient d'aprés (3.3). Les @ et T déterminent donc une connexion linéaire régu-

liere de directions et une seule,

THEOREME. Etant donnée une variété finslérienne généralisée (dét( Faﬁ) +0) il
existe une connexion euclidienne de directions et une seule telle que le tenseur de tor-

sion S est nul et le tenseur T satisfait aux conditions IIl et IV et cette connexion sera

dite la connexion finslérienne généralisée.

REMARQUE. Soit w la connexion finslérienne généralisée, nous désignerons par w la

connexion finslérienne associée a Fa.ﬁ . Les coefficients de ces deux connexions sont

liés par :

13.20) F" T _sM (D Fo_  +D.F. -D_F_.)
: Ba™ " Ba a’ By B vya Ty aB
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=N _ .\ » Ay . . Nt
(3.21) Tga= Tea_-éM (DaFgy +DgFoyq=D Fop)
ol nous avons désigné par [" et T les coefficients de la connexion finslérienne asso-
ciée 2 Faﬂ , par M la matrice inverse de F et par D, D; les composantes de la déri-
vée covariante par rapport aux dx® et Dv® Pour que ces deux connexions coincident il

faut et il suffit que Dg F, .= 0 et dans ce cas les deux structures métriques coincident.

4. Formule de divergence.
a) A l'aide du tenseur métrique g on peut normer I'espace vectoriel pr tangent

a V_en x=py. Soit (e ) un repére orthonormé de pr par rapport 4 ce repére la

métrique de 1'espace s'écrit :
2 _ & 2
(4.1) ds® =3 (wg)?®.
a=1

Nous désignerons par :

(4.2) W=W AW, A A D

Choisissons une base orthonormée (e ) de pr telle que le vecteur e ~coincide avec

le vecteur unitaire [ = dans ce cas nous avons :

v il
l,=1, I1,=0, B =0, B=w, a=1,2..n-1
ol nous avons posé B3 = DI, . Munissons W de la métrique riemannienne :
n n=1
(4.3) d0’2=2(wa)2+2(,34)2.
a=1 a=1
Posons :
(4.4) /B=/81/\"'/\ IBn..l
(4.5) n=waApf

ot 7 sera l'élément de volume de W. Soit ® une p-forme «semi-basique» sur W nous
désignerons par x® son adjointe relativement & w, par « ® son adjointe relativement 2

7). Entre ces deux opérateurs linéaires il vient :

(4.6) 30 =4DAS.

Notons par & l'opérateur de la codifférentiation, cet opérateur sera défini, pour une p-
forme, par :

(4.7) §=(-1)Y3%1d %

ot 37! esttel que 37 1.% =% .51 =E avec:

(4.8) Yl=(-npl2nt=p)o -3

b) Soit 77 une I -forme «semi-basique» sur W, elle peut &tre définie par:

(4.9) 7T=g'.a w, .

a=1 &
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Nous nous proposons d'évaluer §77, a cet effet on a d'abord 37 = (+7) A 8 d'ot:
d(xm)=d(xT)A B+ (-1)"(x7) A dB.

En vertu de (4.7) et (4.8) on obtient : _

(4.10) 8 =—x[d(xm)n Bl +(-1)" 3 (+7) A dB].

Evaluons le second membre;tout d'abord

n
- a-1 ~
(%) -agl(_l) AWy Aee A Dy Avee A @,

ol le signe ~ signifie que le terme correspondant doit &tre omis dans le produit extérieur
considéré.d'on :

(4.11) d(xm)=(D,a,).@ (mod 3))

ot D est le symbole de la dérivée covariante dans la connexion finslérienne générali-
sée'de (4.4) on obtient par différentiation :

n=1 A A
(4.12) 4B =3 (-1 YW dBAA B An By nen B,
D'autre part 8y =D/ d'on :
d,B)\= ﬁal\w)\a-i- laﬁ7\a

ol Q)\a est la 2-forme de courbure de la connexion finslérienne généralisée. Ainsi
(4.12) s'écrit :

(4.13) dB= E(E’-)\O AN @) A B (mod des 2 - formes semi-basiques).
Compte tenu de (4.13) et (4.11) I'expression d7 définie par (4.10) s'écrit :
(4.14) 877 = (D ag+a Py g an)-

D'autre part, en coordonnées locales le tenseur de courbure P est défini par (voir [ 1]
chapitre I, €7y

(4.15) 32a7=;247+?2u;o_47

(4.16) Ph., =D, Th -2, Th,

d'on : _ - T N

(4.17) Pr =-uf2 Fg JS o N
On en déduit :

(4.18) Pa=Pla=-2MY#(D,F ,+D B.F ).

Supposons maintenant V, compacte, en appliquant la formule de Stokes généralisée:
(4.19) [y 8mm =-[y (D a*+a"P D) =0.

A cette formule on donne le nom de formule de divergence.
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5. Les g-isomeétries.

a) Soit X un champ de vecteurs sur Vn nous désignerons par exp (uX) le
groupe local 3 1-paramétre de transformations locales de V , engendré par X, par
exp(uX) le groupe prolongé opérant sur V. Nous dirons que X est une g-isométrie si
exp(uX) laisse invariant le tenseur g. Pour qu'il en soit ainsi il faut et il suffit que
la dérivée de Lie de g par X soit nulle et cette dérivée de Lie s'écrit:

: B . N
(5.1) L(X)ga.,B_DaXE+D/3Xa+aygaBDoX .
Désignons par t(X)a/s le tenseur défini par le second membre et considérons la I - forme
77 ayant pour composantes
- yB
=X t(X) a8
Sa codifférentielle 's' écrit :
= xBpe N Y 4B
(5.2) ST==(t(X),t(X)) =X D*(X),p+2 0, 8,50, X7 .1

ol la parenthése désigne le produit scalaire local, d'autre part soit K la fonction b *(-1)

sur V définie par :

(5.3) K=2%73_ g,zX” R
de (5.2) et de (5.3) on obtient :
(5.4) S(m+Kv)==(t(X),t(X)-(X,&(X))

avec :

(5.5) &, =D%t(X)y, +Tog, D t#F+5D (3 8,50t +P1(X),, .
Supposons V = compacte, en vertu de (4.19), en intégrant la relation (5.4) sur W on
obtient :

(5.6) <t(X),t(X)»> + <X, &(X)» =0

oh le signe < ¥ désigne le produit scalaire global d'od :

THEOREME. Etant donnée une variété finslérienne généralisée (V ,W,g) dont la base
V, est compacte, pour qu'une transformation infinitésimale X soit une g-isométrie il
faut et il suffit que £(X) =0.

b) Supposons que X soit une F -isométrie,alors X est une transformation affine
A

oay
(4.17) X est une (t-i) affine partielle pour la connexion finslérienne généralisée et on

- . . ., * Y
pour la connexion finslérienne associée & F. Supposons d'autre part P =0, d'aprés

en déduit, par un calcul facile, que £(X)=0. Ainsi X est une g- isométrie,

COROLLAIRE. Pour une variété finslérienne généralisée compacte satisfaisant la condi-

- N , L . , P
tion Poa,y = 0 les g-isométries coincident avec les F -isométries.
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