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UNE GENERALISATION DE LA GEOMETRIE DU PLONGEMENT.

par Daniel LEHMANN

Sur une variété U réguliérement plongée dans une variété riemannienne V on
peut étudier essentiellement deux sortes de propriétés,

-des propriétés intrinséques exprimées a l'aide de la structure riemannienne
induite.

- des propriétés faisant intervenir la position de U dans V, exprimées a 1'aide
de la seconde formé fondamentale et de la dérivation des champs de vecteurs normaux
avu.

Nous allons généraliser en termes de connexions dans les espaces fibrés cette

situation, et certains résultats qui lui sont inhérents. [ 7]

Notations.

Toutes les variétés et applications considérées seront de classe C” . On notera
P (base U, projection p, groupe H) et Q (base V, projection g, groupe G), deux
espaces fibrés principaux différentiables.

On supposera que H est un sous-groupe de Lie fermé de G, et que G| H est
réductif. On notera G et H les algébres de Lie de G et H. On choisit une fois pour
toutes un supplémentaire 1 de H dans G tel que [H,M]C M. Si a €G, on notera a
(resp. ay) la projection de a sur H (resp. ) parallelement a2 M (resp. H).

Si f estun mgrphisme de U dans V, on notera Qf (projection p') l'image réci-

proque de Q par f, f l'application canonique de Qf dans Q.

H

On dira que «( U, V, f) vérifie la condition R.D.» si U et V sont dénombrables
a l'infini, et s'il existe un morphisme r de V sur U tel que ro [ soit I'identité sur U
et [or soit homotope & l'identité sur V. On identifiera O fr 4 Q, et on notera r 'appli-

cation canonique de Q sur Qf. (%)

(*) Si f est un plongement régulier de U dans V (dénombrable a 1'infini), et si V est un voisinage tubulaire
de U, la condition R.D.est vérifiée.
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Pour toute variété W et tout point x € W, on notera T (W) 1'espace tangent en
x 4 W, D(W) l'anneau des fonctions différentiables sur W, et T(W) le fibré vectoriel
tangent 2 W. Si A est un fibré principal différentiable de base W et de groupe struc-
tural K, et si R est une représentation linéaire de K dans un espace vectoriel réel M
on notera M{R[A] le fibré vectoriel de fibre type M, modelé sur A, associé a R.

On notera MR[A ] le D(W)-module des sections différentiables de MR[A ] et
A l'isomorphisme canonique de D(W)-modules de l'espace K (T(W)* ® AWA_]
des p - formes sur W a valeurs dans MR[A ] sur I'espace Kﬁ (K )(A s M)Dde‘: )p- formes
a sur A i valeurs dans M qui sont
- tensorielles (c'est-a-dire telles que a(X,..., Xp) =0 si l'un des vecteurs X, est
vertical)
- de type RUIK) (c'es‘:.é,-dire telles que a(Xlk yeees ka) :E}'{l(kﬂ). a.(X1 Jeees XP N.
On notera Vw la différentiation covariante : K?(K )(A , M) Xj{ (K )(A , M) associée a

une forme de connexion w sur A : (Vwa) (Xyen Xp )= do(Hor ) G Hor Xp+1)'
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CHAPITRE 1

GENERALITES.

A. Plongements d'espaces fibrés. Formes de Plongement. Connexions induites.

/

P————»Q/ RN S—

YR

On appellera «plongement de P dans Q »un couple (f, 0) d'applications ol { est un

morphisme de U dans V et o un plongement régulier de P dans Q/f vérifiant :
p'op =1p
o(Eh)=p(E) . b VE&eP,VheH.

Donnons nous - une forme de connexion «w sur Q
- un plongement (f, 0) de P dans Q

et notons @' (resp. P/) lal-forme sur P image réciproque par /o o de @y (resp wy).

PROPOSITION 1.

a) ' est une forme de connexion sur P .

b)PI GI{adH(P, M) oa adH désigne la restriction a M de la représentation adjointe
de H dans G ([H,MIcM). .

Puisque p(&bh) = p(€).b V&eP Vb eH, on peut affirmer :

-d'une part que l'image par p du champ de vecteurs fondamental A’'* sur P
engendré par 1'élément A de H est la restriction & po(P) du champ de vecteurs fonda-
mental A* sur Qf engendré par le méme élément A de H .

- d'autre part que p(d€.h) = p'fdf).b VdeTf(P) VbheH.

On en déduit, compte tenu de ce que w/ est une forme de connexion sur Qf

-d'une part que wW'(A'*)=A et PI(A'*)=0.

- d'autre part que (@' + Pl)(d&.bh)=ad(b™ )(w' (d&) + PI(dE)).

Mais puisque (adH)HCH et (adH)MCIM, la représentation adjointe de H dans G
commute avec les projections de G sur H et M. On en déduit:ad(b'l)cu'(df) =w'(d€ .h)
etad(h™')PI(d&)=PI(d&.h).

La connexion «' sera dite «induite par (w,(f, p), SR)» (1)

La 1-forme Pl sera appelée « forme de plongement» de P dans Q relativement a (w, (f, p),T).

Soit R une représentation linéaire de G dans un espace vectoriel M. Composant R

(1) Les notations de plongements d’'espaces fibrés et de connexions induites ont été explicitées indépendamment

dans [4] et [7] mais figuraient déja implicitement dans de nombreux articles antérieurs.
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avec l'injection de H dans G, on en déduit une représentation R' de H dans M.

PROPOSITION 2. Si a est une p - forme sur Q appartenant a KfR(G)(Q‘ M)
a) af p appartient alors a KR'(H)(P' M)
b)(Vwa)/op= Vw. (afop)+ Plpafp
(de la représentation R : G » GL(M) on déduit une représentation des algébres de Lie
R:G-EndM, doi une forme bilinéaire : G X M > M; C'est au sens de cette forme
bilinéaire que le produit extérieur Pl p a o doit étre compris).
La partie a) est évidente, D'aprés[1] ou[8]
Vea=dat+wra et Vatafp)=d(afp) + o's(afp).
Donc (V,a)fop=(da)fp+wfprafp
=d(afp)+ o rafp+Plrafp
=V afop+Plraafop.
Formule des courbures :Notons () et ' les formes de courbure des connexions w et w'.

PROPOSITION 3. Q;op= Q' +V,_,Pl+[PLPI].

En effet Q =dow +[ow,w ]
et Q=do' +[e',w'].
Donc Q;,o =dwfp+[w;p,w;p]

=d(w' +Pl)+[a' +Pl,w +PI]
=(do' +[w,0' ])+(dPl+ 's\Pl)+[PI,Pl]
Qfp =Q +V, PI+[PLPI].

Nous appellerons «formule des courbures» l'identité dont le théoréme 1 est 1'objet.
On dira que (f, 0) est un plongement «affine» (resp. «développable») de P dans (0, w)
si PI =0 (resp. Qfp= ). On voit qu'un plongement est développable si et seulement
si:
VaPlL+[PLPI]=0.

Cette condition est moins forte que P/ = 0.
Equation de Gauss-Codazzi. Si l'on se donne - un plongement (f, o) de P dans Q

- une forme de connexion «' sur P

1
- une ] - forme P! EAadH(P,m)

et si I'on suppose que (U, V, f) vérifie R.D., on a:

THEOREME 1.

a) Il existe une forme de connexion w sur Q telle que w' et Pl soient induites par
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(w,(f,p),M). Cette forme w est unique lorsque U =1V et [= (id)y, .
b) Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe sur Q une forme de connexion
@ sur Q A courbure nulle telle que ' et Pl soient induites par (w,(f, p), M) est que
les données ' et Pl vérifient l'équation :
Q+V,Pl+[PI,PI]=0.
Il existe en effet sur O f une forme de connexion w, et une seule telle que w, p=w' +PL
Soit r une application V » U telle que
' for~(id),
rof= (id)U
w,r est une forme de connexion sur Qfr, induisant @, sur Qf = Qfrf. Par isomor-
phisme de Qfr sur QO on en déduit une forme de connexion w sur Q, si l'on choisit cet
isomorphisme @ de fagon que sa projection @: V » V vérifie ¢ o f=/f, on aura wf =w, .
Il est alors immédiat que w est une forme de connexion sur Q induisant &' et P! sur
P.
La condition ' + Vw, Pl +[Pl,Pl] =0 est évidemment nécessaire pour qu'il
existe une telle connexion «w A courbure nulle, ceci en vertu de la formule des cour-

bures. Réciproquement, si cette condition est vérifiée, la connexion «, construite

1
précédemment est & courbure (), nulle.

En effet Q. (pd, &,pd, &) =0 vd, &, d2§€T£(P)

en vertu de la formule des courbures; comme les vecteurs verticaux de Tp (£ )(Q/) et
les vecteurs tangents & O( P) engendrent tous les vecteurs tangents 3 Qf en o(£) on
en déduit 1 (X,Y)=0 VX,Y €T, p)Qf). Comme 1, est de type ad G, on

en déduit (}, =0 . La connexion w, r § est donc également & courbure nulle.

EXEMPLE. Prenons pour P le fibré principal G » G/ et munissons le de la forme de

connexion «' et de la forme P/ ainsi définies :
w'(dg)=(gldg)y Pl(dg)= (g™ dghky .
La condition Q' +V  PI+[Pl,PI] =0 est satisfaite. Les champs de vecteurs

horizontaux de P sont engendrés par les champs de vecteurs invariants 4 gauche M*

sur G définis par les éléments M de MC G ([91] p. 49). Il suffit de vérifier
(2 +V,,PL+[PLPI]) (M*N*)=0.

Or Q(M*N*)=-[M,N],
(V_PI)(M* N*) =~ Pl([M*,N*])—=-[M,N Iy
[PI,PI1(M* N*)=[M,N]
d'otr I'égalité cherchée.
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B. Cas de groupes H et G m-n permis.

Soient m et n deux entiers> 0 (m< n). Notons {el,..., en} la base cano-
nique de R”. Identifions {e,,..., e,} & la base canonique de R™, donc R”™ a un sous-
. - n z -
espace de R”.Soit N"™™ le sous-espace de R” engendré parfe . ,...,e }:R"=R™eN"""

Identifions naturellement GL(m, R) au sous-groupe de GL(n,R) formé par les
opérateurs qui laissent N”~™ invariant point par point. Si H est un sous-groupe fer-
mé d'un groupe de Lie G, on dira que

«H et G sont m—n permis» si H est un sous-groupe de Lie de GL(m,R), si G est
un sous-groupe de Liede GL(n,R) etsi H=GNGL(m,R).

Par exemple, les couples suivants sont m ~:n permis: GL(m,R) et GL(n,R), 0(m)
et O(n), O(m) et SO(n).

Supposons, dans la suite du $B, H et G m - n permis. L'algébre de Lie H
s'identifiant alors au sous-espace des matrices ((aij)) de G telles que a;; = 0 pour
i>m ou j>m, ptenons pour M I'espace des matrices ((aij)) de G telles que a;= 0
chaque fois que l'on a simultanément i < m et j < m . On vérifie aisément que _G_=ﬁ®m
et [g,?ﬂ]c m. Remarquons par ailleurs que les éléments de m, considérés comme
endomorphismes de R”, appliquent R™ dans N”~ ™. Décomposons Nl en la somme
directe mlsfmzema ol )Ill (resp. m2 ; resp. ma) est I'ensemble des endomorphismes de
R” appliquant R™ dans N”~™ et N®~™ sur {0} (resp. R” sur {0} et N”~™ dans
R™; resp. R™ sur {0} et N*~™ dans N”~™).

On vérifie que [g,ml]cﬂnl, [_Ii,’ﬂz ]C’KZ,[ﬂ_,mal ={0}.

Notons p, (i =1,2, 3) les projecteurs de M sur mi associés A cette décom-
position.

Notons - ?m la représentation canonique de H dans R™

- fRn la représentation canonique de G dans R”
B ﬁ'n la représentation de H dans R” obtenue en composant S{n avec

I'injection de H dans G .

m

- fR'O la représentation triviale de H dans N” ™™ qui, & tout élément b

de H, associe l'identité sur N? ™™ |
Soient P » U et Q » V les deux fibrés principaux de groupe H et G introduits
dans les notations. Soit (f, ©) un plongement de P dans Q. (On suppose toujours H

et G m-n permis).

THEOREME 2. Le fibré vectoriel R{I‘{ [0f] se décompose canoniquement en la somme
de Whitney de deux sous-fibrés vectoriels différentiables, dont I'un est canoniquement

m
isomorphe a Rg{ [P], et dont I'autre est un fibré trivial canoniquement isomorphe a
m

Ng. [P1.
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Puisque les injections canoniques i : R™ » R™ et j : N~ ™ 5 R” vérifient :
Ri(h)oi=ioR () VheH
et Rih)oj=joR (b) Vb eH,

elles mdmsent des hornomorphxsmes injectifs de fibrés vectoriels 7 Rg{ [P]~ Rﬁ. [rP]

et j : N, 5{ [P]-»Rg(.[P] Puisque R” = R™eoN" ™™
Rmv[P]—l(Rﬁ [P])@l(Ng{- [P])-

Comme d'autte part, o permet d'identifier P A un sous-fibré principal de Qf, les fibrés
R% [P] et R [Q/] sont canoniquement isomorphes Enfin, puisque la représentation
?'o de H dans N" est triviale, le fxbré NR‘ [P] est trivial, d'ou le théoréme 2.
On identifiera desormais fR [OF] et RR. [P] et I'on notera respectivement E, E' et
N les fibrés R‘(R [ofl, 7 (RR [P]) et NNR' [P 1). Ainsi, E = E'@N. On notera
by (resp. pN) la projection de E sur E' (resp N) parallélement & N (resp. E’).

Soit maintenant w une loi de dérivation sur Q.

' = (a),{p )H la connexion induite sur P

Pl =(w/fp¥ laforme de plongement .
Posons Pli=p oPl pour i =1,2,3. Puisque [H, m ]Cm la restriction fm de la
représentation adjointe de H dans G est une représentation dans m Chaque forme
Pl, appartient évidemment a A adu(P, m ) et, par conséquent, est l'xmage par 1'iso-
morphisme A défini dans l'introduction d'une 1-forme PI' sur U a valeurs dans
miad [P]. D'autre part, les D(U)- modules ml dH[P] m2 dH[P] et 311 dh [P]
sont respe~ct1vement égaux a aE'* ® N N* ® E' et EndN. A la forme de con-

D(U) D(U) —
nexion @/, est associée une loi de dérivation D sur E, et & la forme de connexion &'

est associée une loi de dérivation D’ (resp. D”) sur E' (resp. N).
THEOREME 3. La loi de dérivation D' vérifie
D)'(U:pU(on) VXez(U)
VoeE',

La valeur ?l; (resp. ?l;) de la 1-forme P1* (resp. P1?) sur le champ de vecteurs
X €T(U) estl'application D(U) linéaire de E' dans N (resp. N dans E') définie par
(?l;()(or) = pp(Dy) Yo €E' (resp. (?l;)(v) =py(D,v) VveN).

La valeur ?l; de P1® en X est I'application D(U) linéaire de N dans N définie par:
(P13)(v) = py(Dyv)-Dyv  VveN.

Soit £ = p(£') un élément de P(P) .

Notons :
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Gg I'espace des vecteurs verticaux de Té»;(Qf)
Hg I'espace p( Tg' (P)) qui est un sous-espace de G£ }
}{5 I'espace des vecteurs horizontaux de Tg(Q/) relativement & w /.
}('5 I'espace des vecteurs de Tf(Q/) qui sont images par ©O des vecteurs ho-
rizontaux de Té-(P) relativement & w'.
mé et (‘mi)g I'espace des vecteurs verticaux de Tg(Q/) engendré par M et
W, (i=1,2,3).
On a évidemment fm§ = o (mi)f .
i=1,2,3
Puisque p commute avec les opérations de H, on a: G§ = ngiamf .
Puisque wfp= ' + PI, m§®]{£=mfe}('§ . »
Si X €T(U), notons X* (resp. X'*) le relévement horizontal de X dans Qf

(resp. l'image pér £ du relévement horizontal de X dans P ). Observons que X?— X;!*

est égal a l'opposé du vecteur I;—I-(X'é*) engendré par 1'élément PI( Xs,‘*) de W
(X‘g -X"é Efmf) .Notons PI(X'*) le champ de vecteurs correspondant.

He
= .
pr.(P)
tGe
Pk
Ply(X; )
z /,,‘:\ schéma de 1'espace Té(Q/)
AL e
P ¢
X}
3
"15

. Si O’E-E_, notons O l'élément correspondant de RG(QI, R™). Les fonctions
de AG(Q/, R”) correspondant aux sections o du sous-fibré vectoriel E’ de E (resp.
aux sections v du sous-fibré: vectoriel N de E) sont celles dont la restriction a p(P)
prend ses valeurs dans R™ (resp. N”~™). D'autre part, étant de type R (G), les

(-]
fonctions de A, (Q/, R”) sont entidrement déterminées par leur restriction 3 p(P).
~~—
D'apres [6], onr=x*.5

=X'"* &G -PI(X'*).5
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[+] —
Observons enfin que, pour une fonction 9 €A (Qf, R"™), la dérivée A . relativement
au champ de vecteurs fondamental A engendré par l'élément A de G est égale a
<--A, <P> (ou '( s > désigne I'application bilinéaire canonique G X R” - R™). En effet

le groupe des translations a droite (exp tA), g est le groupe local a 1 parameétre
engendré par le champ A.

On a donc : (A.9)(E)=lim,, (L expta)- 9(E)].

Mais @(E.exptA) = {(exp tA)}, 9(&)) .

Donc (A.9) (&)= {lim,, [(exp tA)™ = (id)], 9(£))
= (=4,9(£))

Donc : (X"*)

Supposons d'abord o €E':

-la fonction X'*.G correspond 4 la dérivée covariante de O par rapport 3 X

relativement 3 la connexion «' (en particulier, la restriction de X'*.5 4 o(P) prend
ses valeurs dans R™).

- puisque la restriction de G 4 p(P) prend ses valeurs dans R”, et puisque
M(R™)C N"~™, - PI(X'*).G correspond A une section de N .

~~—

On en déduit: X'*o O = pU(DXO')
~ ST~
-PI(X'*).0=pN(Dyo).
La premiére de ces deux égalités signifie que Dyo=p,Dxo.

Puisque -PI(X'®).5={PI(X'%),5)

= (PIY(Xx'*),5),
la seconde égalité prouve que (?l;) (o)=pN(D O).

Supposons maintenant que VvV € N .

La fonction X'*.7 correspond a la dérivée covariante de v par rapport & X relativement

a la connexion @' (en particulier, la restriction de X'*.7 a4 p(P) prend ses valeurs
dans N® ™),

Puisque ~PIX™).D=(PI(X'®),D)

= (PI12(x'*), D) + {PI3(X'*),D)
et puisque M, (N""™)CR™ et M (N" "™y N™T™
X 5+{PI(X'*),5) = py(Dyv)

(PIZ(X'*), D) =py(Dgv).
On en déduit (PI) (V) =pN(Dy V)= Dy v

(PL (V) =py(DyV)
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d'ol le théoreme 3.

REMARQUE. Il résulte du théoréme 3 que les I- formes PI! et P12 d'une part, les lois
de dérivation D' et D" + PI® d'autre part, ne dépendent pas de p A proprement parler,
mais seulement de la décomposition Rf’im[P le N du fibré Rg{"[ ofl.
Nous allons, dans la seconde partie, appliquer ces généralités 3 la géométrie
différentielle des sous-variétés. D'autres applications sont ﬁossibles, par exemple :
-2 la géométrie différentielle des G- structures ([1] et[5])

-2 I'étude des connexions affines ([8])

- 4 I'étude de la connexion canonique d'un espace de Minkowski ([3]).
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CHAPITRE II

LA GEOMETRIE DES SOUS-VARIETES.

On se propose de généraliser en termes de connexions linéaires, et indépendam-
ment de toute métrique, la géométrie différentielle classique des sous-variétés d'une
variété riemannienne.

Soit donc V une variété de dimension n, et soit U une sous-variété réguliére-

ment plongée (plongement noté f) de dimension m.

A. Structures compatibles.

Soit P (resp. Q) I'espace des repéres adaptés a une H - structure sur U (resp. a
une G- structure sur V). On dira que ces deux structures sont « compatibles»
1°) si H et G sont m —n permis \

2°) il existe un recouvrement (Ui)i el de U par des ouverts, il existe un fibré

normal N (c'est-a-dire un sous-fibré vectoriel de Ty(V) tel que Ty(V)=T(U)eN)
et il existe Vi €1 un plongement (f,, p;) de P |U; dans Q tels que
a) fi soit la restrictionde [ a U

1
b)tout repére £ €P |U; est formé des m-premiers vecteurs du repére pi(f).

c)Viel, les n-m-derniers vecteurs du repére pi(f) appartiennent a la fibre
Noce) (p désignant la projection P » U).
On dira que les données [( Ui)i el (pi)i el N1 sont «admissibles» si elles vérifient
les conditions précédentes. Supposant les structures définies par P et Q compatibles,

et les données [ ( Uj);j» (P); s N ] admissibles, on obtient

PROPOSITION 1. L'injection de (R™[P | Ux'])x dans (R"[in])x définie a partir de
p; (pour x € U;) comme au théoréme 2 de I B, coincide avec l'injection canonique de
T, (U) dans T (V).

C'est une conséquence immédiate de a) et b).
PROPOSITION 2. Vi€el, V& €P|U, les n-m-derniers vecteurs du repére p,(&)

forment une base de N . Ils ne dépendent que de i et de p(&).
p(€)

C'est une conséquence immédiate de c)et du fait que H et G sont m—n permis.

PROPOSITION 3. Yi€l, le fibré N | U, coincide avec le fibré N, défini a partir de
(P | U, p;. f;» Q) comme au théoréme 2 de 1 B .

C'est une conséquence immédiate de b) et c) .

COROLLAIRE. Y i €], le fibré N | U, est trivial et il existe n—m champs de vecteurs
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(X7 o X7) formant une base de N;‘—LT, tels que Y& €P | U;, p,(§) soit obtenu
en complétant fvpar les vecteurs (X' H)p(f ) , (X7 )p (£)"

Les deux structures définies par P et Q seront dites «totalement compatibles» si elles
sont compatibles, et si en outre on peut prendre pour recouvrement (U, )l el admissible
le recouvrement ne comprenant que le seul élément U. L'existence d'une H -structure
P sur U et d'une G - structure Q sur V, totalement compatibles, implique en particulier
que le fibré normal de U dans V (défini & isomorphisme prés) soit trivial. Localement,

deux structures compatibles sont toujours totalement compatibles.

EXEMPLES.

a) Supposons V munie d'une structure pseudo-riemannienne g, et supposons que
g induise encore sur U une structure pseudo-riemannienne g’ (c'est-a-dire Vx € U, la
restriction & (T, (U))? de la forme bilinéaire g, définie sur (T, (V))? est non dégé-
nérée). Dans ces conditions, !'orthogonal N, de T (U) relativement A g, estun
supplémentaire de T (U) dans T, (V), les deux structures pseudo-riemanniennes sont
compatibles, et le seul fibré normal admissible est N = U N

b) Prenons pour P (resp. Q) l'espace R(U) (resp R(V)) de tous lesrepéres
de U (resp. de V). Les deux structures définies par P et Q sont compatibles : on peut

prendre pour N n'importe quel sous-fibré vectoriel de T, (V) tel que T (V) = T (U)eN.

B. Connexion induite sur une sous-variété. Les secondes formes fondamentales.

Soit P (resp. Q) l'espace des repéres adaptés & une H - structure sur U (resp.
4 une G - structure sur V).

Supposons ces deux structures compatibles, et donnons nous une fois pour toutes
des données [ (U;); ¢1+(P);epsN ] admissibles. Notons py (resp. py) la projection
de TU(V) sur T(U) (resp. N) parallélementa N (resp. T(U)).

Soit w une forme de connexion sur 0 et D la loi de dérivation sur T( V) (resp.
'ITV_)) associée 3 w (resp. w;). Notons w'l. la forme de connexion induite sur P | U;

par (w:(/,’,p,‘):m)'

THEOREME 1. Il existe une forme de connexion ' et une seule sur P dont la restric-
tion a P | U; soit égale, ¥V i €1, a co;. . La loi de dérivation D' sur T(U), associée a
', est définie par : Dy Y = p, (Dy Y) VX, Y €T(U).

Notons D' la loi de dérivation sur T( U; ) associée a cu' D'aprés le théoréme 3 de II B
et la proposition 1 de IIl A, (D)), Y = pU (Dy Y),VX,Y€ET(U, T(U,). Par conséquent,
les lois de dérivation induites par D' et D' sur T(U ) U YU_) coincident. Si x € U nU
et si £ € P, les isomorphismes R™ » Tx( Ul) et R”‘ - Tx(U,.) définis par le repére

&, considéré successivement canme appartenanta P | U, et3 P | U;, coincident. Donc
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w'; et w;. coincident sur P | U, N U]. . Le théoréme 1 en résulte immédiatement.

La connexion (w',D') sera dite «induite sur U par la connexion (w,D) et le
fibré normal N » .
DEFINITION. Etant donnés un fibré normal N, et une connexion linéaire D sur V, on

appellera «seconde forme fondamentale de 16re espéce (resp. de ane espéce)» la 1 -forme
P1Y (resp. P1?) sur U a valeurs dans (T(U))*®N (resp. N*®T(U)) définie par
(PIg)(Y)=py(DyY) = VX,YeT(U) (resp.
P12)(n)=py(Dyn) V XeT(U) VneN)
REMARQUE. Notons Pli1 et Pl;2 les projections p,oPl; et p,oPl, de la forme de
plongement Pl de P | U; dans Q définie par (w,(f; ,pi),m).
Il résulte du théoréme 3 de I B que Pli1 et Pll.2 correspondent a P1!| U, et

P12 U; par l'isomorphisme A défini dans les notations. Mais, si x € U

£ €P_, les isomorphismes N"™" q-)f N, et N*77 cpg N, définis par 1'élément £ consi-

déré successivement comme élément de P | U, et P | U]. ne sont pas les mémes, dés

in Ui et si

'instant que (p;) (£) * (p) (£). Par conséquent les formes induites sur P | U, nU;

par Pli1 et Plj1 ne coincident pas; de méme pour les formes induites sur P | u,n Ui par
PI} et PP .

Formule des torsions : Supposons toujours les espaces de repéres P et Q adaptés & deux

structures compatibles. Supposons toujours donnés (U,), e1(P); e €t N admissibles.
Soit w une G- connexion sur Q («' la H- connexion induite sur P). Notons D et D’
les lois de dérivation correspondantes dans T(V) et T(U); T et ' les 2 formes de
torsion J = a’D(id)T(V), I = dD.(id)T(U ) 6 et @' les formes fondamentales de Q
et P, 3 et 3' les formes de torsion % =Vm9, 3= Vw. 6.

THEOREME 2.

(1) Viel Qf,. p; est égal a la restriction 9;. de ' a P | u;.
(1) Viel Sf,p =S +Pl}r0;

(X désigne la restriction de = ap| )
(nn 3% est la composante de % f; p; sur R™

Pli1 A 9;. est la composante de Zfl. p; sur N®~™

(1V) VX, YeT(U) T(x,v)=3(X.Y)+(P1y)(v)-(P1})(x).

Notons p et p' les projections de P et Of sur U .
Soit £ un élément de (P | U,), et £,=p,(£) son image dans (Qf), . Considéré
comme isomorphisme de R” sur T, (V), 51 envoie R™ sur T (U) et N®™™ sur N,-

Si d& €T, (P| U, (p'p,)(d&)=p(dE) est tangent a U et
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(&1 op' P (dEY=ET1p(dE)
d'aprés la condition 20 b intervenant dans la définition de la compatibilité. Or
opp=6fp e Eop=6r
d'ol la partie (I) du théoréme.
La partie (II) résulte immédiatement de (I) et de la proposition 2 de I A .
La partie (III) résulte de ceque JM(R™)C N*~™ .
La formule de la partie (IV) est I'homologuede (II) par A (on peut aisément la redémon-
trer directement), »

1l résulte de (III) que Pli1 A ¢9'i correspond, par A, a la 2 forme sur U; & valeurs dans
N:(X,Y)- (P (Y)=(PLY)(X).

COROLLAIRE. S 3 =0, alors 3' =0 et la forme bilinéaire (X, Y)-»(?l;()(Y) est

symétrique.

C. Cas des structures pseudo-riemanniennes.

Reprenons 1'exemple 1 de IT A d'une structure pseudo-riemannienne g sur V indui-
sant une structure pseudo-riemannienne g’ sur U. (Puisque g, est non dégénérée,
l'orthogonal N, de T _(U)dans T, (V) relativement a g, estun supplémentaire de
Tx(U). On prend pour N le fibré xLeJU Nx). Prenons pour (D, w) la connexion de
Levi-Civita de g.

Seconde forme quadratique fondamentale. Suivant E. Cartan ([ 2] p. 229), on appelle
«seconde forme quadratique fondamentale de U dans V» la forme quadratique X -?@(X)
sur T(U), qui, & tout champ de vecteurs X € T(U), associe la I-forme ®(X) sur N
définie par <(I>(X), n> =~ g(Dx n,X) Vn €N. La forme bilinéaire g, étant non
dégénérée, définit un isomorphisme de N* sur N : notons &(X) I'image de ®(X) par
cet isomorphisme (£(X) €EN): g((I;(X), n)=<®(X),n) . Nous appellerons encore
«seconde forme quadratique fondamentale» la forme quadratique X 3 fl;(X) sur T(U) a

valeurs dans N
REMARQUE. g(®(X), n) est encore égale a -—g[(?l;()(n),X] pour n EN .

THEOREME 3.
(1) La connexion w' induite sur P par la connexion de Levi-Civita w relative a
g, est la connexion de Levi-Civita relative & g'.

(1) Les formes P1t et P12 sont lides par la condition :
VX.YET(U) VneN  g((P1y)(Y),n)=-g(PI2)(n),¥).
(1) La forme bilinéaire (X, Y )+ (Ply)(Y) de (T(U))? dans N est symétrique.

Elle est la forme polaire de la 27%€ forme quadratique fondamentale :
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VXeT(U) @(X)=PN(DXX)
Notons D la dérivation sur T(V ) associée &4 w
D’ la dérivation sur .T( U) associée a '
D°la dérivation sur T(U) de la connexion de Levi-Civita de g*.
D'aprés [6] p. 25, on doit avoit VX, Y,Z € T(U) :
2g'(DY Y, Z)=X.g'(Y,Z)+Y.g'(X,Z)-Z.8'(X,Y)

- ([X,z)L v)-g(ly.x1,Z)+¢g(lZ, Y], x)
2g(Dy Y, Z)=X.g (Y, Z)+Y.g(X,Z)-Z.g (X,Y)

e (X, z1y)-g(lY,x1,Z2)+g([Zz,Y],X).

Par définition de g', on peut remplacer g' par g dans la premiére de ces équations.

Donc g(Dy Y,Z)=g(Dy Y, Z) Y ZeT(U)
Ceci prouve que DY Y=p,(DyY).
Or

D)‘;, Y=py(DyY)
d'aprés le théoréme 1 de II B .

On en déduit D° = D’ d'ob la partie (I) du théoréme. Soit X,Y € T(U) et n € N. Par
dérivation covariante de la formule g(Y,n) = 0, on obtient

(Dyg)(Y,n)+ g(Dy Y,n)+g(Y,Dyn)=0.
Mais Dy g=0, g(DyY,n)=g(pNy(DyY),n)=g(Ply)(Y),n) et g(Y,Dyn)=
=g(Y,pyDyn)=g(Y,(P1Z)(n).
On en déduit la partie (II) du théoréme.

Puisque la connexion (D, @) est A torsion nulle, la forme bilinéaire
(X, Y)+(PL)(Y)

est symétrique (corollaire du théoréme 2 de Il B). Elle est donc la forme polaire de la
forme quadratique X»(?l;()(X). Pour montrer que li;(X) =Py DX X, il suffit de
montrer que

g(‘I;(X).n)=g((?l,1()(X),n) VneNn.

Or g(ff)(X),n) =-g((P1Z)(n),X)=g((Ply)(X),n) d'aprés la partie (II), d'oh la
partie (III).

De la partie (II) du théoréme 3, résulte:dans le cas de structures pseudo-rieman-

niennes, il est équivalent de se donner la 27de forme fondamentale de 1%7€ espéce ou
celle de 2nde espéce .

D. Théorie classique des sous-variétés plongées.

La variété V étant munie d'une connexion linéaire D et un fibré normal N étant
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donné (TU( V)=T(U)eT(N)), on munit la sous-variété U de la connexion linéaire D’ :
D'x Y=py (Dx Y). On pose, comgle précédemfent, (f?l;,)(Y) =Py (DX Y) et
(P12)(n)=py(Dyn) pour X,Y €T(U) et n €N .
1°) sous-variétés totalement géodésiques.

Suivant E. Cartan, on dira que U est une sous-variété «totalement géodésique»de

V si toute géodésique de U est géodésique de V.

PROPOSITION 4. Une condition nécessaire et suffisante pour que U soit totalement
géodésique, est que la forme bilinéaire (X,Y) » (,‘Pl;)(Y) soit anti-symétrique.
Les géodésiques de V (resp. de U) sont les courbes intégrales des champs de vecteurs
X solutions de 1'équation DX X = 0 (resp. DS( X=0).

Puisque, pour X e T(U), DyX=Dy X+ (?l)l() (X), la condition Dy X =0
implique Dy X =0 si et seulement si (f?l;() (X)=0, d'oi la proposition 4.

COROLLAIRE. Si V est a torsion nulle, U est totalement géodésique si et seulement si
Prt=0.
En effet, si V est a torsion nulle, la forme (X, Y) - (?l;() (Y) est symétrique. Elle ne
peut donc &tre anti-symétrique que si elle est nulle.
2°) sous- variétés affines.

On dira que U est une sous-variété «affine» de V si P1'= 0. Une sous-variété
affine est totalement géodésique, et la réciproque est vraie si V est & torsion nulle

d'aprés le corollaire de la proposition 4.

vV
PROPOSITION 5. Notons ]xyx le transport paralléle de T (V) sur T (V) le long
o o 1 )

d'un arc Y de V joignant x_ a :lcl, relativement 4 la connexion D.

Pour que U soit une sous-variété affine de V, il faut et il suffit que pour tout
arc yde U, l'image par },xle du sous-espace TXO(U) de T"o(V) soit égale a Txx(U)'
En effet, pour que U soit affine, il faut et il suffit que Dy X = D} X VXeT(U)
Par intégration le long d'un chemin 7y de U, on en déduit que les transports paralléles

]":xl et ]":"1 relatifs A D et D' coincident sur Txo(U), donc que :

v Y
Jo e (T, (U))=T,_ (U).
v o71 o 1
Réciproquement, si ]xyx (T, (U)=T_, (U) V7, on en déduit, par différentia-
o1 o 1
tion covariante :
Dy YET(U) VX,YeT(U).
Donc (PIg)(Y)=ppy(DyY)=0 VX, YET(U).
PROPOSITION 6. Si & est une métrique pseudo-riemannienne sur V induisant une métri-

que pseudo-riemannienne sur U, si D est la connexion de Levi-Civita de g, et si N_
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est, en chaque point x de U, le supplémentaire orthogonal de T (U) dans T (V), U
est une sous-variété affine de V si et seulemer‘zlt si, pour tout arc ©y de U, joignant x
a x, l'image de N_ par le transport paralléle ] x % est égale a N x,

En effet, d' apres la partie (II) du théoréme 3de II C, les conditions Pit=0 et
P12 = 0 sont équivalentes. Or P12 =0«> VX €T(U) VneN Dyn €N.On
(N, ) =

et réciproquement s'il en est am51 on en dédmt P12 =0 par différentiation. Une autre

en déduit par intégration que ]x x N, pourvu que 7 soit une courbe de U,
fagon de raisonner consiste a utiliser la proposition 5 et le fait que ]xyx est une iso-
métrie.
3°) courbure de plongement,

La courbure de plongement d'une sous-variété U de V est, géométriquement, ce

qui empéche U d'étre une sous-variété affine.

Notant Hg I'application canonique de T (V) sur TU(V)/;I"W’ on appellera
ecourbure de plongement» de U dans V la - forme KZ sur U A valeurs dans
T(U) ®(Ty(V)/r(y)) définie par :

(KZX) (Y)=TI} (D, v).
(Les données de K et de PI! sont évidemment équivalentes).
4°) courbure géodésique et normale.
On suppose toujours T, (V)=T(U)eN
V munie de la connexion D
U munie de la connexion Dy Y=p, D,
(Ple)(Y)=pp(DyY).
Soit W une sous-variété régulierement plongée dans U. On appellera :
- «courbure géodésique de W dans V relativement & U» la I-forme (gKV) sur W a

valeurs dans T(W)* ®TW(V)/T(W) égale 2 la courbure de plongement KU de W dans
U.

- «courbure normale de W dans V relativement & U» la I-forme NKU sur W a valeurs
dans T(W)*® T (V)/p y) telle que (NKVX)(Y) = (I -1 (Y).

On a évidemment K; = gK‘Y, + NKV .

En outre, du caractére tensoriel de PI!, donc de NKV, résulte le

THEOREME DE MEUSNIER. S deux sous-variétés W et W' de U ont méme espace tan-

gent en un point X, elles ont, en L méme courbure normale dans V relativement & U :
Nyv —/NYVv

(YKy)(x)=(NK§(x,).

5°) espacesosculateursa une courbure de V.

Supposons dim U =1 .



18 D. LEHMANN

Soit X un champ de vecteurs tangent & U, partout différent de 0. On appellera,
s'il existe, «demi-plan osculateur 3 U en un point x de U» le demi-plan engendré par la
tangente a4 U, et le vecteur (DX X)(x).

L'existence et la définition de ce demi-plan sont indépendantes du champ de vec-
teurs X : si X' est un autre champ de vecteurs tangent & U et partout différent de 0, il
existe une fonction f € D(U) partout différente de 0, telle que X' = fX et (D/X fX)x =
[2(x) (Dy X), + f(x) (X)) X, - Donc (X _a(Dy X), =0)<>(f(x) X r(D sy [X) =0)
et si X a(Dy X), +0, (DfX fX), engendre avec (1X), le ‘méme demi-plan que
(DX X)x avec Xx .

Plus généralement, on appellera, s'il existe, demi-espace osculateur d'ordre p
en x,le demi-espace de dimension p engendré par le (p-1)-plan X a(Dy X) p...a (Dg(""X)x

et le vecteur (Dg('IX)x ol I'on a posé, pour tout entier k> 0,
1y k — k-1
Dy X=Dy X, Dy X=Dy(Dy " X).
La encore, l'existence et la définition de ce demi-espace sont indépendantes du champ X

tangent 4 U : on le démontre aisément par récurence. Evidemment, 1l'existence de ce

demi-espace d'ordre p implique que p soit inférieur ou égal 3 la dimension de V.

E. Plongement dans un fibré a courbure nulle.
1°) équation de Gauss-Codazzi.

Soient H et G deux groupes m-n permis, et soit M le supplémentaire de H
dans G défini comme en I B . Soit V une variété de dimension n et U une sous-variété
de dimension m telle que V soit un voisinage tubulaire de U (plongement régulier de U

dans V noté f).

THEOREME 4. Donnons-nous -une H - structure sur U (d'espace de repéres P)
-une H -connexion ' sur P (courbure {1')
-une 1 -forme Pl E&adH(P,m) .
Les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(I) il existe sur V une G -structure totalement compatible avec la H - structure, il
existe un plongement admissible (f, p) de P dans l'espace Q des repéres adaptés
a la G- structure, et il existe sur Q une G- connexion w A courbure nulle, tels que
w' et Pl soient induits par (w,(f, p), m.

(I1) w', ' et Pl vérifient la relation suivante : (appelée équation de Gauss-Codazzi)
Q'+Vw. pl+[Pl,Pl]l=0.

Si la proposition (I) est vérifiée, 1'équation (II) est une conséquence immédiate de la

formule des courbures.
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Réciproquement, supposons (1) vérifiée.

a) construction d'une G-structure Q totalement compatible avec P,
Puisque V est un voisinage tubulaire de U, identifions V a4 UX B (o2 B

désigne un ouvert de R” ~™), et identifions [ a I'application u - (u, b,) (b, désignant

un point de B fixé une fois pour toutes). Soit r la projection canonique de V = U X B

sur U. Notons XU et XB les composantes d'un vecteur X de T(u,b)(V)= Tu(U)@ Tb(B)

Soit ]b b I'isomorphisme de T(u‘ b)(V) sur T(u. b')(V) tel que :
(Jpp( XNy =Xy,
(Jyp (XD = image de X g dans le transport paralléle de Tg(B) sur T,.(B) associé
a la structure affine plate canonique de R” ™™ (BC R" ™ ™).

Soient {X:’" PO XZ} n-m vecteurs formant une base de T, (B). Notons
o

X; (m+1 <i<n) lechamp de vecteurs appartenant & T(V) tel que
(X)y=0
(Xi(u.b))B=]bob(X:?),

Soit o l'application qui, & tout repére £ de T, (U), associe le repére p(£)
de T,(V) obtenu en complétant £ par les n—m vecteurs (Xi)( wb ) On munit 1'en-
semble Q' = p(P) d'une structure de fibré principal différentiable de groupe H, en
imposant a4 o d'étre un isomorphisme de fibrés principaux. Puisque H = GNGI(m,R),
les deux fagons qu'a H d'opérer a droite sur Q' (en tant que groupe structural d'une
part, en tant que sous-groupe de GC GL(n,R) opérant naturellement & droite sur les
repéres de V d'autre part) sont les mémes. En élargissant le groupe structural H de Q')
A un sous-groupe de GL(n,R) on obtient donc un espace de reperes de V (au-dessus

de U). Soit Q  I'espace des repéres de V au-dessus de U, obtenu a parﬁt de Q' par

agrandissement 4 G du groupe structural H. Si z, est un repére de T(u b )(V)
' o

c'est-a-dire un isomorphisme de R” sur T(u b )(V), J, poz, est un repére de
*“o o
T(u' b) (V). Soit Q(u‘ b) I'ensemble des repéres de T(u' é,)(V) de la forme ]bob °oz,,

ol z, parcourt (Q,), . Identifiant l'espace Q:(u,bL)Jer(u. b) a l'image réciproque Q, r

de O, par r en associant J, , oz, (élément de Q) i (zl,(u. b)) (élément de Or),
on définit sur Q une structure de fibré principal différentiable de groupe G, qui est en

plus un espace de repéres (1) Par construction, le fibré Qf induit par Q sur U est

égal 4 Q. Prenant pour fibré normal N le fibré trivial engendré par les champs de

vecteurs (X.) .. <., il est immédiat que P et Q sont totalement compatibles, et

(1) En tant qu'espace fibré principal différentiable, Q et Q1 r sont isomorphes. Mais Q est muni d'une struc-
ture d'espace de repéres, contrairement 2 Q 1f
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les données (N, (f, p)) admissibles.

L'application 7: Q » Q, qui,a z=], ,o0z,, associe (z)= z, est un homo-
o

morphisme de G - fibrés principaux au dessus de r.
b)existence d'une G-connexion w & courbure nulle induisant ' et Pl,

Il suffit d'appliquer le théoréme 1 deI A .

2°) Application aux espaces pseudo-sphériques :
Un espace homogene réductif G/ sera dit (m, n)- pseudo-sphérique si
a) H et G sont m — n permis
b) la dimension de G/ est égalea m
c) il existe un repére t, de Txo(G/H) :R™ o TXO(G/H) tel que
h=(t ) oi(b)ot, VbheH

(x, désigne la projection sur G/ de 1'élément neutre de G i désigne I'isomorphisme
canonique de H sur le groupe linéaire d'isotropie en x on , les éléments de H sont
considérés comme éléments de GL(m,R)).

Par exemple, la sphére §"7!= S0(n)/go(p_1) €St un espace (n—1,n)-

pseudo-sphérique.

THEOREME 5.

Soit G/ un espace homogeéne (m - n)-pseudo-sphérique

Soit J le supplémentaire de Hdans G défini comme en I B .

Soit ¢, un repére de T, (G/p) tel que b= (t, ) oilh)ot,

Soit P l'espace des repéres de G/ qui sont de la forme gt

Soit ) 1'application gt,~» g de P dans G. (Puisque G/ estréductif, 1'application
g~ gt, est bijective d'aprés[9] p. 48).

Soient ¢«' la forme de la connexion canonique sur P (cf [9] p. 48) et Pl la I-forme
(Y7 .

(I) P estl'espace des repéres adaptés a une H structure sur G/ p

() PLeA  u (P, M)

(111) Pour tout plongement régulier [ d'un ouvert U de G/ dans une variété V de
dimension n telle que V soit un voisinage tubulaire de U, il existe sur V une G -
structure (d'espace de repéres Q) totalement compatible avec la H - structure P, il
existe un plongement admissible ([, p) de P dans Q, et il existe sur Q une G-
connexion w & courbure nulle, tels que &' et Pl soient induits pqr (w,(f, p), M).

Puisque l'image de H par l'application b »(t )" oi(h)ot, est égale da H, P
est l'espace des repéres adaptés A une H - structure sur G/y d'ot la partie (I) du théo-

réme.
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En outre, puisque b = (¢t )'oi(h)ot, Vb €H, la bijection
¥

\IIZP—_>G

N

G/y

est en fait un isomorphisme de H - fibrés principaux.

On en déduit :

1 Pl
-d'une part, que Pl €A, (P,M) (car la I-forme sur G : dg ->1(g°1dg)§m appartient
1

a AadH(G' M) et Pl en est I'image réciproque par un isomorphisme de H - fibrés), d'od

la partie (I) .
-d'autre part, que ' est l'image réciproque par y de la forme de connexion sur G :
dgw*l(g'ldg)ﬂ . 1

Puisque la forme de connexion w, sur G, et la 1-forme Pl1 eAadH(G,W)
vérifient 1'équation de Gauss-Codazzi (le calcul a été fait dans l'exemple d'application
qui suit le théoréme 1 de I A), il en est de méme de ' et PI. La partie (III) du théo-

réme est donc conséquence immédiate du théoréme 4 de II E.
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