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TOPOLOGIE ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

Séminaire dirigé par Charles Ehresmann

Février 1963

CATEGORIES STRUCTUREES *)
III. QUINTETTES ET APPLICATIONS COVARIANTES

par Charles EHRESMANN

1. Catégorie double des quintettes.

Les notations sont celles utilisées dans les paragraphes I et II. En particulier
mo est une classe de classes contenant avec une classe toutes ses sous- classes, avec
deux classes, leur produit; M est la catégorie de toutes les applications (M’, f, M)
telles que M Emo et M’ Em'(o. Nous désignons encore par ffo la classe de toutes les
catégories C+ dont la classe support C appartient 3 I, par F la catégorie de tous les
foncteurs (é*, F, CY), ou C+ 630 et O+ 63:0, par ?(@", C+) la sous-classe de F
formée des foncteurs (@"', F, C4),

Soit C+ 6?0; nous représentons par [T1C+ et Hex les catégories longitu-
m pm B

dinale et latérale des quatuors (voir 1I,5) de C*, par a et ﬁB les applica-

tions source et but dans chacune de ces catégories. L'application o™ : f
(, B, a(f), ), ou [ €€, définit un foncteur double de (C°, C+) vers (Ej@*,ae*),
ol o désigne la loi de composition (triviale) :
. N-1 si, et seulement si, ' = {.

Nous noterons u™ I'application inverse : (f, S(f), a(f), [)» [ qui définit un foncteur de
(ED@*)@ sur C*. De m&me !'application B f-> (BN, [. [, a(f) définit un foncteur
double de (C+, C°) vers (1 C+, H C+) et nous désignerons par y.e I'application inverse:

B |, f ) | de (HE®), sur €.
De plus nous écrirons :

g0 = MM M- D Em 'aB = pBaB et '/38= pB,BB.

*
) Voir Références,
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Si (@4-, F, CH e 3, rappelons (I, 5) que la restriction a 0C+ de I'application

produit F X F X F X F définit un foncteur double :
(@€, BT, oF ,@e*, Hewy.

Soit C+ ¢ 50,. En vertu de la proposition 14,11, F( E}E", C+) est une catégorie
pour la loi de composition définie par :

W, > v'mw si, et seulement si, W'(f)[D¥(/) est défini pour tout f € C;

alors W' (WY est le foncteur défini par : = P' () I¥(f).
F(C+,C+) est une classe d'objets pour F( BE*,@*), la bijection canonique sur
F(H e+, e*)o étant :
F»FO=gF(HC*, T, C.

Soit J la classe de tous les foncteurs ¥ tels que B(¥) = B@", ou C+e ?o.

D'aprés le théoréme 7,11, N s'identifie a la classe des transformations naturelles entre

foncteurs appartenant a ¥, en identifiant ¥ avec (‘STY, ,LLB‘I’O, ooy,

\ \ ./\ \ \ N

F¥'(g) F¥(g) ¥'(g) Y(g)
\ A A 1 i "

F¥'(f) | '"FY(f) ¥ v

< "P"
g - .
HB(F) < °
_
v

PROPOSITION 1. J opére (resp. opére a droite) sur JU pour la loi de composition défi-
nie par : ’
(F,¥)> F¥ =0QOF.¥ si, et seulement si, (V)= Ba(F).
(resp. (¥, F)-¥Y.F si, et seulement si, [SB(F)=a(V)).

L'espece de structures (resp. l'espéce de structures a droite) correspondante (1, 7) est

sous une espéce de morphismes (I, 3).

DEMONSTRATION. La premiére partie de la proposition est évidente. Munissons T de

la structure de catégorie équivalente a la catégorie somme des catégories F ( g _@"‘, CH,
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on C+eF et C+eF . Sile composé F(¥'CDW) est défini, ona:
a(¥)=a(¥) et A¥)=LA")= Harp),
donc F¥ et F¥' sont définis; de plus, on trouve :
F¥'mm¥Y) =0F .(¥'o%) = (OF . ¥)ON(OF.¥) =F¥' (OFY,
puisque ([OAB(F), OF,[Ma(F)) € . Enfin, si ¥ est une unité de NI, F¥Y =(OF).¥

est aussi une unité; par suite la condition ¢ de 1,5 est vérifiée, ce qui démontre la
proposition. De méme 1'espéce de structures a droite (F, a, 1) est sous une espéce
de morphismes puisque

oy . F="'..Am@¥.A

par définition du composé ¥y,
IBED pr
FY¥'
F(Y'mvy)/
ATy
F¥
B(F) < o F)

DEFINITION 1. On appelle quintette de F un quintuplet (F',®", ¥, ®, F) tel que
(F,®,®,F)e(¥, F) = catégorie des quadruplets de (5, F) (voir I,5), ¥ €N,
oY = (@' F)T ¢t fOY = (F'. )T,

La classe des quintettes de F sera notée Q(?).

Dq)'z De')f

'
‘DI

\vé
el

1

°,
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PROPOSITION. Q(F) est une catégorie Q'(?) pour la loi de composition (multipli-

cation longitudinale) suivante :
(F,,®,,¥,, ®,, F,).(F,,®,¥,,®,, F,)=(F,, ®,.9", Y, ®,.0,F,)
si, et seulement si, F, =F', on ¥=(¥,.® )JM(®',¥,)
DEMONSTRATION. Soit T,=(F},®,.¥,,®,,F,)€Q(¥), oh i=1, 2 3; posons
X(T) =(F;, @0, ,F)e(F,F) eey(T))=¥,eN.Si T,.T, et T,.T, sont
définis, on a F,=F', et F, =F'; par suite les composés T=T,(T,.T,)et
T'=(T,.T,).T, sont aussi définis. Montrons que T = T'. D'aprés l'associativité
de la multiplication longitudinale dans [T1(F,¥) on a x(T)=x(T'), puisque par
définition :
X(T;- T =x(TI)Dx(T,).

Par ailleurs, on trouve :

Y(T)=¥,.(D, @ Hmo'(Y, .(IllED(I)'z‘Pl)
et Y(T =(‘I’3.‘I>2EI]<D'3‘I’2).le(®'3.®‘2)‘l’1.
En utilisant I'associativité de la loi de composition [I] et la proposition 1,on a:

Y(T)=¥,.0,.0 md, (¥, .0 H0(D,.0)¥, =y(T"),
d'ott T =T'. Soit F €F. Alors (F,(F), FE,a(F), F)=F €Q(J).Si le composé

T=T;.F

est défini, on a F=F,,x(T)=x(T;) et Y(T) =‘P£EDF”D=lpi_ Il en résulte que

0 (F) est une catégorie, 1'unité a droite de T, étant ﬁi. De plus ¥ s'identifie ala

classe des unités de Q(F) en identifiant F €F a F.

COROLLAIRE. Pour que T = (FV', (I);,‘I’, ®, F) €Q0(F) soit inversible dans Q*(F),
il faut et il suffit que ® et ®' soient inversibles dans F et ¥ dans N; I'inverse de

T est alors :
(F, &, 9, 072, F'), oa W' =@ty o,
DEMONSTRATION. Soit T, € Q(¥) tel que T,.T = F et T.T,= F'; alors le quadre

plet x (T ) est I'inverse de x (T) dans mF, 3‘3; par suite T, =(F, oLy 1,<I>'1, F' )
tel que : )

(F,.0)m(d' YY) = FT et (¥.07Hm(D'Y,) = F™.
De ces équations, on déduit :

Y meY.et=FT 7t = gPy
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Y. ey, = oMY .

Donc ¥, est I'inverse de ®' ¥ .®! dans J; il en résulte que ¥ est inversible dans

JU et que:
P T A
PROPOSITION 3. O(F) est une catégorie Q $(F) pour la multiplication latérale
définie par :
(F,, ®, ¥, &, F,)¢(F,,®,¥,,®,, F)=(F,.F,®, ¥, ® F,.F )
si, et seulement si, ®, =®', oz ¥y = F'2‘I’1ED‘P2 .F,.
La démonstration est analogue a celle de la proposition 2. F s'identifie encore
a la classe des unités de Q‘(?), en identifiant ® a (S(®),®,0T &,a(d)), o §T
est l'unité de JU associée 3 ®. Les éléments inversibles sont les quintettes tels que
F, F' et ¥ soient inversibles dans F et J{ respectivement. L'inverse de (F',®',¥, ®, F)
est (F*™1, 0,9 ,0', F™1), o0 ¥, = /P97t FL,
THEOREME 1. (Q* (), Q'(ﬂ:)). est une catégorie double et I'application
x :(F', 0", ¥, ®,F)»(F', ®, ®, F)
de/mzt un foncteur double de (Q*(F), Q’(?)) vers O(F, F).
DEMONSTRATION. Si F et F' sont deux unités de Q*(F) et si F' ¢ F' est défini,
ona: a(F')=/B(F) et: _
F' ¢ F=(F'.F, B(F'), (F".F)®, a(F),F'.F) = FF. F.
Ainsi (Q'(?))O est stable relativement 3 ¢; de méme (Q'(S"))o est stable relative-
ment 3 la multiplication longitudinale. Soit :
T;=(F, @}, ¥,;,®,,F,) €Q(F) et x(T) =1,

On trouve facilement :

a(a®(T,)=a(®,)=a(F,) =a¥a(T);

BB (T =BYp (T, =AY,

ar (BT = BYa(T,) =TT

B(at (1) =a¥(B (T =alFy}).
En vertu du théoréme G,II, il reste seulement 3 démontrer que I'axiome de permutabilité

est vérifié. En effet, supposons les composés (T, ¢T,),(T, ¢ T,),(T,.T,) et
(Ta'T1) définis; alors on a:

®,=0,,®,=0", F,=F, et F =
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par suite F,F,=F,.F| et ®,.®,6 =0,.0".

Donc les composés :
T=(T,4T).(T, $T)) et T'=(T,.T,)$(T,.T))

sont définis. Montrons qu'ils sont égaux. Puisque D(?,S:) est une catégorie double

pour les multiplications longitudinale et latérale, on a :

x(T) =, Hem, Bey) = o, )B (,me ) = x(17).
De plus :

YT ) =[(F, ¥ ,mY,.F,).0,)mlF, ¥,m¥,.F,)],

YT =[Fy¥,.0,mo, Y, 1,0, me Y] F
En utilisant 'associativité de (1] et la proposition 1, on trouve :

Y (T)= F;\Pa.®1m'ffmq>;lpz
et Y(T') =F¥, .0 MYy, . F,
avee W =W,.(F.@ JIO@,FY¥, e ¥'=(F.00 m¥,.(0,.F,) .
Il suffit donc de prouver que ¥ = ¥’. On obtient :

C”lp_(q)' F)oB¥ =(0.F .0\ F )T

et am‘l'——‘(am‘l‘u).(@'l. 1)=(®;.Fu.®'1.F1)m=aDD\I7,-
de méme BV = (F.@ yF@ )T = LIy
Prouvons que 'on a aB‘I' = aB\p' ,ainsi que ,BE‘I' ,BB‘I" Comme pour tout f € a(F,)

on a af ‘I’(/)—‘P(CL(/)), on v01t que aB‘I’ et aB‘I" (resp ,BB‘P et,BB‘I’) sont

égaux si, et seulement si, ¥ ‘P . Si g€C, posons <g > =g. Soit e€a(F,);
on a:

al¥ (e)) =(P\.F,)(e) et BY (e)) =(F.®,)(e).
Comme ¥, ( (¥ (e)) ) estun quatuor, on obtient::
(Y(FL®,(e)) (0. FI((W¥ (e)))=
= (F.® (¥ (). (U F (e)) 5
c'est-a-dire ¥(e) =¥'(e). Par conséquent :
W=, (T)=Y(T") e T =17 .
Ceci démontre le théoréme.

La classe des sommets de (Q°(¥), Q‘(g')) s'identifie a ?oen identifiant
(«F), o(F),(a(F)T,a(F), a(F)) avec a( F).
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L'application v: ¥ » ('S, C,¥, u(¥),'dPW¥), ot A¥)= B@, est une
bijection de JU sur la sous-classe 3:0 $O(F)¢ ffo de Q(F).

PROPOSITION 4. V définit sur JU une structure de catégorie double (JU', N 4, équiva-

lente a une sous-catégorie double de (Q(F) 0 ’(3)). Pour tout C 63:0, la classe
des transformations naturelles entre foncteurs de C vers C s'identifie a une sous-

catégorie double N(C) de (TUN ').

DEMONSTRATION. JU s'identifie a la catégoie somme des catégories S:(B C+ CY,

on Cre 3:0 et C+e ?o . Dans JU ¢ , la loi decomposition est définie par :
¥, ¢ lIll = (" ﬁmlll2)l}l1[]]l[!2 ,(‘a‘I“I‘l) si, et seulement si, Ba(‘l’l) = ,3(‘1’2).

Par suite f)"(‘ est équivalente a la catégorie latérale des transformations naturelles

c sz (74 , . . cee o
considérée dans [1]. Pour tout C 6.;"0, la catégorie double N(C) s'identifie a la
catégorie des transformations naturelles entre foncteurs de C vers €, munie des mul-

tiplications longitudinale et latérale définies dans [1]; N4 (C) admet C pour seule

unité.
2. Catégorie induite de la catégorie des quintettes.

Dans la fin de ce paragraphe, nous désignerons par (M, p JH,T) une catégorie
d'homomorphismes a produits finis résolvante 4 droite, par }' une sous- catégorie de
H contenant le groupoide " des éléments inversibles de H, stable par produit dans X
(définition 3,1II), et vérifiant la condition (o) de la proposition 10,I.Soient
(3:,—?5 ,F(}{' , }(),-ﬁ) et (F, P, }_(((}(' ,}‘('),}(), F') les catégories d'homomorphismes
au-dessus de F formées de foncteurs }((H‘, J)- structurés et H((H' ,H"), H)- strue-
turés respectivement; nous savons(Il, 2 et 7) que ces catégories d'homomorphismes sont a
produits finis.

Pour simplifiet les notations, nous utiliserons le symbole [¥1, qui pourra &tre
lu soit partout H(H',H), soit partour H((X' L), H) 5. de méme [H1 signifiera soit
H(H 30, soie H((H', 1y, JO.

Rappelons [ 2 ] que, si (G-,#l,ei) et (C‘f‘,;.L2 , 62) sont des foncteurs, la
classe des couples (fl, f,) Eel X 82 tels que /.Ll(/l) =pu,(f, ) est une sous-caté-
gorie de la catégorie produit @'1 X @,;, , appelée catégorie induite de Gl par (;1.2 M 1),
et désignée par u% (@i, (). Soient p, les projections canoniques de Gl X 62 sur
C,. Rappelons [3] et proposition 31,02D) que si (€, p;, C;,8;) est une catégo-
rie d'homomorphismes et St le groupofde des éléments inversibles de C:, ou i = I, 2,

alors (G{,pit, m;(@i, /Ll),/i";(Si,,LLl)) est une catégorie d'homomorphismes.
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e, x ¢,
pl '
¢~ ?,
*(Cxp)
| #E(Coe
, A\
£, ¢;

Nous reviendrons au §V sur la théorie des catégories structurées induites(cf.

[2]1); nous démontrerons seulement ici le théoréme suivant dont nous aurons besoin.

THEOREME 2. Soient p,=((C, s), 1t;,(C;, s,)) e[H1, oa i =12 Il existe une
sous- structure 0 de s X s, dans (M, p, X, T) telle que (n*% (@' Ky), O)soit une
sous- catégorie [H]- structurée de (@ X (‘32, s, Xs ) on appelle (,u (Gl,p. ), o)
catégorie structurée induite par (P“z p.l) notée aussi /J. Y, /1.1 De plus, on a :
(C;os;),bst, pyv iy €LHI
DEMONSTRATION. Puisque (), p, H,T) est résolvante a droite, le couple :

() fybyysy % 5,005, fypys s, X s,)
admet un p- noyau o tel que p(0o) = /r;(ei, M,). D'aprés le théoréme 13, Il,on a
(@‘1 X @é Sy X S,) 6[_7(]0, et il résulte du théoréme 14, II, que (,u*z(@‘l, /Ll),U)est

une sous- catégorie [ H]- structurée de la catégorie [ H]- structurée (@1 X 62 Sy XS,

COROLLAIRE. §i ;i =((C-, C+), My ((?l:, @?)), ou i=1,2, sont des foncteurs
doubles, _,L_L v ﬁ L= (/.L";(@i, Moy, /L";(@*, K {)) est une catégorie double ‘et
((@i', Gj),pic,,ﬂzv ;1) est un foncteur double. ‘

Soit (K, ¢, £,8) une catégorie d'homomorphismes telle que § soit le grou-
poide des éléments inversibles de £. Pour abréger, écrivons £, pour (£, £).
Soit (D]g),y le groupoide des éléments inversibles de la catégorie longitudinale (D &,
dont les éléments sont les quatuors (', [*, [, h) tels que [ €8 et f' €3. Soit ( B£)7
le groupoide des éléments inversibles de la catégorie latérale He , dont les éléments
sont les quatuors (b', f', f, b) tels que b €S et b €.
proposiTioN 5. (DK, Og, ML, (EDQ),,,) et (HK, 0q, B £, ( E].S?)y) sont des

catégories d'homomorphismes.

DEMONSTRATION. Soient T =(b', [, f, b) GDSEA et T =(7;' ,-/",qf_,-l;) eD%.Les
conditions : d®(T)=dB(T), BOT)=LT(T) et Og(T)=0q(T) entrafnent :

b=h, b=k, q(f)=q(f) et q(f)=aq(l)
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Comme a(f)=o(f)=a(h) et B(f)=pBf)=alb'), il en résulte f=f, puisque
(X, 4, 82,8) est une catégorie d'homomorphismes; de meéme [’ :/_', dot T=T.
Supposons T €(D:\£),y et T E(I:Dg),y tels que :

a®(T)=a®(T) et Oq(T)=Cq(T);
ona: b=h, a(f)

alf) et q(/)=q(7),
donc [ = 7_, car f €38; de méme I =f'. Les éléments [ et [* étant inversibles, on en
déduit :

br=fb =1 =0,

et par suite T =T. Enfin si T G(ng)y et si h €f est tel que q(h) = q(;)_), il
existe _/—6 S tel que:

a(f)=q(f) et a(f) =a(h)
et il existe F’ €8 tel que :
q(f") =q(f") et alf')=pBh);

on en déduit (f.5. 11,1, 7,h) € (D]£)7 . Ceci montre que (0K, Cgq, EDgA, (mf)y)
est une catégorie d'homomorphismes. Une démonstration analogue prouve
que ( B KA, Og, H gﬂ,( B 53)7 ) est une catégorie d'homomorphismes.

Soit (F, q, 53, d) une catégorie d'homomorphismes telle que S soit le groupoide
des éléménts inversibles de £.
DEFINITION 2. On appelle quintette de (F, q, L, 8) un élément de la catégorie induite
x*(l]]%. Cg) de I:DS?A par (x, Oq), od x est le foncteur canonique de 0(F)
vers ED?A (théoreme 1).

Un quintette de (37, q, e ) S) est donc un couple :

(F',®',®,F), (q(F'),q(d"), ¥, q(®),q(F))),

on (F',@',®,F)en®, ¥Yell, 'aP¥ =g(F'.0) et 'ST(¥)=q(F'.®).Nous
désignerons ce quintette par la notation abrégée : (F', ®' W ,® ,F).

Soit Q(F, q, £.8), ou plus simplement Q(Q), la classe des quintettes de
F , 9, e s S). Soit G la projection canonique :

(F*,®',¥,®,F)->(q(F'), q(®"),¥, q(d), ¢g(F))
de Q(£) vers Q(F). Soit ¥ la projection canonique :
(F', o' ¥, 0, F)>(F',®',®,F).

Ona(Cq)xy =x79-
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- o’

o(F) i (£) — F
< Q \ \ Df/\

_ (0]
X ‘ X
\ Y ¥
0% q 0% \

~ . 1‘\ Q(f’})

q(®)
THEOREME 3. Q(£) est munie d'une structure de catégorie double (Q* (L), Q’(g))
induite par [(0F, H), x. (0(F), 0% F ), «m%. %), 0q. @&, BEn1.
Les applications G et y définissent des foncteurs doubles.
En effet, y et (g définissant deux foncteurs doubles, le théoréme 3 résulte
des théorémes 1 et 2. Les lois de compositions sur Q(£), appelées resp. multiplica-

tion longitudinale et multiplication latérale, sont définies de la maniére suivante :
(Fy, ®,,%,,0,, F,).(F,,o',,¥ ,0, F))=(F,,o,.o,,¥,0,.0, ,F,)
si, et seulement si, F, = F'y,oun:¥ =¥, cq(® )Mq(P'))¥ ;5
(F',0,,%,,0,, F ) ¢F,0,,¥,,0, F))=(F,.F,®,,¥,®,F,.F))
si, et seulement si, @, =®', ou: ¥ = ¢( F' )Y mY,.q(F)).
Pour que T =(F', ®',¥,d, F) € 0() soit inversible dans 0 () (resp. 0¥ ),
il faut et il suffit que ® €8, @' GS (resp. F €8, F' €98) et que ¥ soit inversible dans
T ‘

COROLLAIRE. (Q(F), 7, Q‘(E),Ei) et (0% F), 3, 0% ®), 2:) sont des catégo -
ries d'homomorphismes, oi El(resp. 22) est la classe des quintettes (F', ®',¥,®, F)
tels que ®' €S et €d(resp. F' €S et F €S)et (F',0',0,F)en®.

Ce corollaire résulte de la proposition 5 et du résultat rappelé avant le théoréme 2.

Identifions ﬁo a la classe des sommets de (Q*(£), Q’(f{)),

"Soit JU(®) 1a sous-classe £O 09 ¢ 530 de O(L) formée des quintettes T
tels que a*(7) €@ et B4(T) €€ , c'est adire de la forme (F', K(F), ¥, af F ),F).

PROPOSITION 6. N(&) est une sous-catégorie double de (Q-(£), 0% £)). Pour

tout L Ego, T L) admet pour sous- catégorie double la classe L ¢ O(L) 4L des
quintettes T tels que a¥(T) =L = BYT).

TU(£) s'identifie a 1a catégorie double induite par :

(0%, x, v, ©F,0q, (@EL), ).
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3. Quintettes structurés.

Soit (H,3,0) I'équivalence naturelle entre foncteurs de (K1 vers [Hlcons-
E\_lite au II, corcllaire du théorémelG, telle que : (C-,s)=(mC-Os) et
B (C-, s)= (B C-,Os) pourtout (C-, s) E[R]o. Rappelons que I'on a :

(s, n™T,ms)el’, o Ms, L Os

et (S,/.LE ,Bso)el—‘, ol Bsoo(Ds.
Nous poserons : a®=((C,s),'a™, E(@',s))
et BT =(Cr,e), AP, (e, s,

DEFINITION 3. Soit (C, s) €[F]o; un foncteur [ M- structuré ¥ tel que ,8(@) =
=H(C:, s) sera appelé transformation naturelle [ H]- structurée de 'a® ¥ vers
By

Nous désignerons par ﬁ([ﬁ]) la classe des transformations naturelles [H]-
structurées. Si ¥ eﬁ([}(]), nous représenterons ¥ soit par le triplet
(He-, s),w,(C-,5), soit par le tripler (F(C+,s),4(CSNot ¥ =p(¥) =
=(He-, y,C ) eN(F) et b=t

(¥), en désignant encore par pff le foncteur
canonique de F vers M.

PROPOSITION 7. Les conditions suivantes sont équivalentes :

Dona:(B(C, s), % (C-, 5y eN(IH).

2)0na: (C,s)elH1,,(C,5)elHl,, (HC 4, €)eF, (s, a®y, 5)el
(s, BT, 5) eH et (s, pBy, 5 ) €.

DEMONSTRATION : Supposons la condition 1 vérifiée; on a:

(He-,y,C) €T,
(s, uB, s, ). (@s,, &P, Os).(Os, ¥, $)=(s, dBy,s) el
et, de méme, (s, 7',3‘]]\,[/, s)yeX.

Puisque: (Os, l,llo,go) =(@Os, Y, s).(s, ¢, s—o) el et \,L'O(P(;o))CP(B s,)
H - (PN B -

on obtient (BSO,L/JO,SO)S}{, d'ou (s, p \/10,50)63{.

Inversement supposons la condition 2 vérifiée. Pour tout €eC, ona:

W =Cgmy ), wBy B, wBy B, ey,

de sorte que \/ se décompose sous la forme :
p=1082 g, 18y, 51, (uBy,a, @yl
comme _ _ 8 _
(s, uB\LO, Eo).('s—o,a, s) =(s,,u8\/10a,s) el, (s, pn ‘Po,B,s) el,
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(s, 'a®y, 5) eH et (s,"BTy, 5) ek,
on trouve : (sXs)X(sxs), Y, s)el.
En tenant compte des relations :

Os oC (s Xs)X(sXs) et W e@ycHe,

il en résulte (Os, ¥, 5) €}, donc (B, 5), ¢, (T, 53 e R(HI).
Soient (C*,s) € [K]o et (é', ) 6[}(]0 . Nous désignerons par ﬁ((@', s), (é )
la sous-classe de ?_"(([K]) formée des transformations naturelles [ H]- structurées de

la forme (H((”;, s), ‘I’,(@', s)).
pROPOSITION 8. p(N((C", s), (C*,5)) est une sous-catégorie de F(HEC-, C-).

DEMONSTRATION. Soient ¥,=(H(C-, s), ¥, (C-,5) eN((C-,s),(C",5), on

i =1, 2. En utilisant la relation :

Bce-, sy, am Fee-, sy el ¥,

on trouve :
Bce- ), a®w,, @ 5n=EC s), a®, 5, ). T, R Cr, 5),(C,5) .
Dememe:  (B(C:, s), W, (C-,5) eN(C, 5), (-, 5.
Supposons que ¥, (¥, soit défini dans F(HC-,C+); puisque (s, uI (¥ ) ,5,) €k,
on a:

(sxs, [uBew, , nBw ) 1,5 ek,
soit s'oC s tel que p(s') = C 4 C-. Larelation :

Bew )y, kB 1@ e e
entrafne (s’ [,LLB(‘PZ )y “B(‘Px)o]’ ;o) el et:
(s s)us, LB ow L wBae 1,5 = o, 18w, mw ) L5y e X

comme : (€% .HeH.(¥v,my ) =(C,pm,He.y,
et (€'a®,Be).(¥,m¥,) =(C-,'a® By,
on déduit de la proposition 7 :

(Bee-, ), w,my,, (@, 5) TR .

Donc p(J((C+, s), (C-,5)) est une sous-catégorie de F(HC-,C").
coroLLAIRE. J([H1) est une catégorie pour la loi de composition définie par :
(¥, ¥)-%,m¥ =(HcC, s), 5(¥ )mp(¥), (T-, 5)

si, et seulement si, (%) = a(¥ ) =(C, s) et H¥)=[T )=[(C-, s).
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La classe des unités _d'e ﬁ([ﬁ]) s'identifie a [R] en identifiant les unités a
droite et a gauche de 7 =(E(e', s), l,b,(é',;)) a (C-, s), 'am\,b,(e',;)) eta
(C-,s),"BEY, (C-, ) respectivement.

PROPOSITION 3. [H] est une catégorie d'opérateurs (resp. a droite) sur U HY
g 4

pour la loi de composition :

(F, ‘—I")—> BF"? si, et seulement si, ,3(‘—1’_)= BO-(F)
(resp. (@, F)- @ F si, et seulement si, a(.\IT) =B(F));

I'espéce de structures (resp. structures a droite) ainsi définie est sous une espéce de

morphismes.

Cette proposition se démontre comme la proposition 2. La catégorie dont les
éléments ¥ sont les structures composables avec F est la catégorie somme des caté-
gories Ne-, s),(@‘,, s, on (C:,s)=afF) et (-(3,’, s) e[R]OY. (Resp. la
catégorie dont les éléments sont les ¥ composables a droite avec F est la catégorie
somme des catégories ﬁ((@-, s), (-é‘,;)), ol (@‘, s)= B(F)).

Soit O([H1) la classe des quintettes de (F,5,[H] .

DEFINITION 4. On appellera quintette [ H]- structuré un quintuplet ( F', @', ¥, 0, F)
tel que 7 eﬁ(ﬁ((b'), a(D)) et

(F', ®", p(¥), @, F)eo([X1).
Soit —Q_([R]) la classe des quintettes [ H]- structurés.

PROPOSITION 10. On @ T=(F', ®, ¥, ®,F) €Q([H1) si, et seulement si, les

conditions suivantes sont vérifiées :
T eT(B(d), a(d)),(F, 0, &, F)en([X1, (K1),
a@ Y = @' F et "B = F 0.
En effer, si T €0([H1), on a: 'a®p(¥)=4(®'.F) et (¥)=a(F),
dot: 'a@. ¥ = ((B(®),'aP5(¥), a(¥)=d'.F,; de méme on trouve: 'ST. ¥ =F' 0.

La réciproque est évidente.

THEOREME 4. —Q—([K]) est une catégorie double équivalente & une sous-catégorie

double de (0 ([H1), 0*([H1)).
DEMONSTRATION. Soit g l'application :
?i =(F;, ®}, gi’d)i' F) - (Fy, @, E(@i)’ D, F)
de Q([1) dans Q(IF1). L'égalité : §(T,) = §(T;) entraine :
PF) =p(¥), (¥ =a(¥) e f¥) =BT = Haco,
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d'od T, =?J.; ainsi 7 est une injection. On a :
a (§(T,N=(F,F,FB,F,F).
Si §(T,).7(T,) est défini dans Q*([H1), on obtient:
7(T,).q(T ) =(F,,®',.0',%,0,.0 ,F,),
on ¥ =p(¥,).5(® )PP (Y.
Il résulte des propositions 8 et 9 que I'on a :
¥ =¥,.0,m,¥, eNARD
et, comme ¥ = 5(¥), on wouve : 7(T,).4(T,) € 5(Q([N1)). Par suite (0 ([H1))

est une sous-catégorie de Q°( [ X1). On montre de méme que 5(5([}(] )) est une sous-

catégorie de o-([H1). ceci permet de définir sur 5([}(]) une structure de catégorie

double telle que g devienne une équivalence double sur ol Xn.

4. Applications covariantes.
Soient 1 =(C,7,8) et ' =(C',7",8') deux espéces de structures. Rappe-

lons la définition suivante :

DEFINITION 5. On appelle application covariante de 7) vers 7' un couple ( @, CFO) tel
que (C', ¢, C) soit un foncteur et que @o soit une application de 50 dans 8; vérifiant

la condition :
B, (fz)=9([)%,(z) sizeS ,[€C et m(z)=alf).
L'application covariante (¢, @o) sera aussi représentée par :

(', (9, 9,),m).

Rappelons [3] que si (7',( ¢, .q;o) ,T ) est une application covariante 1'appli-
cation @:(f,z)->(9(f), ao(z)), ot (f,z) €9, est un foncteur de & vers &', qui est
un relévement de ¢ relativement a (7,7"'), c'est-a-dire que l'on a : 7' . = P.7.

Soient M et F les catégories déja considérées. Soit 3]'('0 une classe de classes
contenant avec une classe toutes ses sous-classes. Supposons que la catégorie M de
toutes les applications (M', f, M), o M’ e)ll;, et M em'o, appartienne a2 F, c'est-a-dire
que la classe JN' appartienne 2 ?Ro. Soit (M )o la classe des espéces de structures
n=(C,7,S) telles que C€F et 77(e) e?T('o pour tout e 677(50). Soit @(MM') 1a
classe de toutes les applications covariantes entre espéces de structures appartenant a

Qo )y~ Alors (voir [31) @(M') est une catégorie pour la loi de composition :
(NP, 8003 D' (2, %),m) = (', (9.9, 82 .5,),7)

si, et seulement si, 7, =7"'.
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Nous identifierons @ (' ), & la classe des unités de @(X') en identifiant 7 avec
(n,(ld@,1dg ),n).
o
Rappelons que (C,F) est un couple définissant une espéce de structures

n€@ (M') si F est un foncteur d'une sous-catégorie de la catégorie C vers M' tel que :
F(e)4=¢pouttouteea,(F)o et F(e)NF(e')=Fsie%e.
THEOREME 5. @(J") est une catégorie équivalente & une sous-catégorie &' (') de la

catégorie produit T X 0 (F).

DEMONSTRATION. Supposons (7',(%,%,),n) € @(M'). Soient (C,F) et (C' F')
les couples définissant 7) et 7)' respectivement. Soit ® la restriction de ¢a a( F) et,

pour tout e €a(F),, soit T(e) la restriction de ¢, & F(e). Alors l'application:
f+(F . ®(f), T(B(f), T(alf)),F([)), ol feEaF),
définit un foncteur ¥ de af F) vers HM' eton a:
(F', M, 9,0,F) €0(F),

en identifiant ' au foncteur identique de ' . Inversement soit é' (M') la sous-classe
de O(F) formée des (F',M',¥ ,®,F) tels que ((F),F) et (a( F'), F') définis-
sent des espéces de structures; é'(m' ) est une sous-catégorie de 0 “(F). Soit @ (M)
la sous-catégorie de F x 0 *(F) formée des couples (¢,T ) tels que T = ( F', M., ¥, & ,Fle
é‘ (M) et que ® soit une restriction de @€ ¥ . Soit (9, T)€ @ (m'); soient a(e,F)=
(C,m,8) et a(C',F') =(C,m,8") les espéces de structures définies par (a(¢), F )
et (B(%),F') respectivement. Pour tout e € a(F)o, ,LLB‘PO(e) est une application
de F(e) dans F'®(e); comme :

(F'(D(f),,LLB‘I’O(e'),/LB‘I’O(e). F(f), oh fea(F),e=a(f), e =p(f),
est un quatuor de J', on a, pour tout z € F(e) :

wBe cerrnzn =Fo By (o2,

¢'est-a-dire w8y ceryrm=onnBy cerczan,

en utilisant les lois de composition dans a(C,F) et a(C',F'). Par suite, si 'Cf)o dési-

gne l'application de §_ dans &' définie par :

C-Po(z)=/-LE‘I‘°(7r(z))(z) pour tout z €8 _,
(a(C',F'),(®,%,),a(C, F)) estune application covariante. Ceci montre que I'appli-
cation

a: (9, T)>(a(C,F), (9, %,),a(C,F)
est une bijection de @ (M') sur @(M').. De plus, si (¢, T,)e@ (M), ale) =B(¢)
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a(T)=pB(T), ona:
(. THALT)=(?,.9,T,.T)
et a(cpl.qi', Tl.T) = a(cpl,Tl).a((P, T )) dans @(M'). On en déduit que a est une
équivalence de @ (MY sur @M.
Comme F est équivalente & une sous-catégorie de Q’(?), la catégorie F opere
sur la classe des quintettes T tels que ,B’(T) soit une catégorie,relativement 3 la loi

de composition :
(MT)> AT = N4 T,

Soit (M',v,K) €F. Supposons que K' et K" soient deux sous-catégories de
K et désignons par y' et y" les restrictions de 7y a K' et a K" respectivement.
Rappelons (S1) que (C,F) est une espéce de structures dominée par (7Y, K) si, et

seulement si, (C,Y F) est un couple définissant une espéce de structures.

DEFINITION 6. Soient ((C', F') une espéce de structures dominée par (v, K") et
(C”, F") une espéce de structures dominée par (y",K" ). On appelle application cova-
riante de (C', F') vers (C", F") relativement a (‘)’,K) un couple (¢, T) vérifiant
les conditions suivantes :

DeeF, a(e)=C" et B(p)=0C".

2T =(F",K,¥,®,.F')ecQ(F) et ® est une restriction de ¢.

PROPOSITION 10 : Soit (9, T)=(9,(¢ F",K,¥,®,F')) une application covariante

entre espéces de structures dominées; soient 7' = (C,m,8") et m" les espéces de

structures sous (o ¢), F') et (B(9), F") respectivement. Alors on a
(n". (2, %,),m') eq),
oz P (z)= ’y(,uBlI’o(e))(z) pour tout z es;), o e=T(z).
En effet, ona (¢, yT) € @ (M'), d'otr, en vertu du théoréme 5 :
(n",(9,9,),m")=a(e,yT) e@(M).
L'application covarianté (77",(‘?,50),7}') € @(') sera appelée application

covariante sous (¢, T).
Soit @'('y,K)o la classe des especes de structures dominées par (y',K'),

relativement a (7Y ,K ), ol y* est une restriction quelconque de .

PROPOSITION 11. La classe @'(7y,XK) des applications covariantes entre espéces de
structures dominées appartenant a &"(’)/, K)o est une sous-catégorie de F x Q(F et

I'application :
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(9, T)>(¢YT), oa (¢, T)e@(y,XK),
définit un foncteur de @'(7y k) vers @ (M').
corROLLAIRE. Soient (W', 7,K) eF et (K, X, 8) €¥F. L'application :
(@, T)=(pAT), o (¢, T)e@(yh, &),
est un foncteur de @'(y N, §) vers @' (7y,X).

CAS PARTICULIERS.
I) Soit (JI',v,X ’K'y) une catégorie d'homomorphismes. Soient (C,F) et (C', F')
deux espéces de structures dominées par (y,K), m et m' les espéces de structures
sous-jacentes. Pour que (7', ( CP,QO),’T)) soit une application covariante sous une
application covariante ( ¢, T) entre espéces de structures dominées (e, F) et (e', F),
il faut et il suffit que, pour tut e € af F)o, on ait:

(F'¢(e), 9,/ e,F(e) €K,
ol @o / e désigne la restriction de @O ayF(e).
Exemples. 1) Soient (C,F) et (C',F') deux espéces de morphismes. Pour qu'une
application covariante (7' (<, c_PO),TI) soit sous une application covariante entre
(C,F) et (¢, F'), il fautet il suffit que pour tout e € a(F)o, ?Po/ e soit un fonc-
teur de F(e) vers F'¢(e).

2) Soient (C,F) et (C',F') deux espéces de structures ordonnées (§I,
n° 2). Pour que (71',( %, (-Po), 7)) soit une application covariante sous une application
covariante entre (C, F) et (C’, F'), il faut et il suffit que,pour tout e € a.( F),, -(;)o/ e
soit un homomorphisme de la classe ordonnée F(e) vers la classe ordonnée F' ¢(e).
II) Nous avons défini la notion d'application covariante entre espéces de structures
dominées par (y',K') et par (" ,K") respectivement dans le seul cas o X' et X"
sont des sous-catégories dune méme catégorie. On peut se ramener A cette situation
lorsque les conditions suivantes sont réalisées :

Soit (M', A, L) €F . Soient (&, u' ,K') et (£,u",K") deux especes de struc-

tures telles que K' n K" =¢ . La construction utilisée dans [ 4] (n° 3) permet d'obtenir
une catégorie K telle qu'on ait :

1) K' et X sont des sous-catégories de X.

2) X est la classe réunion de K', K" et de la classe des triplets (s”, f, s'), on s’ eK'o,
s"eKt ,fef,a(f)=p'(s) et B(f)=p"(s").

3)Ona (£,u,K') e, od u admet u' et u" pour restrictions a X' et a X" respec-
tivement et u(s”,f,s') = /.

Soient (C', F') et (C", F") deux espéces de structures dominées par (Au',K') et
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par (Apu",X") respectivement. La donnée d'une application covariante entre (C',F"
et (C" F") relativement 3 (A u,K) équivaut a la donnée de (C',F'), de (C",F")

et d'une application covariante de (C', u' F’) vers (C", u" F") relativement a (A 9.
5. Applications covariantes naturalisées.

Soit K une catégorie appartenant 3 30 .

Si I est une sous-catégorie de X, nous posons Ly = (X,¢,3) €F. Labijec-
tion §: 4

(g, X, 0,0, 0 (0, 18w )

identifie la sous-catégorie de Q “(F) formée des quintettes de la forme (¢ y, X ¥,0,u5)
A la classe ?V(K) des couples (O, 7) tels que ® € ¥ et (s e ®, Toy) eN,ouT=a(d)
et 3' = B(d).

DEFINITION 7. (®,7) ecfv(]() sera appelé foncteur K-naturalisé de a(®d) vers
B(®).

La bijection § définit sur ?V(K) une structure de catégorie ?V(K)', dont la
loi de composition s'écrit :

(&', 7)(D,T)=(D".®, 7 ®.7T) si, et seulement si, a(d') = B(P),

o 7'®. T désigne 'application : e» T'P(e).T(e),e ea((b)o,

?V(K)' contient comme sous-catégorie la classe ffv[ K1 des foncteurs natu-
ralisés [ 1], dont les éléments sont les (&, 7) eﬂ:v(}() tels que a(®) = B(D) = X.

Soit WV(K) la sous-catégorie de ?V(K)' formée des couples (®,7T) tels que
a(®)=3 et BS(P)=13" soient des catégories réduites & la classe de leurs unités,
Nous identifierons (®, T) va(]{) au couple (X', ¢,3),7), ot (', ¢,%) estla
simple application pg(®).

DEFINITION 8. (X', 9,2),7) GWV(K) sera appelé application K - naturalisée de 3
vers X'.

Pour que l'on ait (X', ¢,3),7T) €3ﬂv(}<), il faut et il suffit que les conditions
suivantes soient vérifiées :
1) 3 et 3' sont deux sous-classes de KO et (2',9,3) eM.

2) T est une application de 3 dans X telle que :
a(T(z)) =z et B(T(z)) = ¢(z), pour tout z €3,.
La bijection {:((2',9,%),7)» (X', 7(X)) identifie M (K) a la classe des

couples (X', M) vérifiant les conditions :

1) 3' est une sous-classe de Ko .

2) M est une sous-classe de K telle que la restriction a/ M de a a4 M soit une bijec-



CATEGORIES STRUCTUREES I 19

tion de M sur a(M) =3 etona 3' C B(M).

Ona: NS ,M)=¢3,9,3),7), oo T=(a/M)™" et 9= B7T. L'image par [ de

la catégorie fmv(}{)' est la catégorie {,(?ﬂv(}())~ dont la loi de composition s'écrit :
(3", M) (3, M)=(3S",M".M) si, et seulement si, ' = a(M'),

Nous désignerons par K le foncteur de f‘ﬂv(}()' vers ' défini par :
(2, 9,2), T~ (X', 9,2).

Soit (C, F) un couple définissant une espéce de structures 7) =(C,m,d)

appartenant a @ (') et telle que § s'identifie 2 une sous-catégorie de X.

PROPOSITION 12. On peut associer & (C, F) une espéce de structures dominée par

(K,WV(K)'), notée '(G,.F_), telle que 7 soit l'espéce de structures sous (G,F).

DEMONSTRATION. Soit fea(F), e=a(f) et e' = B(f). Désignons par } 1'appli -
cation : z» (f,z) de F(e) dans F(e') et posons:

F(f)=(F(f),]) €M (X).

Soit gea(F) tel que a(g)=/8(f) et B(g)=e". Pour tout z € F(e), on a:
N
(g-f)(z)=(g.f,z) et:

(g.f.z) =(g.fz).(f,z) = &(fz).[(z) = RF({) (2).](z),
d'od &y =gF(f).].
11 en résulte :
Flg-1)=(F(g.1).8-1)=(F(g).F([), 8F({)./) = F(g).F(]).
Ainsi I'application : f» F(/) définit un foncteur F de a(F) vers mV(K)‘. Par suite
((‘Z,F) est une espéce de structures dominée par (K ,WV(K)') et 7 estl'espéce
de structures sous (G,F), car K-I;(/) = F(f) pourtout f € a( F).

Soient (C',F') et (C",F") deux couples définissant des espices de struc-
tures ' =(C',7',8) et N =(C",7",8§") appartenant a Q@(M') et telles que &
et §" soient identifiées a des sous-catégories de K. Soient (' ,.I-':') et (C" ,_I;“) les
espéces de structures dominées par (K ,mv (X)) correspondantes. Si

(n",(%,%,),m") e@AM),

nous désignons par ¢ le foncteur de &' vers §" prolongeant EJO tel que (7', ¢, % ,7)

soit un quatuor de foncteurs.

PROPOSITION 13. Il existe une bijection canonique c de la classe des applications

covariantes de (C', F') vers (C", F") relativement a ( kK, mv(K) *) sur la classe des

couples :

(" (2, %,0.m'). (%, 1) e@M)xF (K)
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tels que @ soit le foncteur prolongeant C-po .

DEMONSTRATION.Soit (@, T) =(¢,(F",K,¥,0,F")) e@(x,M,(K)*) . Soit

(n",(%,9,),m') I'application covariante sous (¢, T). Pour tout e € a(F')_ on a:
Yie) =(9,/e,T, 8 eal Xy,
oft T, est une application de F'(e) dans K telle que :
a(T,(z) =z et B(T,(2) =9, (z) pour tout z € F'( e).
‘Soit fea(F'), a(f)=e et B(f)=e'. La relation :
Tof)=(F"0(), uBTce), BT e), Frryeam Xy
entraine :
P(f,z).T (z)="T,(fz).(f z) pour tout z € F(e);
donc on obtient (9 ,7) €F_(X), en désignant par 71'application :

1
z-»'r"(z)(z), pour tout z 650,

et ¢ estla bijection : (¢, T)~> (1" ,(%,%,),1'),($,7T)).
Bl X

sl

&

T !

N ‘
G| e" @'

¢

DEFINITION 9. Un couple (M",(9,%,),m'),(9,T)) € QM )xF (K) tel que o
soit le foncteur prolongeant 50, sera appelé application covariante K - naturalisée de
n' vers " .

Soit ((Mm",(, c-po) ,M')(9,7T)) une application covariante K- naturalisée,
Alors 77'(8') est une catégorie d'opérateurs sur la classe 7( ') relativement & la loi

de composition :



CATEGORIES STRUCTUREES III 21

(f,T(z))» T(fz) si, et seulement si, 7'(z) =a(f).
L'application :
([, 7(z)»(9(f,2),T(fz),T(z),(f,2))

définit une équivalence de la catégorie des hypermorphismes associée a cette espéce de

structures sur une sous-catégorie de BK .

T(fz)

[z
\\ \,z) oK
< 4

P(z) T(z)

¢, (fz)

Cas particulier. Une application covariante (1" ,( @, FPO) ,M') s'identifie trivialement

4 l'application covariante naturalisée :

(0", (9,%,),1m'),(%,7),

oul 7(z) =(c-po(z),z) pour tout z 65'0.
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