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SUR LES ESPACES FIBRES ET LES PROLONGEMENTS

NGUYENDINHNGQC

INTRODUCTION

L'objet de ce mémoire est de continuer les études classiques sur la classifica-
tion des espaces fibrés principaux [ 27 ][ 10 ][ 61[ 11]1[ 1811 11, la restriction et
'extension du groupe structural [8 ][ 6] [ 10 ][ 121, et les prolongements de variétés
différentiables [ 8 ][ 14] .

Dans les préliminaires nous avons réuni une bonne partie des notions et résul-
tats nécessaires pour la compréhension de la suite. Néanmoins la théorie générale des
prolongements de variétés différentiables de C. Ehresmann est supposée connue du
lecteur.

Le chapitre I est consacré A la classification des espaces fibrés principaux
topologiques et simpliciaux. Dans le premier paragraphe sont explicitées les relations
entre diverses méthodes de classification connues. Il en résulte la définition d'un
foncteur (X, G). Le deuxiéme paragraphe contient un résultat sur la relation entre ce
foncteur et le foncteur cohomologique homotopique classique. Il en résulte, dans le
troisiéme paragraphe la détermination de 1'ensemble pointé (X, G) dans le cas ot G a
deux invariants de Postnikov non nuls.

Dans le chapitre II, nous commengons par reformuler le probléme de restriction
et d'extension du’groupe structural en introduisant les notions de (G, ) et (f,Y) -
représentabilité des espaces fibrés principaux et en les rattachant & deux probl2mes
universels. Dans le cas abélien, les questions de représentabilité trouvent leur réponse
dans une cohomologie classifiante abélienne étudiée dans le deuxiéme paragraphe.Dans
le cas non abélien la (G, @) représentabilité nécessite la définition d'un nouvel en-
semble d'obstruction et une suite exacte qui sont étudiés au début du troisiéme para-

graphe. Pour la (f, Y )-représentabilité nous avons obtenu une condition suffisante

qui est aussi nécessaire dans un cas particulier.
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Le chapitre III débute par une étude du foncteur T; introduit par C. Ehresmann.
Une généralisation de la notion de prolongement tensoriel est exposée dans le deuxiéme
paragraphe. La recherche des rfprésentations linéaires irréductibles de degré fini de
quelques extensions du groupe L; termine le mémoire.

Les résultats de ce mémoire ont fait 1'objet de plusieurs exposés en 1960,19¢1
et 1963, dans le cadre du Séminaire de Topologie et Géométrie différentielle dirigé par
Monsieur C. Ehresmann.

Je suis heureux de dire ici tout ce que je sois a la bienveillance et a la pensée
de Monsieur Charles Ehresmann, le profit inestimable que j'ai tiré de ses cours, des
entretiens enrichissants que j'ai eu avec lui, des idées non publiées qu'il m'a commu-
niquées généreusement, de ses précieux conseils et ses encouragements.

Que Monsieur Frantfc;}s"Bruhat qui m'a beaucoup aidé et qui m'a fait 1'honneur
de faire partie du Jury de cette thése, et Monsieur Bernard Malgrange, qui a bien voulu
me proposer un sujet de seconde thése, veuillent trouver ici l'expression de ma pro-

fonde reconnaissance.

Qu'il me soit permis de remercier aussi Shih Weishu pour 1'aide et les conseils

qu'il m'a prodigués.
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PRELIMINAIRES

0.1. Extension et représentations linéaires des groupes de Lie.

Considérons le groupe 'L :+ = GL,(n,R) = G. Les sous-groupes

H des matrices diagonales h = (Nj,...N,)

- - 1 0
U™ des matrices unipotentes u =
u.. 1
)
U* des matrices unipotentes ¥ = II 4
0

T*=H.U'=UYH, T"=H.U =U".H

Pour toute matrice g d'ordre n posons :

811 81
Ai(g)= ‘ ‘
8i1  8ii
Tout homomorphisme a* de T* dans le groupe multiplicatif C* s'obtient comme

suit :

at(hut)y=at*(h)
wthym b 0 ST T e ) <8 ) o

ou les a: sont des paramétres complexes arbitraires et on les 8: sont égaux a4 0 ou 1,

Considérons une représentation irréductible pde G=GL ,(n, R) dans un espace
vectoriel complexe F de dimension finie.

La représentation p contient une seule représentation o.* de dimension 1de T*.
Les facteurs a ¥ qui vérifient Of tt)at=at(: +)a+, at€eF, forment un sous-espace de
dimension 1 de F. Deux représentations irréductibles de G qui contiennent la méme
représentation de dimension du sous-groupe T* sont équivalentes.

Appelons a*(h) le plus haut poids de p. Soient o un nombre complexe et m;
(1<i<n-1) des entiers positifs donnés, il existe une représentation irréductible et

une seule de G dont le plus haut poids est :

a*(h)=det(p)TiZn LA (p)m;
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Les représentations continues indécomposables du groupe additif R des nombres

réels sont de la forme :

easKm(s), m=0,1,2,..., seER, et
1ss?/2 s™/ m!
01 s s™ Y/ (m-1)1
K, (s)= 00 1 1 s
1

Les représentations continues indécomposables du groupe linéaire GL(n,C)

sont de la forme :

D(A)=eeilMK _(E)x C'(A)x C"(A)

ot £ et 7) sont les logarithmes du module et de 1'argument de detA, o un nombre com-
-plexe quelconque, [ un entier quelconque, m > 0 entier, K défini comme plus haut, et
C' et C” sont deux représentations irréductibles rationnelles entiéres correspondant aux
tableaux de Young de (n-/) lignes au maximum.

Les représentations indécomposables continues de GL(n, R) sont de la forme :

D(A)=e® K, (£)xC(A)
ou D(A)=e(A)e* K _(£)x C(A)
ot € A) estla signature de det A.

Soient F et B deux groupes topologiques (ou de Lie) séparés. Un groupe G est
dit [ 31[ 8a]extension E(B,F) si on a donné un isomorphisme i de F sur un sous-
-groupe distingué i( F) de G et un isomorphisme j de G/ i(F) sur B, c'est-a-dire on
a la suite exacte d‘homomorphismes de groupes :

e>F->G->B-> e
i i

Une extension E( B, F) est dite localement inessentielle (resp. inessentielle)
s'il existe un isomorphisme local (resp. isomorphisme) de B dans E qui se projette sur
la transformation identique de B. Une extension localement inessentielle est fibrée. La
structure fibrée d'une extension inessentielle est triviale.

Soit K un groupe de Lie, G un sous-groupe de K, pune représentation de G, V
I'espace de représentation de o©. On dit qu'une représentation o de K est une extension
de la représentation p de G si l'espace W de représentation de o contient V comme un

sous-espace G -stable et si p et 0 coincident sur V. Autrement dit il y a un monomor-
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-phisme O: V> W tel que 8p(g)=0(g)0, pour tout g €G. Soit V CV;...CV, =V u-
-ne suite de sous- espaces vectoriels de V invariants par o( G) et telle que la partie
V. /V de p soit irréductible, i=1,...,n. Désignons par o' la représentation induite

par p sur la somme directe V /V +...+V /V alors ' est semi-simple, c'est-a-
- dire complétement réductible, et 11 est mdependant du choix initial des V,, a une équi-

-valence prés.

THEOREME (Mostow [ 20]). Soit G un sous- groupe analytique normal d'un groupe a-
-nalytique L. Soit Q un sous- groupe analytique de L tel que Q NG soit compact. Sup-
-posons qu'il existe une représentation de Q qui est fidéle sur Q N G. Soit pune repré-
-sentation. Une condition nécessaire et suffisante pour que p puisse &étre étendu en une
représentation o du groupe QG est la:

Condition a):

la représentation semi- simple associée p' satisfait 3 la relation
p'(yxy'1 x1)y=1 pour tout y de QG et x dans le radical de G.

De plus la représentation étendue o peut &tre choisie de sorte que le noyau de o'
contienne celui de 0'.

THEOREME (Bruhat[ 2b ]). -Si G est une extension inessentielle E(B, F) ou B est

un groupe connexe et F, un groupe abélien ou résoluble connexe, alors pour toute repré-

-sentation irréductible o de dimension finie de G il existe un caractére ( non nécessaire-

-ment unitaire) A de F, et un seul, invariant par B, et une représentation irréductible p

de dimension finie de B, et une seule, telle que o ( bf) = AN f)p(b) on fEF et beB.

Réciproquement si A est un caractére de F invariant par B, et 0, une représentation

irréductible de dimension finie de B, alors la formule précédente détermineune

représentation irréductible o de dimension finie de G. Si B n'est pas connexe, a une re-
présentation irréductible o de dimension finie de G correspondent un caractére Ade F
dont le stabilisateur B 9 dans B est d'indice fini, et une représentation irréductible pde
dimension finie de B ) de telle sorte que O soit la représentation induite par la représen-

-tation bf > po(b) A(f) du sous- groupe G 3=B ,F.

0.2. Espaces fibrés.

0.2.1. Définition d'un espace fibré a groupe structural G 8b,g]. Soient E, B, F, trois es-
-paces topologiques, G un groupe d'automorphismes de F, et [ un pseudogroupe d'auto-
-morphismés locaux de B. Nous supposons G muni d'une topologie telle que si s € G,y €
€ F, sy désignant le transformé de y par s, 1'application (s,y) > sy soit une applica-
-tion continue de GXF sur F. Soit ® |'ensemble des ouverts de BxF de la forme UxF

ot U est un ouvert quelconque de B. Considérons dans BX F le pseudogroupe [ #G for-
-mé des homéomorphismes
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UxF U'XF

(x,y) ——— (9(x),s,y) x€U,y€F,9el’

oll x > s, est une application continue de U dans G. Un atlas complet @ de E surBxF
compatible avec ce pseudogroupe [" # G définit alors sur E une structure d'espace fibré
A groupe structural G (considéré comme groupe topologique). Nous supposerons que les
ouverts qui correspondent dans Bx F aux cartes de ( forment un recouvrement de BXF.

Soit f un homéomorphisme de UXF dans E formant une carte locale admissible.
L'application y » f(x,y) ot x € U, y € F, définit un homéomorphisme » de F sur un
sous- espace F_ de E. Soit H l'ensemble des homéomorphismes » de F dans E corres-
-pondant ainsi aux cartes locales admissibles appartenant 2 ({. Le sous- espace. F, ne
dépend que de x et s'appelle une fibre de 1'espace fibré E. Les fibres forment une parti-
-tion de E, et I'espace quotient de E par cette partition est appelé espace de base de
I'espace fibré E. L'ensemble des éléments b de H tels que h(F)=F _estH, =h, Gou
b, désigne un élément quelconque de H,. H est muni d'une structure d'espace fibrédont
les fibres H,_ sont isomorphes 2 G, le groupe structural étant le groupe des translations
de G. H muni de cette structure fibrée est 1'espace fibré principal associé a E. La struc-
-ture d'espace fibré localement trivial définie par l'atlas ({ pourra &tre désignée par le
symbole E(B,F,G,H).

De ce qui précéde, on déduit facilement la définition des espaces fibrés différen-
-tiables ou vectoriels différentiables. Dans ce qui suit, pour alléger le texte nous dirons
" fibré" pour " espace fibré localement trivial " . D'aprés la définition précédente qui est

d'ailleurs équivalente a celle des " fibre bundles " par Steenrod [ 2.7 1.

K( G, m) désigne un espace d'Eilenberg-Mac Lane, c'est-a-dire 7Tm(K) =G, et
7 ,(K) =0 pour i+ m.

THEOREME 1. (Thom[29]). Tout espace fibré de base B dont la fibre est un complexe
K(G,m) a son type d'homotopie fibré déterminé par son invariant d'Eilenberg-Mac Lane
k.En particulier, tout fibré E(B,K(G,m)) est équivalent au fibré "canonique”induit par
l'application g de la base dans K(G,m+1) tel que g*(i) =k, oa i est la classe fon-
-damentale de K( G, m + 1). Le fibré asphérique sur K( G, m+ 1) de fibre K( G, m) joue

le réle de fibré universel dont K( G, m + 1) est le classifiant.

THEOREME 2 (Fadell [9]). Tout fibré de Hurewicz ( c'est-a-dire pour lequel le théo-
-réme de relévement d'homotopie est valable ) sur une base qui est dominée par un polyédre
localement fini est homotopiquement équivalent ( en tant que [ibré ) a un fibré (de STEEN-
-ROD).

PROPOSITION . Un fibré est trivial si et seulement si son espace [ibré principal associé
est trivial [ 8b].
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0.2.2. Fibré universel. Espace classifiant. Le joint A ;.A,. .A de n espaces topolo-
-giques A; peut &tre défini comme suit. Un point du joint est déterminé par (7) n nombres
réels t,, ,t, satisfaisanta:¢;>0,¢,+...+¢t =1, et(ii)un point a; € A;pour chaque
i qui est tel que ¢, # 0. On peut désigner un tel point par le symbole t a, ®... ot a .

Par topologie admissible dans A ...A  nous entendons la topologie la moins
fine telle que les fonctions coordonnées t,: A,...A > (0,1) et a;: t;l(O, 1)» A,
soient continues. De cette fagon on a une sous-base pour les ouverts en considérant les
ensembles des deux types suivants :

(1) I'ensemble de tous les t,a, ®... &t a, tels que 7<¢;<s
(2) I'ensemble de tous les tia, e...0t a, tels que t; +0 .
et a; €U, ou U est un ouvert quelconque de A,.

Soit G un groupe topologique quelconque, et W(G) =G.G...G le joint de
n+ 1 copies de G avec la topologie admissible. Définissons la translation & droite
R : W(G)". G-W(G), par R(togo ®...0t g )= to(gog)$... e)tn(,qng). Soit
W(G), le quotient de W(G)r par l'identification : e = e' si et seulement si e'=
=R( e, g) pour un certain g € G. Soit p la projection canonique définie par 1'identifi-

-cation précédente.

THEOREME 1[ 18] .G est le groupe d'un fibré n-universel W(G), de base W(G)n et de

projection p.

On peut de la méme facon construire un esrace fibré oo-universel, de groure G,
de base W(G).

Un groupe G est dit CW- dénombrable si G est un CW- complexe dénombrable tel
que 1'application g -» g~ !l de G dans G etle produit G. G > G sont tous deux cellulaires
(appliquent un k- squelette sur un k- squelette).

Nous dirons que deux CW - groupes dénombrables G, et G, sont équivalents s'il
y a un troisiéme CW- groupe G, qui peut étre appliqué dans G, et G, par des homomor-

-phismes qui sont aussi des équivalences homotopiques.

THEOREME 2 [ 18 1 1) Tout CW - groupe dénombrable G admet un CW - complexe W( G )com-
-me espace classifiant.

2) Un deuxiéme CW -complexe W? G ) est aussi un es’)ace classifiant
de G si, et seulement si, il est de méme type d'homotopie que W( G ).

3) Tout CW-complexe X est l'espace classifiant d'un certain CW-
- groupe dénombrable G.

4) Un deuxiéme CW - groupe dénombrable G' admet le méme espace

classifiant X que G si, et seulement si, G' est équivalent & G.
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2.3 Fibrés simpliciaux. ‘1)

Pour les généralités sur les ensembles simpliciaux cf. (4) (18), rappelons qu'un
complexe de KAN est un ensemble simplicial X qui satisfait & la condition d'extension
de KAN : quel que soient les entiers n et k, et les n-simplexes x;deX oz (i=0,....
k-1,k+1,...,n+1) tels que dix].= d]._le. pour i, +k,i<7, il existe un (n+1)-
- simplexe x tel que d;x = x; pour i ¥ k. A" désigne un n- simplexe, c'est-a-dire 1'en-
ott &” est un n-simplexe type qu'onpeut identifier 4 (0,1,...,7n) et ¢, un opérateur simplicial
avec n comme dimension du domaine. Un élément x €X_, ensemble des n-simplexes de X,

définit de fagon unique une application simpliciale, notée encore x: An - X, en posant

x(Pp&") = ¢x.

Soient X et Y deux ensembles simpliciaux. Par XY nous désignons 1'ensemble

simplicial dont les n- éléments sont les applications simpliciales
a An X Y—-—g X

et nous définissons d;a= a( €l x 1),sia=a('r;"x 1),00 € = d; sn.An-1 , Anee 77i=~5,-5”2

: A" 1, A" (yelquefois il est pratique de remplacer a par 1'application a [(ty)
At Y S AT XX

donnée par a,(t,y)=(t,a(t,y)), ¢t €A”, y € Y. Il est clair que a et a; se détermi-
-nent mutuellement.
Soit X,Y,Z des ensembles simpliciaux et aGXY, Be YZ; nous définissons

a,@EXZ par (aﬁ)l= alﬁl' Il est facile de vérifier que :
di(aﬁ)=(dia)(d,~,3) si(OLIB)=(S,~0«)(Si,B)

Muni de cette opération 1'ensemble simplicial YY est un monoide. I opére sur Y comme
suit a.y=a( 8%, y) ae( YY)n, y €Y, . Nous définissons A(Y)C YY comme son sous-
-groupe maximal; ainsi a € yY est dans A(Y ) si et seulement si a; aun inverse. A(Y)
est un groupe simplicial et c'est donc un complexe de KAN. A(Y) a une propriété uni-
- verselle importante : soit I" un groupe simplicial quelconque opérant sur Y, nous défi-
-nissons 1'homomorphisme p: "> A(Y) par ( poy) (B8%y)=(®Y)y, ot yel',y€Y et ® un
opérateur simplicial convenable. Alors Yy =(pY).y. Si [ opére effectivement, c'est-a-
- dire si 0 est un monomorphisme, nous pouvons considérer [ comme un sous- groupe de
A(Y) en identifiant ¥ et py. En remplacant si nécessaire [" par " /Ker p, nous nous

restreignons A ce cas dans la suite.

Soient E et B deux ensembles simpliciaux, et une application simpliciale p :

:E-> B, (E,B,p) sera appelé un fibré simplicial .



SUR LES ESPACES FIBRES ET LES PROLONGEMENTS 9

Une application simpliciale p : E — B sera aussi notée ( E, B, p ). Un diagramme

commutatif
7
E' E
. :
f
B’ B

est désigné par (f: f):(E', B', p')—(E, B, p) et appelé homomorphisme simplicial de
(E',B", p') dans (E, B, p). Si f =idB alors (fT id B) est appelé homomorphisme fort.

Deux homomorphismes simpliciaux (f;, fo) et (f’l,/l) sont homotopes s'il existe
un howomorphisme simrlicial

(F F):(IXE', IXB', idlXp') > (E, B, p) tel que FIOXE" = f,, FI1XE" =
71 et FlIOXB'=f,, FI1XB’' =fp Sifo=f,=fet F=fp, oltp,: IXB—Best la
projection canonique, nous dirons que (fo, f) et (f, f) sont homotoves relativement a /,
en abrégé rel. f.

Sil existe un homomorphisme simplicial (", g) : (E, B,p) — (E’, B', p') tel que
( 7;2',’ fg) et (§]?,I gf) soient respectivement homotopes 2 (idE, idB) et (id E', id B')
nous dirons que (}",v f) est une équivalence homotopique. Si f = g = idB etsi (g, id B)
est homotope 2 (Eﬁ idB) rel. id B nous dirons que (/;: f) est une forte équivalence homo
topique,

(E, B, p) sera appelé application simpliciale fibrée. sip est surjectif et si,pour tout
n> O, p satisfait 3 la condition suivante : soient un entier ¢,0 > ¢t < n, e, € Eﬂ_1 pour

tout 7, 0<i<n i #t et b€B, tels que
dl.e]. :dj-lei (i<i’ Z,i#O)
pe; = d;b (i 2 ¢)
alors il existe e € E_ tel que b= pe et e;=de, i#t Sideplusd,e dépend seulement

des e; et de b, alors (E, B, p) estappelée une application fibrée minimale.

THEOREME 1. Soit (E, B, p) une application simpliciale fibrée. 1l existe un sous-en
semble simplicial E'CE tel que (E', b, p') ou p'=p/ E’, est une application simpli-
ciale fibrée minimale unique a une équivalence prés. (E', B, p') est un rétracte fort par

déformation de (E, B, p ).

Soient deux applications simpliéiales (E, B, p) et (A, B, f). Nous définissons

(Ef A, p7) ec (F£) : (E, A p/) — (E, B, p) comme suit :

El= {(e, a) eExAlfa:pe},p/(e, a)=a [(e a)=e.
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Nous appelons (E/, A, pf) I'application simpliciale induite de (E, B, P) par f =A — B.

DEFINITION 1. Un ensemble simplicial E muni d'une application simpliciale p : E —B
sera appelé fibré simplicial E(B, Y, p)si : (1) p est surjectif, (2) pour toute applica-
tion simoliciale & : § —B I'application simpliciale induite (E?, A” 5?) est fortement
équivalente 3 (A” X Y, A", p*) on p*(qSS", y) = $& et Y est un ensemble simplicial don-
né, appelé la fibre du fibré. Si Y est un ensemble simplicial de Kan nous appelons
E(B,Y,p) un fibré afibres de Kan.

PROPOSITION 1. Toute application simpliciale fibrée minimale sur une base connexe est

une fibration a fibres de Kan. Toute fibration & fibres de Kan est une application simplici-
ale fibrée.

Soit E(B, Y, p),; en considérant b € B, comme une application simpliciale b.A",B

nous avons le diagramme commutatif

~

N xy x(b), gb b g

o] :

A? —— N —— B
id b

ot x(b) est une équivalence forte appelée carte au-dessus de b Nous posons aussi:
B(b)=bx(b). L'égalité

“(b)(H8" y)=(b8", B(bI(HB", y))
établit une correspondance binivoque entre «(b) et B(b).

Chaque carte «( b) est un isomorphisme de A?"'x Y sur la partie de Ebau-dessus

d;8"; donc «(b) induit une carte «;(b) : A" Ixy —E%P® telle que le diagramme %

AnXY x(b) Eb b—'E

eixid l gix id [ id

ArIxy E4;®

._———>E

“(b) b
soit commutatif (0 < i < n). En général « l(b) P (dib)'

Soient deux cartes x(b) et %(b). L'équivalence forte [ «(5)]"1 «(b) =Y(b)

détermine un élément Y(b)e A(Y),, appelé changement decarte En particulier a £1(b)

= [e:(dib)]"lo:z( b) correspond £X(b) ¢ A( Y),.;» appelé aussi changement de carte
associé 4 «(b).
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Un ensemble de cartes a(b) et ai( b) s'appelle un atlas @ du fibré lorsque b par-
court B. Si B(Sib) = s; B (b) nous dirons que I' atlas est normalisé, ce que nous sup-
poserons dans la suite.Soit [ CA(Y), un sous-groupe simplicial. Un atlas dont
tous les changements de cartes restent dans [ est appelé un I- atlas. Un[-atlas@
est dit complet lorsque a(b) € @ entraine a(b) " (b) € @ estdit complet lorsque
a(b) €@ entraine a(b) Y (b) € @ pour tout y(b) €T Tout [ -atlas détermine
un ["-atlas complet unique. ([8b,g]).Un fibré muni d'un [-atlas complet sera appelé
fibré de groupe I" ou [-fibré. Ainsi tout fibré de fibre Y estun A (Y ) fibré. Soit A < I"
un sous-groupe simplicial. Si le ["-atlas complet d'un ["-fibré contient un A-atlas (et par
suite un A-atlas complet) nous dirons 'q'u';le groupe du [-fibté peut-&tre réduit a A, Cette

réduction, si elle existe, n'est pas en général unique.

DEFINITION 2. Un produit cartésien tordu B;<:Y est dit régulier si pour tout b € B
(n>0)il y a un élément £(b) € A (Y)n_lqui définit la fonction tordante T : B, x Yn-» Yn
par I'égalité 7(b;y) = £(b) d_y. Si £(b) reste dans un sous-groupe simplicial I C A
(Y) lorsque b parcourt B alors le. P C T R (produit cartésien tordu régulier) est dit de

groupe I', et noté Bf>\<JrY.

PROPOSITION 2. Un fibré dont le groupe peut-étre réduit a I est ( fortement équivalent a)
un PCTR de groupe 1" . Tout P C TR estun fibré.

Soit " un groupe simplicial considéré comme groupe d'opérateurs a gauche sur lui-
meéme: I' € A(I"). UnT-fibré de fibre I est alors appelé[-fibré principal.

Soient Y ensemble smplicial sur lequel opére [" et E(B, I', p) un [-fibré princi-
ral. Nous définissons le fibré associé [ 8b] canonique EY (B, Y, I, py) par EY =

EX_Y et py(e, y) =p(e)

PROPOSITION 3. Pour un [-fibré principal donné et un ensemble simplicial Y sur lequel
" opére a gauche, il existe un ['fibré associé canonique de fibre Y. Tout [-fibré de fibre
Y est isomorphe au [ibré canonique associé a un | '-fibré principal qui est déterminé & un

isomorphisme prés.

P ROPOSITION 4. Un fibré est trivial si et seulement si son fibré principal associé est
trivial,

DEFINITION 3. Etant donné I" nous définissons 1'ensemble simplicial W(I') par WO(I—')

= l—'o Wq+ 1(1_1) = Wq (I) x I_'q+ , et I'ensemble simplicial W (") par Wo(l—') = unjeul

élément noté [ ], WqH(F ) =Wq x I“q =[1x W, (). La projection p : w)->w(T)

est définie par  p(w, y) = [w], py = [ ] siv eI we W, (T) et [u] eW(F)qH.
(wdH,wd),p) estun PCTR.

THEOREME 2. Soit Y un ensemble simplicial sur lequel le groupe simplicial I" opére ef-

fectivement. En faisant correspondre a toute application B =W(I") du fibré Y associé au
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[-fibré principal induitde (W(I"), W(I"), p) on obtient une correspondance biunivoque
entre les classes d'homotopie des applications B “W(I") et des classes de I'-équivalen-

ce forte de '-fibrés de base B et de fibre Y.

Si [ est abélien, W(I') estun groupe abélien et on peut itérer la W-construction.

En particulier, 77 étant un groupe abélien, on a WP (K(m 0)) = K(7, n).

0.2.4. Systéme de Postnikov [ 191[24].

DEFINITION 1. Soit X un ensemble simplicial. Définissons un nouvel ensemble simplici-
al X(") comme suit : (1) un g-simplexe de x(") est une classe d'équivalence de g-sim
plexes de X, ou deux g-simplexes x et x’ sont équivalents si leurs faces de dimension
moindre ou égale & n coincident, c.a.d. x, x' : Aq -X et x/A'; = x'/AZ ol A'; est le
n-squelette de Aq. (2) les opérations de face et dégénérescence dans X (n]sont indui-

tes par celles dans X.

Soit X(®) = X et soit Py ¢ x(m) - x(®) papplication naturelle ot & <2< @ pour
tout k. S'il n'y a pas de confusion possible nous écrirons p au lieu de pZ.La pro-

jection p induit des homomorphismes p’; : 7Tq(X("), x) >, (X(k), x), g9 2 o.

THEOREME 1. Soit X un complexe de Kan, alors (1) XM est un complexe de Kan pour
tout n, (2) (X("), b, X(k)) est une fibration pour tout n > k et (3) si x est un point de X alors
Wq(X("), p) =0 pour g>n et p; : Wq(X("), x) - Wq(X(k), x) est un isomorphisme pour q < k.
DEFINITION 2. Soit X un complexe de Kan, et x un point de X. Soit XT.] (x) la fibre
au-dessus du point x de p : X = X" 1), le complexe Xpy(x) estle ni€Me sous-.complexe
d'Eilenberg-Mac Lane de X basé en x, et c'est le sous-complexe de X qui consiste en

des simplexes dont les faces de dimension moindre que n sont au point de base.

PROPOSITION 1. Soit X un complexe de Kan de point base x. Alors on a (1) 7 (X  (%),%)
=0 pour g <n et (2) I'inclusion canonique 1 : X[nl(x) =X induit des isomorphismes -
i*: 7Tq (X[n](x), x) = 7Tq (X, x) pour g2 n.

DEFINITION 3. Si X est un complexe de Kan, soit X" la fibration (X("'”), b, X(")).La

suite des fibrations X = (X9, XI,.., X" ..) est par définition le systéme naturel de POST-
NIKOV de X.

THEOREME 2. Si X est un complexe de Kan, X est le systéme naturel de Postnikov de
X et F("1) ost 1a fibre de I'application p : X("11) 2x() gui est la n*™€ terme de X, a-
lors F"F 1) o5ty complexe d'Eilenberg-Mac Lane de type (7Tn+1(X, x), nt+1).

THEOREME 3. Soit G un groupe simplicial abélien.Alors G est de méme type d'homotopie que
® ,
I, _, K(7,(G), n).

LEMME 1. On a l'isomorphisme W(G(™)) = W(G)rt1. [26a]



SUR LES ESPACES FIBRES ET LES PROLONGEMENTS 13

LEMME 2. Soit E un espace fibré sur X de groupe structural G et dont la fibre F est (n-1)

connexe, on peut toujours associer canoniquement a E un espace fibré E' sur X de fibre
F(”)

LEMME 3. Soit E un espace fibré de fibre (n-1)-connexe F. Supposons que le groupe struc-
tural G opére transitivement sur F, alors on peut réduire le groupe structural G 4 son sous-

groupe d'Eilenberg-Mac Lane G[n-l] .

On dit qu'un espace fibré E(B, F) est n-trivialsi le fibré induit sur le n'ém€ sque.

lette B, de B est isomorphe au fibré trivial.

PROPOSITION 2. Pour qu'un fibré E (B, F, G) soit n-trivial, il faut et il suffit que son
groupe G puisse étre réduit ( 8b) a G[n-]] , [26]1.

0.3. Suites exactes et svites spectrales.[25][26b]

Considérons une suite exacte de groupes simpliciaux
() — G' —G — G —=(e)
II lui correspond les deux suites d'applications simpliciales
W(G') = W(G) — W(G")
w(G') W)z w(G")
THEOREME 1. Les applications [ et f sont fibrées.

Remarque.- Si les groupes G', G, G'' sont commutatifs il en est de m&me pour W(G')
W(G), W(G") eton ala suite exacte : (e) —W(G') —W(G) —W(G'") —(e)

Supposons maintenant que les groupes G’', G, et G'' soient (n-1)-connexes.
La classe caractéristique k7t1 ¢ gntl (g, H (G')) détermine un homomorphisme
H, . i(G")=H,_(G'), donc un homomorphisme 9 : 7,1 (G")=~7 (G') composé de la
suite Moy (G)— H,  ,(G")~ H, (G') =7 (G') etnous avons la suite exacte de
groupes abéliens

=T (Gl =, (6)= T, ()

s

Désignons par [ A, B] 1'ensemble des classes d'homotopie des applications de A dans B.

THEOREME 2. Etant donné un ensemble simplicial X et un groupe simplicial G, il existe

une suite spectrale E; q de groupes abéliens, aboutissant au groupe gradué associé du

groupe [ X, G] des classes d'homotopie des applications de X dans G, filtré par les

sous-groupes invariants
F, = Ker 1[X, G]1—[X,Gl},
ou Xp est le pié'”e squelette de X. Plus précisement, on a
@ E
E = 3=p
Di=p FP+1

Les termes E; q Sont non nuls seulement pour les degrés totaux :-1, 0,1 :
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E; g = O bourptqg 1,0, L
De plus,

E;,-(p-}»z) est un sous-groupe de HP( X, 77P+1(G)),
E;,-(p-l) est un groupe quotient de HP(X, Ty 1( G))

Les opérateurs différentiels de cette suite spectrale sont donnés par les inva-

riants de Postnikov de G, en particulier :

2 - yb g2 _ yb 2 = yb
Ef (p+1)= HUX, 7, 4(G)) Epj,p-— HY(X, m(G)), Ejy p.1)= HE(X, T,.1( G)) et

d? est donné par l'opération cobomologique associée aux k-invariants d'Eilenberg

Mac-Lane du groupe G,

&t e HRY2(m(G), k, M, ((G))

et de leur suspension

nt e B (m(G), K-1, iy ((G)),
c’est -a- dire
2 - 2 . +1
dp,-p(x‘)” x o &P, dp,-(p+1)' x o P71,
ot le symbole o désigne l'accouplement classique

o : H™X, A) X H™A, n, B) = H™(X, B).

Considérons maintenant deux espaces topologiques X et Y avec points-

bases correspond le cone sur X

CX=(XXD/(xx0,xy,%1I)

‘A une application f: X > Y préservant les points bases correspond le cone d'ap-
plication Cj obtenu en prenant la somme topologique CX + Y puis en identifiant
( x, 0) €CX avec [ (x) pour tout x € X. La restriction de 1'identification
CX +Y C/ a4 Y définit une injection continue Pf: Y -*C/.

Désignons par [X, Y]ol'ensemble des classes d'homotopie des applications

préservant les points-bases.

THEOREME 3. ( Puppe ).- La suite X/—>Y—> C, est exacte, c'est -a- dire pour tout
P

/

espace V avec point-base, la suite induite

[x, vl,— [y, vl < [c, vl
r P

est exacte, c'est -a- dire Ker f = Im P{ (avec la structure d'ensemble muni d'un

élément distingué, la classe d'homotopie de l'application constante).

Corollaire.- La suite

(9 X—+Y—~C,—~ C
) f et ey PI
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est exacte

Lemme.- La suite (Pf) est homotopiquement équivalente a la suite ((®f)

X->Y » C} > SX - SY o> SC? > S2%x
f Pf1Qf sf SPf sOf

od C// Y = $X est la premiére suspension de X, et Q/ la projection naturelle.

En résumé, on peut associer 3 (({f) une suite exacte d'ensembles munis
d'un élément distingué :

[x, vi—=[y,v] < [c,. v]—I[sx,v]l~ [sy, v]
o °Pr* ‘orx osf* °

0.4. Cohomologie non abélienne.
4.1. Cobomologie non abélienne dans un faisceau de groupes [ 101[6]1[ 111

Soit G un faisceau de groupes sur 1'espace topologique X. Soit U =} i}iel
U; de X, i parcourant un ensemble d'indices

I. Une p-cochaine de U a valeurs dans G est une fonction qui associe a toute sui-

un recouvrement formé d'ouverts

te i, 14, ..., ip de p+1 éléments de I tels que U; n U; ~... nU; ne soitpas

o 4
vide, une section de G au-dessus de cet ouvert,.

On dira que ( g) est un O-cocycle si les sections g; et g]- satisfont 3
la condition g8; = §; sur l'intersection Ui n Uj. pour tout i, j € . Par définition,

H° (X, G) serale groupe S(X, G) des sections de G au-dessus de X.

On dira que (f) est I-cocycle de U a valeur dans G si, pour tout triple (7, j, k)
on a fzk /ljf]k sur U, nUi nU,. L'ensemble des 1-cocycles sera désifné par ZI( u, Gg)
Deux I-cocycles (f) et (f') € ZI(U G) seront dits cobomologues s'il existe une O-co-
chaine(g) telle que / =8; f,, g] sur U, nU
Le quotient de ZI(U G) par cette relanon d'équ1valence sera désigné par H (U, G)
et sera appelé le premier ensemble de cohomologie de U a valeur dans G.

Soit V = {V }m e M un recouvrement ouvert de X plus fin que U soit 7 une ap
phcatxon m —~Tin de M dans I telle que, pour tout m €M, V, cU, . On en déduit par res-

triction et par passage au quotient une application ¢y, de Hi(U, G) dans HI(V, G)qui
est indépendante du choix de 7

DEFINITION 1. Le premier ensemble de cohomologie HY(X, G) de X a valeur dans le
faisceau de groupes G est la limite inductive des ensembles HX(U G) relativement aux
applications ¢,,;,, U parcourant I'ordonné filtrant des classes de recouvrements ouverts de

X.

L'élément distingué de HI( X, G ) est représenté par /1.’. =1€S(U;nU,G)
pour tout U.
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THEOREME 1. H( X, G) est en correspondance biunivoque canonique avec I'ensemble de
toutes les classes d'isomorphie de fibrés sur X, de fibre F et de groupe structural G opé-

rant effectivement sur F, L'élément distingué de HY(X, G) correspond & la classe d'iso-
morphie du fibré trivial E = X X F,

DEFINITION 2. (premier cobord)- Soit une suite exacte de faisceaux de groupes

e~G -G —~G'"—e
i i
Soit ¢ une section du faisceau G'’, il existe un recouvrement ouvert U ={Uil'61

de X tel que la restriction c; de c a U:’ soit, pour tout i, l'image parj d'une section
b; de G au-dessus de U, Comme c; = c; dans U!.,.. il existe, pour tout x de Ui;" un élé-
ment unique ai](x) € Gx, tel que b,(x) = bl(x)ail(x). L'application x —»ai](x) est une
section 4y de G’ au-dessus de Uii’ de sorte que bi = bzaij' ce qui entraine que la I-co-
chaine (a!.,.) est un I-cocycle. Sa classe de cohomologie ne dépend pas du choix des b&,.
A ¢ est donc associé un élément bien déterminé Su(c) de HI( U, G'). L'image dans
H1( X, G') de SU(c) est indépendante du recouvrement U choisi. Dans le cas ol la suite
exacte de groupes e -~ G'— G — G''—~ e est fibrée la section ¢ induit cette fibration sur

X et 8(c) e HI(X, G') est la classe de cohomologie de ce fibré induit.
THEOREME 2. Soit une suite exacte de faisceaux (de groupes)

e—+G —G—G'"—e

la suite

e ~HYX, G') = HYX, G) —HX, G'") —
i* ix* S
[+]

o

—~Hix, ¢')~HYXx, G)—~HYX, G")
;* 0*
4
1 ]1

*: .* . - . . . ,
oz i, j, sontdes homomorphismes de groupes, i, et j; des applzcatzpns d'ensembles

avec élément distingué, est exacte. De plus deux sections c et ¢’ de G'' ont méme ima-

ge par & si et seulement si cc'l est I'image par j d'une section de G.
0.4.2. Cobomologie non abélienne simpliciale | 6d].

Soient X un ensemble simplicial et G un groupe simplicial. On appelle p-cochai-

ne de X a valeurs dans G une suite de fonctions
o Xn——-o Gn-p

satisfaisant aux éonditions suivantes :
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pour p = O, so=0s; (i 20), dicr=0'di (i 21)
pour p = 1, o5, =1, SO=05,, (i 20), di0'=0'di+1 (i21)
Une O-cochaine 7) est dite 0-cocycle sil'on a en outre d 7 ='r)do Une I-cochaine T
est dite I-cocycle si elle vérifie en outre la condition
(Tdox). (do'tx) = 'rdlx
Les O-cochaines forment un groupe C°(X, G) avec /M (x) = 7' (x).n(x). Ce

pe opére a gauche sur l'ensemble c! (X, G) des I-cochaines et cocycles :

(n7) (x) = (ndx).T(x).(d nx)?

On définit I'opérateur cobord §: C°(X, G)=CI(X, G) en posant aﬁ“, oL ",_ l
.‘.) . . / s-'j
(8m) (%) =(ndx)(dmx)! ol /u
K K K 'ei \__//
DEFINITION.- H° (X, G) = Hom (X, G), groupe des applications simpliciales de s‘&glénstv, J =)

1
G. H* (X, G) = ensemble des classes d'intransitivité des opérations de C°( X, G) sur

I'ensemble 21 (X, G) des I-cocycles.

PROPOSITION.- H! (X, G) s'identifie a I'ensemble des classes d'isomorphie de produits
tordus principaux (réguliers ) de base X, fibre G. Il contient un élément priviligié corres-

pondant a la classe des produits tordus principaux triviaux.

0.4.3. Cobomologie non abélienne discréte (P. Olum [ 23]).

Soient X un espace topologique, S(X) son complexe singulier, A cX, un sous-
espace et II, un groupe non abélien dont la loi de composition est encore notée additive-
ment. Pour n = O, I, une n-cochaine c” est une fonction qui associe 3 chaque 7-simplexe
u, € §(X) un élément c"(un) ell tel que c"(un) =0 pour u €S(A). Soit C"(X,A;Il)
I'ensemble des n- cochaines. Une cochaine  z° est un O- cocycle si zo(doul) =
z° (dju;) pour tout I-simplexe u,;. Soit Z°(X, A:Il) I'ensemble des O-cocycles. Le
groupe H( X, A; II) est défini par H°( X, A; II) = Z% X, A; II). Un I- cocycle z1 est
un élément de CI(X, A; II) tel que zl(douz) - zl(dtuz) + 2'1(:1'2 u,) = 0 pour tout
2-simpleee U,. Soit ZI(X, A; IT) I'ensemble des I-cocycles. Deux 1- cocycles 2! et 2!
sont cobomologues s'il existe une O-cochaine c® € C°(X, A; IT) telle que zz(u1)=
- c(dyjuy)+ zI(uI) + c°(d_u;). Soit Hicx, A; 1) I'ensemble des classes de coho-
mologie de I-cocycles. Il a un élément distingué : la classe du I-cocycle trivial qui as-
socie A tout u; 1'élément neutre de I Si Il est abélien on retrouve la cohomologie ( abé-

lienne) classique.

Etant donné un triple (X, A, B) on définit le cobord & : H( A, B; II)» Hi(x, A1)
comme suit : étant donné h° € H°( A, B; II), on définit ¢® € H°(X, B; II) par
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c°(uo) = b°(uo) pour u_ €S(A), c°(u°)= O si uoﬁA; puis 2lezl(x, A; 1) par
zl(ul) = - c°(d1 ug) + c°(do u,) pour tout u; €S(X). La classe de ce z! est S(5°).
Tous les axiomes de la cohomologie classique ( Eilenberg-Steenrod) sont vérifiés par

HO(X, A;II) et HI(X, A; AH). En particulier on a la suite exacte
0-H°(X, A; T)~H°(X, B; 1) » H°(A, B; 1) S ul(x, B; 1)~Hi(x, B; 1I)
~HicA, B; 1)

0.5. Théorie générale des prolongements de variétés différentiables.

cf. Ehresmann [8c,de,f,g] ainsi que Atiyah [0], Nickerson [ 22] et Kodaira-Spencer [ 16].



CHAPITRE UN

CLASSIFICATION DES ESPACES FIBRES

1.1. L'ENSEMBLE (X,G).

1.1.1. Equivalence et classification.
1.1.1.1. Généralités.

Nous savons qu'il existe plusieurs définitions d'espaces fibrés topologiques. Citons
quelques exemples par ordre croissant de précision de structure :
1/- espaces quasi-fibrés (Dold-Thom [7] ). (les fibres sont de méme type d'homotopie

faible , c'est -2- dire elles ont les mémes groupes d'homotopie).

2/- espaces fibrés au sens de Serre[ 1], [4]( satisfaisant au théoréme de relévement: d'ho-

motopie pour les polyedres).

3/- espaces fibrés au sens de Hurewicz [9] ( satisfaisant au théoréme de relévement

d'homotopie pour tous les espaces ; toutes les fibres sont de méme type d'homotopie) .

4/- espaces fibrés localement triviaux ( Ehresmann- Feldbau [8b,g] ) (toutes les

fibres sont isomorphes)

5/- espaces fibrés localement triviaux a groupe structural topologique ( Ehresmann Steen-
rod). [8b][ 27]
De méme pour les espaces fibrés simpliciaux dont les réalisations géométriques

sont, moyennant certaines conditions les équivalents des précédents :

1/- produits cartésiens tordus & semi-groupe structurai (Dold [71)

2/- espaces fibrés au sens de Kan.

3/- a définir

4/ - fibrés simpliciaux. (Barratt, Gugenheim, Moore [1]).

5/- fibrés simpliciaux A groupe structural (ou produits cartésiens tordus réguliers a groupe

structural. ) (Barratt, Gugenheim, Moore [1]).

Remarque 1 : Il reste a définir en général |'équivalent simplicial de l'espace fibré au sens
de Hurewicz. Néanmoins lorsque la base est dominée par un polyédre localement fini le
fibré de Hurewicz simplicial est de méme type d'homotopie fibré qu'un fibré simplicial au

sens de Barratt, Gugenheim, Moore, d'aprés un résultat de Fadell, ' (cf. Préliminaires).

NOTA. Remarquons ici qu'une premiére théorie des espaces fibrés a trois dimensions a fibres iso-
morphes au cercle S! et admettant des fibres exceptionnelles a été développée par H. Seifert.
( Topologie drei dimensionaler gefaserter Raiime. Acta Math. 60 (1932). M. 147- 238). Cette si-
tuation a été généralisée dans la thése de G. Reeb. ( Variétés feuilletées Act. S. et I. Hermann.
Paris 1952, ( voisinage d'une feuille compacte a groupe fondamental fini) et dans[sh] (feuilletage

dont chaque feuille appartient a3 un tube parfait).
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Pour tous ces espaces fibrés la notion d'équivalence (ou d'isomorphie) se défi-

nit de la mé&me maniére. On impose la commutativité du diagramme suivant

b
E E'
!
S
b '
X X

en précisant

(1)- L'application induite sut chaque fibre : équivalence homotopique faible, forte, homé-

omorphisme, homéomorphisme qui respecte les G-isomorphismes de fibres sur fibres;

(2)- l'application induite sur la base : équivalence homotopique, automorphisme, identité.
Notons respectivement ces rélations d'équivalence :

(Hf) : équivaleﬁce homotopique fibrée faible

( §) : équivalence de Serre

(HF) : équivalence homotopique fibrée forte

(1) : isomorphie localement triviale

(IG) : isomorphie de fibrés G-principaux.

Dans tous les cas de 1/ & 5/ (resp. 1'/ 4 57) le probléme de classification
des espaces fibrés comporte deux aspects suivants :
1- reconnaitre quand deux espaces fibrés sont isomorphes.
2- énumérer les classes d'isomorphie (c'est-a- dire établir une correspondance biunivo-
que entre l'ensemble des classes d'isomorphie et les éléments d'un systéme algébrique

défini canoniquement a partir de la base X, de la fibre F et du groupe G).

Pour les espaces fibrés localement triviaux topologiques ou simpliciaux, avec ou!
sans groupe structural, la classification a été examinée de différents points de vue
groupe classifiant G(X) et espace classifiant X( G ) (Milnor[ 18]) ; cohomologie non abé-

lienne ( [6},[10],[11] ) de X dans le faisceau G des jets locaux de X dans le groupe
G ; W-construction [ 1].

Dans la suite il s'agit de voir dans quelles sous-catégories d'espaces topologi-

ques, d'ensembles simpliciaux, de groupes topologiques et simpliciaux ces classifica-

tions sont équivalentes.

1.1.1.2.Classification des espaces fibrés de Serre.

Le probléme général dans le cadre topologique n'a pas été examiné jusqu'a mainte-
nant. Néanmoins pour les bases connexes ce probléme peut se ramener a la classifica-
tion des fibrés simpliciaux en utilisant la théorie de Barratt-Gugenheim-Moore [1] : a

tout espace fibré de Serre on peut associer canoniquement un espace fibré de Kan ; ce
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dernier admet un retracte par déformation qui est un espace fibré minimal unique & une
équivalence prés ; si la base est connexe tout espace fibré minimal est un fibré simpli-
cial ; alors la classification se fait par 1'espace classifiant W(A(Y)),ou Y désigne

la fibre type.

1.1.1.3.Classification des espaces fibrés de Hurewicz.

En vertu du théoréme de Fadell [9], sila base est dominée par un polyedre loca-
lement fini ce probléme se raméne a-ta classification des fibrés localement triviaux par
type d'homotopie fibrée. Le traitement du cas général n'a pas été examiné jusqu'a main-

tenant.

DEFINITION 1.Deux espaces topologiques X et X' sont de meme fype d'homotopie

stricte si

I- X et X' sont de méme type d'homotopie.

2- les monoides des équivalences homotopiques A (X) et A(X') sont isomorphes.
DEFINITION 2. Un espace fibré de Hurewicz est de type strict si toutes les fibres sont
de méme type d'homotopie stricte.

La classification des espaces fibrés de Hurewicz de type strict peut se faire en

appliquant la W-construction au monoide A (F) des équivalences homotopiques de la

fibre-type F.

REMARQUE. L'équivalence homotopique stricte ( EHS) est intermédiaire entre 1'équi-
valence homotopique ( EH) et 'homéomorphie topologique ( HT ). Il serait intéressant

de savoir dans quel cas ( EH) entraine ( EHS) et ( EHS) entraine (HT ).

1.1.2.4.1somorphie relative.

DEFINITION. Soit A un sous-espace de X. Deux espaces fibrés E et E' sur X sont

A-isomorphes si les restrictions E , et E'y sont isomorphes.
Exemple : Un fibré n-trivial est un fibré B - isomorphe au fibré trivial.

Notation : Désignons par (X/A; G) l'ensemble des classes de fibrés G-principaux

A-isomorphes sur X.

Par la restriction 2 A des fibrés G-principaux sur X on a une application cano-
nique associée a igr A—X
*
iyt (X, G) — (A, G)

D'autre part en projetant une classe d'isomorphie de (X, G) dans sa classe de A-iso-

morphie nous avons une application canonique :

by: (X, G) —~ (X/A; G)
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De méme en associant i une classe de A-isomorphie la classe correspondante d'iso-

morphie de fibrés G-principaux sur A, nous avons une troisiéme application canonique
a4 (X/A; G) — (A, G)

En résumé nous avons le diagramme suivant :

(A) ‘ (X, G)_Pa, (X/A; G)
*
i, (A G)

PROPOSITION. Le diagramme (A) est commutatif et (X/A; G) est isomorphe a Im i:.
DEMONSTRATION évidente.
1.1.2. Espace classifiant et W -construction.

Soit G un CW-groupe dénombrable. La construction de Milnor[18] lui fait corres-
pondre l'espace classifiant X (G) dont le type d'homotopie est uniquement déterminé
par G. Soit S (G) le groupe simplicial complexe singulier de G. La W-construction
appliquée a S (G) conduit & I'ensemble simplicial W(S(G)). Soit d'autre patt le com-
plexe singulier S (X(G)).

PROPOSITION. L'ensemble simplicial S (X(G)) a le méme type d'homotopieque
W(S(G)).

DEMONSTRATION. En effet, considérons la fibration universelle E (X(G), G) et pas-
sons aux complexes singuliers. Nous obtenons un produit cartésien tordu régulier
S(G)=~S(E)=S(X(G)). L'ensemble S (E) est contractile et de méme type d'homoto-
pie que W (S(G)), fibré simplicial universel de groupe S ( G). La proposition découle

alors du théoréme de classification des fibrés simpliciaux  [1] .

Considérons maintenant les réalisations géométriques |§ (G)] s |W (S(G))I s

|S(X(G))|, etles espaces classifiants X (G) et X (|S(G)| ).

PROPOSITION. Si G et S( G) sont équivalents au sens de Milnor, alors X(G)
X(1S(G)|), IS(X(G))| et |W(S(G))| sont de méme type d'homotopie.
DEMONSTRATION. L'équivalence homotopique X ( G)~|W(S(G))| découle de la pro-

position précédente. Le reste est une conséquence du théoréme de Milnor sur X (G).

Dans la suite nous appelleions les CW-groupes dénombrables G qui sont équi-

valents au sens de Milnora |S(G)|, des groupes W-admissibles. Pour cette sous-caté-

gories de groupes topologiques et pour le probléme de classification qui nous intéresse,
nous pouvons utiliser indifféremment les notions d'espace classifiant de Milnor ou de

W- construction.
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1.1.3. Espaces fonctionnels topologiques et simpliciaux.

Soient X et Y deux espaces topologiques, yX I'espace de toutes les appli-
cations continues de X dans Y, muni de la topologie de la convergence compacte. Con-
sidérons le complexe singulier §( YX) et I'espace fonctionnel simplicial § ( Y)S®  au
sens de Heller [19]. Ces deux ensembles simpliciaux ne sont pas toujours de méme type
d'homotopie. Néanmoins si X est un CW-complexe fini et Y un espace de type K (7, n)
ou un espace dont tous les invariants de Postnikov sont nuls, alors on a :

n (YN = m(s(y)s),

DEFINITION. Un espace topologique X est S-admissible si pour tout CW-complexe
Y ona : 7TO(YX)=7TO(S(Y)S(X))

c'est -a- dire : [x, Y] = [s(x)S(Y)]

LEMME 1.- Soit A un espace topologique, B et B' deux espaces topologiques de méme
type d'homotopie, alors (A B] = [4 B']

DEMONSTRATION.- Si B et B’ sont de type K (7, m) le lemme est évident car
[A, K(m m)] = H™(A, 7). Supposons le lemme démontré pour les p*é™€S systé-
mes de Postnikov de B et B'. En appliquant le théoréme de la suite exacte d"homotopie

aux deux fibrations

Hom ( A, K(7Tp+1(B))—aHom(A, B(p'H)) — Hom (A, B(F))
Hom (A, K(T,, ;(B")) —~Hom (A, B' (*1)) ——Hom (A, B'(?))

on voit que [ A4, Bt ] = [ A, B'@®*1) ] En tenant compte du fait que deux espa-
ces qui sont de méme type d'homotopie ont le méme systéme de Postnikov le lemme est
ainsi démontré.

LEMME 2.- Soient A et A' deux espaces topologiques de méme type d'homotopie et B
un espace topologique quelconque, alors [ A, B1 = [ A’, B ].

En effet, on peut vérifier que si f: A — A’ admet une homotopie inverse a gau-
che I : A* —A, lof ~ iA,, alors /*: [ A, B] — [ A B] estun épimorphisme. De
meéme si [ admet une homotopie inverse a droite /* est un monomorphisme, d'ol le lemme,

En combinant les deux lemmes précédents, on a la
PROPOSITION. Soient A et A’, B et B' deux couples d'espaces topologiques respec -
tivement de méme type J’bomotopie A~ A , B~ B
alors : la B] = [A, B 1.

De ce qui précéde on déduit la

PROPOSITION. Soient X un espace S-admissible, G un groupe W-admissible, alors :

[x, W(G)] = [s(x), W(s(G))]
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1.1.4. Cohomologie non abélienne et espace classifiant [18] .

Soit G un C-W-groupe dénombrable, G le faisceau des jets locaux des applica-
tions pointées d'ouverts de X dans G, et HI (X, G) le I-ensemble de cohomologie de
X dans G. Nous savons que H1( X, G) est en correspondance biunivoque avec l'ensemble
de toutes les classes d'isomorphie d'espaces fibrés G-principaux sur X (Dedecker [Aa],
Frenkel [10], Grothendieck [11] ). D'autre part G étant CW- dénombrable, 1'espace classi-
fiant X ( G) de Milnor existe et il est unique a une équivalence homotopique prés, par con-
séquent [ X, X(G) ] est défini & un isomorphisme prés. Or d'aprés Milnor on obtient tous
les espaces fibrés G-principaux sur X par des applications de X dans X (G). Ainsi
[ X, X(G)] estI'ensemble de toutes les classes d'isomorphie d'espaces fibrés G-prin-
cipaux sur X. De tout ce qui précéde on déduit que H(X, G) est isomorphe a [X,X(G)]
Si G est CW-dénombrable. Plus précisément, soit HI(X (G), G) le 1- ensemble de coho-
mologie de X ( G) dans le faisceau non abélien G, et [£] la classe de cohomologie de
la fibration G- principale universelle sur X (G ). Soit f: X — X (G) un représentant de
saclasse [ f] : e[ X, X(G) ]. Il induit un homomorphisme d'ensembles pointés
¥ HI(X(G) G)— H'(X, G) ne dépendant que de [ / ]. Nous définissons 1'applica-
tion I:[X X(G)] — HI(X, G) par la formule :

1Ll = (e

PROPOSITION. L'application 1 est un isomorphisme de [X, X(G)] sur gl (X, G)

DEMONSTRATION. L'application I est injective. En effet, supposons, que f*( [£])= ¢
élément distingué de HY (X, G). Comme [ £] est différent de 1'élément distingué de

H1 (X(G), G), 1'application f qui doit induire la fibration triviale sur X doit &tre homo-
tope a l'application constante de X dans X (G). L'application I est surjective, car

[ X, X (G) ] estl'ensemble de toutes les classes d'isomorphie d'espaces fibrés G-princi-
paux sur X, et lorsque [ f ] parcourt tout [ X, X(G)] sonimage I( [ f1) par-

court tout HI (X, G )

1.1.5. Cohomologie non abélienne et groupe classifiant de Milnor. [ 18 a]

Soient G et G' deux CW- groupes dénombrables. D'aprés la construction de 1'espa-
ce classifiant de Milnor, un homomorphisme b : G — G' induit canoniquement une applica-
tion : X(h) : X(G) —X(G")

DEFINITION. Deux homomorphismes b, et b, de G dans G' sont dits GC-équivalents si

X (by) et X (h,) sont bhomotopes.

Désignons par ( GC) cette relation d'équivalence dans Homg (G, G'), le groupe

des homomorphismes de G dans G’, et par [G, G’ ] e I'ensemble quotient Homg(G,G') /(GC)
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qui a pour élément distingué la classe des homomorphismes b tels que X (b) soit homo-

tope a 1'application constante,

Soient G un CW-groupe dénombrable, X un CW-complexe dénombrable connexe
G (X ) le groupe classifiant de Milnor de X, S(X) et S(G(X)) leurs complexes singu-
liers respectifs, Q(S(X)) I'espace des lacets de S (X)), et |S (G(X))| la réalisation
géométrique de S (G(X)). On vérifie facilement les assertions suivantes :
PROPOSITION 1: [ G(X), G ]g = (X, G)

PROPOSITION 2 : ) (S(X)) a le méme type d'homotopie de groupe que S (G(X)) et
G (X ) est équivalent au sens de Milnor a |S ( G(X))l .
corroLAIRE. [ G(X), Gl = [Q(s(x) s(6)],.

Considérons maintenant I'ensemble HI (X, G(X)) et soient [ £] la classe de
cohomologie de la fibration universelle E (X, G(X)). Un homomorphisme 4 : G(X)—G
induit une application d'ensembles pointés by : HY (X, G(X)) — H! (X, G) qui ne
dépend que de la classe de ( GC )- équivalence [b]g de b,

Définissons 1'application I: [G(X),G]g » HY(X, G) par la formule
L (lbl)=b(0£&]1)

PROPOSITION 3 : I estun isomorphisme d'ensembles pointés.

1.1.6. W - construction et cohomologie non abélienne simpliciale de P.Dedecker[éd].

Soient X un ensemble simplicial, I" un groupe simplicial non abélien opérant
effectivement sur un ensemble simplicial Y, et Hl (X, I") le I-ensemble de cohomologie
non abélienne simpliciale de X dans I.

A un I- cocycle

T: X =T
nous pouvons associer canoniquement une application :

k:X —W(I)

par la formule
kp(x)=[r(d¥ 7(d"2x), .., 7(x)] si xeX, .
On vérifie facilement que si 7' est cohomologue & T alors k, ,est homotope & k_, d'od
avec les m&mes raisonnements que plus haut, la proposition sui vante
prROPOSITION : HI(X, ") estisomorphe a [ X, W(I" )]
1.1.7. L'ensemble (X,G).

De tout ce qui préceéde il résulte le théoréme suivant :
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THEOREME. Dans les sous-catégories des espaces topologiques S-admissibles et des
groupes W-admissibles les ensembles pointés (X, G), Hl (X,. G) [ X, X(G)],
[ s(x) W(s(G) 1, HL(S(X) S(G)), sont isomorphes, les isomorphismes étant

réalisés par les applications canoniques définies plus baut, ainsi que par leurs composées.

‘Autrement dit pour de tels espaces et tels groupes la classification des espaces
fibrés principaux topologiques ou simpliciaux peut se faire indifféremment par les diffé-

rentes méthodes citées, et le résultat commun peut &tre noté par la notation unique (X, G).

REMARQUE 1. Cette situation est analogue au cas des couples triangulables sur lesquels
toutes les théories homologiques sont équivalentes.
REMARQUE 2. Si on se restreint 4 des espaces X connexes, on peut encore ajouter

[G(x) G] ¢ dans le théoréme précédent.

Fibrés principaux avec point- base.

Soit X un espace muni d'un point-base x . Un fibré principal avec point-base est
défini par la donnée d'un fibré principal sur X et d'un point base de l'espace total se pro-
jetant sur x_. On ne considére alors que des homomorphismes de fibrés respectant les
points-bases. D'autre part on peut vérifier que 1'ensemble (X, G)O des classes d'iso-
morphie de fibrés G-principaux munis de point-base est isomorphe a3 [ X, X (G) ] o €0-
semble des classes d'homotopie des applications continues de X dans X ( G) respectant
les points-bases. Soit Hl(x, G), l'ensemble des classes de cohomologie de I-cocycles
appliquant le point-base x_ sur I'identité de G, le théoréme précédent est encore valable
en remplagant (X, G) par (X, G), [ X, X(G)] par [ X, X(G)}O, HI(X, G) par
HI(X, G),, ete...

Automorphismes de (X, G)

Soit A (X ) le groupe de tous les automorphismes de X. Ce groupe opére a droite
sur Hom (X, X (G)). Il est clair que 1'opération est compatible avec 1'homotopie. Par
passage au quotient nous obtenons une opération de 7TO(A (x)) sur [ X, X (G)].L'en
semble quotient [ X, X (G) ] / 7, (A (X)) peut s'interpréter comme 1'ensemble des
classes d'isomorphie invariante par automorphismes de la base.

EXEMPLE. X = Sz, sphére de dimension 2 ;G = st = K(Z, 1) Alors (X, G)=2Z
et (A(X)) = 22 et I'ensemble quotient est Z+, le monoide des entiers positifs ou

nul .

REMARQUE. On peut aussi considérer, dans ce qui précéde, a la place de A (X)), le

monoide des équivalences homotopiques de X.
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1.2. RELATION ENTRE ( X,.G) ET H"*1(X, 7(G)).
1.2.1. L'isomorphisme classique.

Nous savons que si G est de type K (7, n) od 7 = 7Tn(G). n > 0 alors l'Aes-

pace classifiant W (G) est de type K (7, n+1). 1l s'en suit que
(X, G)=[xWw(G))l =[X K(m nt1)] =" 1(X, M)

Remarquons que pour n = 0, 7TO(G) peut ne pas étre abélien, et alors HI(X, )
est le J-ensemble de cohomologie non abélienne discréte ( de P. Olum [23]).
Il s'agit de généraliser cette relation au cas ot G n'est plus de type K (7 n).

1.2.2.Cas ou G est abélien.

Dans ce cas W (G) est aussi un groupe abélien et (X, G) = [ X, W(G)] est
un groupe (abélien) .On peut appliquer le théoréme de la suite spectrale du groupe
[ X, G] (Wei Shu Shih [26]). Vu les hypothéses la suite spectrale correspondante est
triviale, et nous avons l'isomorphisme : (X, G) = E[ grtl (X, ‘7Tn) ou 77 parcourt
UA (G). On retrouve ainsi la projection canonique (X, G) —» yntl (X, , ) qui est un ho-

momorphisme de groupes abéliens.
1.2.3. Cas ot G est non abélien et (n-'l)-conneie, n>0.

Soit G un groupe topologique non abélien (n-1)- connexe, n > 0. Dans ce cas
W (G) n'est plus un groupe et le théoréme dela suite spectrale de [X, G] n'est plus
applicable. Nous allons étudier directement une relation entre 1'ensemble (X, G) et le
groupe abélien grt! (X, 7Tn( G)) de cohomologie de X dans le premier groupe d'homoto-

pienonnul 7 (G), n>0.

THEOREME.- Soit X un espace topologique, G un groupe topologique (n-1)- connexe,
n > 0. Il existe une application canonique et fonctorielle de (X, G) dansle (n +1) -

groupe de cobomologie H™t1 (X 7,(G)) de X dans le premier groupe .d'homotopie non
nul de G

8pp1 (X G) = H™ (X, m (G)

appliquant une classe d'isomorphie de G-fibrés [ £] €(X, G) sur une classe de cobomolo-
gie homotopique™ 3n+1 { [£] ) qui est la classe caractéristique de [£] .
Si G est abélien ‘8n+1 devient un homomorphisme de groupes. Si G est de

type K (1M, n) alors 3n+1 est un isomorphisme de groupes.

Autrement dit, 8n+1 associe a4 chaque classe d'isomorphie d'espaces fibrés 1'ob-
struction & l'existence d'une section continue de cette fibration. Canonique veut dire ici
indépendant du choix des classes d'isomorphie. D'autre part 3n+1 est fonctoriel dans ce

sens : soit une application continue f: X —= X', f induit une application d'ensembles
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pointés /: : (X', G) — (X, G) et un homomorphisme de grouvpes.
/:; s H™H (xr 7, (G)I — gt 7,(G)). L'application § ,, commute avec f; et/

autrement dit, le diagramme suivant est commutatif

| 5, .
(X! G) H™ (X', 7 (G))
sl s
(X, G) H* (X, 7 (G))
n+1

De méme soit G' undeuxiéme groupe (n-1)- connexe et b : G —>GV' un homomor-
phisme, b induit un homomorphisme
7, (G) — 7 (G")

et nous avons encore le diagramme commutatif suivant

(X, ) — H" (X, 7 (G))

n+1
b J [ b
* *

(X, ') — H"™ (X, 7 ("))
n+t1

La démonstration du théoréme est basée sur I'étude de la suite exacte des (X, G)
attachée a la suite exacte de groupes
— —_ — (n) —_—
e G[n] G G e
ol G[n] est la fibre de la fibration de G sur son ni¢me systéme de Postnikov G,
Rappelons que 7, (G[n]) =7, (G) pour i >n et ™, (G™) =m,(G) pourj < n
Construction de 8n+1" C'est la projection
(X, G) — (X, G(")
associée 3 1'épimorphisme G —= G™. La construction explicite est basée sur la
décomposition en systéme de Postnikov de W (G) et le lemme suivant [253]
LEMME.- W(G)("+1) est isomorphe & W(G(")), [25a],
Ainsi 8n+1 est le composé des isomorphismes et projections canoniques suivants
(X, 6)=[x, W(6)l—[x W)™V =[x, W(6™)] =
= _pynt
= [ X K(m (G), n+1)] =H"*}(X,7 (G))
Interprétation géométrique de 3n+1 . Elle est basée sur le lemme suivant
LEMME.- Pour qu'un G-fibré principal soit (n+1)-trivial, il faut et il suffit que son
groupe structural puisse étre réduit au groupe G[n]"

Autrement dit, dans les hypothéses du théoréme, nous avons la suite exacte
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SIX, WG )1-1X,WG)] » [ X, ,,(WG)]-
'n Pney
ot la projection p .  est induite par l'injection canonique du (n+1)éme squelette
X, + dans X.
Par comparaison avec la suite exacte :
SIX,W(G )1 -1X,WG)] » [x,W(c")]-
'n 8rz+1 :
nous voyons qu'un G- fibré principal sur X est n+1-trivial si et seulement si sa
classe d'isomorphisme est dans le noyau de Sn +1» car Ker b

n+1=lmzn=Kerpn+1.

En vertu de I'unicité de la classe caractéristique d'un espace fibré nous avons donc le

LEMME. Soit [ £] €(X, G), la classe Sn +4( [£1)en™? 1(X,7Tn(G)) est I'obstruc-
tion primaire i l'existence d'une section continue dans le fibré défini a un isomorphisme
pres par [ £1].

Autrement dit 5" +1( [ £1) estla classe caractéristique de [ £ 1.

La fonctorialité de Sn ‘1

se vérifie facilement.

. Si G est abélien W(G) est un groupe abélien, de méme pour W(G) ("t Vet
la projection p_ ., : W(G)- W(G)(" *1) estun homomorphisme de groupes abéliens,
d'out la propriété énoncée.

Si G est de type K(77,n) nous savons que W(G) est alors de type K(7,n +1)

et 8, estl'isomorphisme [ X, K(7,n+1)]1=H" (X, 7).

Dans le cas particulier ot 77 = Z et » = I nous avons le

COROLLAIRE. L'application

8, :HYX,C )»H*(X,Z)

est un isomorphisme et 32( [£])= c,( [ £1), premiére classe de Chern de [ £1.

DEMONSTRATION. En effet, C* est de méme type d'homotopie que le cercle S' qui
est un groupe abélien x de type K(Z,1). Son espace classifiant est I'espace projec-
tif de dimension infinie, de-type K(Z, 2 ), d'o la propriété, en tenant compte de 1'iso-

morphisme H1(X, Cc*)= [X,W(C*)] eten appliquant le théoréme précédent.

1.2.4. Caractérisation de Im Sn -

Soit un groupe topologique G, non abélien, et (n-1)-connexe : 7,(G) = 0

pour i < n-1. Nous savons qu'il existe une application canonique :

8,01 (X,G)>H" XX, 7 (G)) .



30 NGUYENDINHNGOC

Il s'agit de délimiter I'image de Sn +1°

Nous allons chercher une condition nécessaire  pour qu'un élément
keu™* 1(X,7Tn(G)) appartienne a l'image de Sn +1- Soit 77 le deuxiéme groupe
d'homotopie non nul de G , m2n+l, 2,(G) =0 pour n<i<m. Soit
EeHm* 1(71”, n,7 ) l'invariant d'Eilenberg-Mac Lane de G, il définit . canonique -

. . 1z + .
ment ,par désuspension un élément &' € H™ 2(7Tn,n+1,7Tm), qui n'est autre que

I'invariant d'Eilenberg-Mac Lane de 1'espace classifiant W(G).
THEOREME. Si k appartient & l'image de 8, , alors £&' ok = 0.
DEMONSTRATION. En effet, on a les isomorphismes suivants :

H* (X, 7 (G)) =[X,K(7_ ,nt+1)]

H™*2(m n+1, 7 )=[K(7 (G), n+1),K(7 _(G),m+2)].

et le diagramme, ol nous identifions une classe avec son représentant :

g

N
k

X W(G)

4

WiG)m* o K(m (G),m+1)
WG " Ve k(7 (G)n+1)

N

on ke[ X, W(G)("* V] et & e[ W(G)("* V) W(w(G)(m+1))], g el X,W(G) ]
et g e[ X, W(G)("* V)],

Wwee) ™) - k(7 (G),m+2)

Nous savons que b peut &tre relevé en g’ seulement si £' ok = 0. La condi-
tion est nécessaire mais pas suffisante car il faut encore que g' puisse étre relevé en
g: X->W(G).

Néanmoins nous avons le :

COROLLAIRE. Soit G un groupe non abélien topologique ayant seulement deux groupes
d'homotopie non nuls 7Tn(G) et Wm(G). Pour que k € H" + 1(X, ’rrn( G)) appartienne
a I'image de I'application canonique b : H*(X,G) > H" " Y X, 7 (G)) il faut et il

suffit £'o K =0, &' étant I'invariant d'Eilenberg-Mac Lane de l'espace classifiant
W(G).
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1.3. CALCUL DE (X,G).

1.3.1. Cas ou G est de type K(7,n),n>0.

1.3.1.1. Détermination d'une classe.

C'est le théoréme de Hopf-Hurewicz (cf. Paul Olum [23], théoréme 9.11.).

1.3.1.2. Enumération des classes :

C'est le résultat classique : (X, G) = [ X, W(G) ]
= [X, K(7 n+1)]
= Hn+1 (X, 7).

1.3.2. Cas ou G est abélien

1.3.2. 1. Détermination d'une classe.

Si les deux fibrations E (X, G) et E' (X, G) considérées sont définies par leur atlas,
le probléme est résolu par la définition méme d'une classe de cohomologie de X i va-

leur dans le faisceau abélien G. Si E(X, G) et E'(X, G) sont définis respectivement

par les applicatons f: X — W(G) et f':X —W(G) de X dans I'espace classifiant
W (G) on peut remarquer que G, étant abélien, a tous les invariants de Postnikov nuls et
qu'il en est de méme de W (G) et on peut appliquer le théoréfne de Hopf-Hurewicz pour

chaque facteur K (7Tn (G), n). Nous omettons les détails.
1.3.2.2. Enumération des classes.
Nous savons que (X, G) est isomorphe & gl (X, G) oua [ x, W(G) 1. Nous allons
construire un isomorphisme de (X, G) sur ﬁ g t1(x, m,(G)), n=0, 1,
Soit la classe fondamentale & € H* (W (G) H (W(G)). Elle détermine un ho-

morphisme 9 H (W(G)) -—0-77 (W(G)) tel que le dxagtamme suivant soit commutatif

~

= o _
H (W(G) — 7 (W(G)

T

— id T
W*(W(G)) *

c'est -a- dire O5p = idz; , ot b est I'homomorphisme de Hurewicz. En effet le projec-
teur p:H*(W( G)) —»W*(W(G)) relativement & b est bien défini car les invariants de
Postnikov de W( G), qui est un groupe abélien, sont tous nuls. Alors p induit un homo-

morphisme
b, H*(W(G), H(W(G) — H*(W(G), m(W(G)) et D=p (6

Soit k €(X, G). Par I'isomorphisme (X, G)= [ X, W(G)] a k correspond une
application f: X —= W(G) qui induit une application

f*: H*(W(G), m(W(G)) — H*(X, 7 (W(G)).
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Nous définissons {'application

o]
1:(X, 6) — 1 H**1(x, 7 (G)
e

=0

par

I(k) = f*(0)
PROPOSITION : [ est un isomorphisme.

DEMONSTRATION laissée au lecteur.

1.3.3. Cas ou G est non abélien et a deux groupes d'homotopie non nuls.

1.3.3.1. Détermination d'une classe.

Dans ce cas ,'W (G) a deux groupes d'homotopie non nuls 7Tp+1 (W(G)) =T et
7Tq+1 (W(G)) =7 . 1l s'agit de trouver la condition nécessaire et suffisante pour que
deux. applications f, g : X — W (G) soient homotopes. Nous allons le faire en méme
temps que l'énumération des classes.
1.3.3.2. Enumération des classes.

Décomposé en systéme de Postnikov, W(G) estun fibté E(B, F) de base

B = W(G)(p+1) =K (7, p+1) et de fibrte F = K(’ITI', g+ 1). Nous avons le diagramme

suivant :
W(G)=E D> F = K(m', g+1)

f 14

X B — W(K(m', q+1))=K(7'q+2)
' £

et I'application canonique

b, o X, El—1[x Bl = HtYI(xm
définie par
v, ( [71) = [pofl.
D'aprés la caractérisation de l'image de b nous avons Im p = {[&];[£ok]=0}
Posons Im b, = M. C'est un ensemble pointé. Il s'agit de trouver le noyau de 1'application

surjective d'ensembles pointés

[X, E]l—M—e
p

*

Or nous avons la fibration
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Hom (X, E) (B, Hom (X, F))
ol 'l; C Hom (X, B) est l'ensemble des applications de X dans [ qui peuvent &tre rele-
vées en une application de X dans E. Nous avons évidemment 77 (l;) = M. La suite
exacte d'homotopie de la fibration précédente s'écrit, en posant F' = Hom (X, F),

E' =Hom (X, E), et B' = Hom (X, B).
7TI(B')—>7TO(F')—>7TO(E’)—>M —e
Or, d'aprés (Thom [29] ) nous savons que
7y (B') = HP (X, ).
Nous avons donc le diagramme suivant
B (X, m) —O gIHI(X, 1) —
TI'I(B') _ 7TO(F') — 7TO(E')—-'-M - e
o 9: H? (X, m) — g+l (X, ') s'exprime en fonction de I'invariant d'Eilenberg-
Mac Lane de G, soit & € HT (g, p, T'), qui définit 1'accouplement
o £ HP (X, m). B (m p, ') - HIY (X, 7).
Nous avons en effet :

'a(x):xo§

en désignant par x une classe de H? ( X, ).

Posons Q = Im 9. Il est clair que 1'application i : H9T! (X, 7' )/0 — m (E')
est une injection et on a la suite exacte d'ensembles pointés :
e — HIT L (x, m)/0 —[X, W(G)] - M —e
Cn peut vérifier qu'elle est triviale.
Deux applications f, g : X — W (G) sont donc homotopes si et seulement si
pof et pog le sont (on est aussi ramené au théoréme de Hopf-Hurewicz) et la classe

de cohomologie de la différence de cocycles classique d (f, g) appartient a
HITL(x, ) /0.

REMARQUE : 1. On peut encore généraliser ce qui précéde au cas oit G a un seul in-
variant de Postnikov non nul avec plus de deux groupes d'homotopie non nuls. Les mo-
difications sont évidentes et nous omettons les détails.

2. Dans ce qui précéde, on peut aussi appliquer la méthode de P. Olum dans son tra-

vail '"'Invariants for effective homotopy classification and extension of Mappings''.
Mem. Amer. Math. Soc. N° 37, (1961).
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1.3.4. Fibrations sur une sphere.

LEMME.- Soit X un espace connexe par arc, T (X)/'rr1 (X) l'ensemble quotient de
, ( X) par I'opération de ™, (X), alors

[s,,x) =m (X)/m(X)
ol [Sn,X] désigne l'ensemble des classes d'homotopie des applications continues (ne

respectant pas nécessairement les points-bases) de la sphére S  dans X.

DEMONSTRATION.- En effet, comme 7TO(X) = 0, on a une surjection . (X) — [Sn, x]
et deux éléments de , (X) ont méme image si et seulement s'ils appartiennent & une

meéme orbite de , (X)

En appliquant le lemme précédent et le théoréme de la classification des G-fibrés
principaux on retrouve, en tenant compte des isomorphismes 77, (W(G)) = . (Ghvs
M, (W(G)) = M, ( G), un résultat classique di & Feldbau : (Sn, G)= ‘7711_1(6)/’”o (G).

D'autre part 1'ensemble (Sn, G)O des classes d'isomorphie des G -fibrés avec

point-base sur Sn est isomorphe 4 .1 (G).



CHAPITRE DEUX

REPRESENTABILITE DES ESPACES FIBRES.

2.1. INTRODUCTION.

2.1.1. Définitions générales.

Soient X et Y deux espaces topologiques, G et G deux groupes topologiques,

et E(X, G) un G-fibré principal sur X.

DEFINITION 1. Soit ¢: G —G un bhomomorphisme continu. Le fibré principal E (X, G)
est dit (6, @) - représentable s'il existe un fibré principal E' (X, G) et un homomor-
phisme fibré continu, c'est -a- dire une application continue ®: E' (X, G) — E (X, G)

telle que, pour tout x € X, on ait :
Q(h,s)=(P(b,). ¢ (s).

~ o~ ~ o~

h.,€G,, h €G, , s€G, s€G.
CAS PARTICULIERS. 1. Si @ G — G est I'injection canonique du sous-groupe G de
G, alors @ est une injection sur un sous-fibré de E (X, G) et on dit que E (X, G} ad-
met une réduction du groupe structural de G a G. ( Ebresmann (8] )
2. Sig: G— G estla projection de G sur le groupe quotient G alors & est un homo-
morphisxhe de E’ sur E, fibré- quotient de E' et on dit que E ( X, G) admet une exten-

sion du groupe structural de G a G (Ebresmann [8c]).

'DEFINITION 2. Soit f: X— Y une application continue. Le [ibré principal 'E (X, G)
est dit (f, Y)-représentable s'il existe un fibré principal E' (Y, G) tel que le fibré in-
({*E')(Y, G) soit isomorphe & E (X, G).l'isomorphisme | se projetant sur Id X.

On a alors le diagramme commutatif

I
E(X G) = (f*E')(X, G)—EL E'(Y,G)

p p'
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CAS PARTICULIERS. 1. Lotsque f: X — Y est l'injection canonique du sous-espace
X de Y nous dirons aussi que E’' (Y, G) est l'expansion du fibré E (X, G) de X a Y.
2. Lorsque f: X — Y est une projection, nous dirons aussi que E' (Y, G) estla com-

posante de E (X, G) sur Y.

REMARQUES. 1. On a un exemple du cas particulier I- dans le probléme de la factori-

sation d'un espace fibré suivant une relation d'équivalence dans la fibre-type, examiné
dans ( Ebresmann [8d]) : soitun espace fibté E (p, B, F, G) et une relation d'équiva-

lence p dans F. Pour que la projection 7: E (B, F) —= E/p(B, F/p) soit une fibra-
tion telle que l'injection F

E(B,F) soit un homomorphisme fibré
F (F/o, F') —E (E/p, F'), il faut et il suffit que O soit une relation d'équivalence inva-

riante par G. Dans le diagramme suivant

F (F/o, F')

E(E/o F') = E(B, F, G)
ia

F/o — E/p(B, F/p)

k |

B

le fibré E (E/p, F') est une expansion de F (F/p, F') de F/p a E/p.
2. Le fibté E (E/p, F') est encore appelé fibré le long des fibres ( Borel. Hirzebruch.
Characteristic classes and homogeneous - spaces I. Amer. J. Math. 1960).

Cas des suites exactes de groupes.

On peut transposer les définitions et problémes précédents dans le cadre des

suites exactes de groupes en remplagant ''fibré'' par ''suite exacte'', fibre par ''noyau'’,
"base'' par ''quotient'' et '"homomorphisme fibré'' par ''homomorphisme de suites exactes"

Néanmoins, lorsque les groupes ne sont pas abéliens les problémes deviennent trés diffici-

les 4 résoudre, car on ne sait pas encore classifier les suites exactes non abéliennes.

2.1.2. Deux probléemes universels.

2.1.2.1. Enoncés.

Soient A, B, C trois espaces topologiques et les deux diagrammes suivants, ol

les fléches désignent des applications continues
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- - -

1. Les applications b et g étant données, trouver les conditions nécessaires et suf-

fisantes pour que l'on ait :

a) fog = b ( probléme fort)
b) [f1°0gl =14] ( probléme faible)

ot le crochet indique la classe d'homotopie.

2. Les applications [ et b étant données, trouver les conditions nécessaires et suf-

fisantes pour que I'on ait :

a) b = gof ( probléme fort)
) [h)] =[glolf] ( probléme faible)

Il n'y a pas encore de solution générale aux problémes précédents. Pour les pro-
blémes faibles l'une des techniques consiste & associer respectivement aux applica-

tions G et [ les suites exactes d'ensembles pointés

9
(4, Bl —~[4ac] — 9

9" <> [4 ¢l LB c]
ot D, 9 ,et D', 3" sont des ensembles pointés et des applications d'ensembles poin-
tés a définir. En effet on voit alors qu'une classe [h] € [A, C] estl'image d'une
classe [/] € [ A, B] si et seulement si O ( [b]) =6, élément distingué de D. De
méme [b] € [A, C] estl'image de [g] € [B, C] si et seulement si dr1)=6".

On voit que dans ces problémes les applications g: B — C et f: A— B jouent
un rdle important. La technique que nous utiliserons dans la suite consiste 4 construire

des espaces Dg et D'/ de sorte que
9 =1[4D,] e D =1[pD, Cl]

REMARQUE. Les problémes de représentabilité des fibrés se réduisent aux problémes
univ%sels faibles précédents en prenant poutﬂlJa

1-(G,9) -représentabilité : A=X, B=W(G), C=W(G), g= W(¢)et b, I'applica-
tion qui définit le fibré principal E (X, G) considéré.

2- (f, Y)-représentabilité : A=X, B=Y, C=W(G).
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2.1.2.2. Cas des points-bases.

Tout ce qui précéde peut étre transposé de fagon évidente au cas des espaces
munis de point-base, des applications préservant les points-bases, et des fibrés avec

oints-bases. Nous omettons les détails.
p

2.1.2.3. Influence de la commutativité du groupe.

Le lecteur verra dans ce qui suit que le cas des groupes non commutatifs est
nettement plus difficile et mérite d'etre traité a part. Il semble que 1'une des difficultés
réside dans le fait que jusqu'a maintenant on ne connait pas encore de foncteur qui as-
socie canoniquement 3 une suite exacte de la catégorie des groupes non abéliens une

autre suite exacte dans la catégorie des groupes abéliens.

2.1.2.4. Problémes connexes.

Nous allons indiquer quelques relations entre le probléme de (f, Y )- représenta-

bilité et certains problémes connexes.

Elargissement d'une structure fibrée. Soient X un sous-espace de Y, et
une structure fibrée X(V,F,G,H(V,G)). Elargir cette derniére en une structure
fibrée Y(W,F,G,H'(W,G)) telle que l'injection d'espace i : X > Y soit aussi un
homomorphisme injectif du fibré X dans le fibré Y. En particulier lorsque X = F,

V = un point, nous avons le probléme de ['existence d'une structure fibrée d'espace

total Y, de fibrés isomorphes a X.

PROPOSITION. Soit l'injection i : X » Y. Une condition nécessaire pour qu'une struc-
ture fibrée X(p,V, F, G, H(V,G)) puisse étre élargie en une structure fibrée
Y(q,W,F,G,H'(W,G)) est que le fibré carré X%(p?,X,F,G,p*H(X,G)) soit
(i, Y )-représentable.

Démonstration laissée au lecteur.

Reconnaissance d'une projection. Soit p : E > Y, une application surjective
continue; quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que p soit la
projection d'une structure fibrée (topologique) d'espace total E, de base X ? Comme
cas particulier de ce probléme, on a celui de la transitivité des fibrations. Soient deux
fibrés E'(p',Y,F',G',H') et E(q,E',F,G,H),; quelles sont les conditions néces-
saires et suffisantes pour que p = gop’ soit la projection d'une structure fibrée
d'espace total E, de base Y.

L'orsqu'on connait un s\ous-espace non vide X de Y tel que p~( X) soit fibré
sur X par la projection p, on peut ramener les problémes précédents au probléme de

(i-Y)- représentabilité, ott i : X > Y désigne l'injection canonique.
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2.1.3. Résultats classiques.
2.1.3.1. ( G, @)-représentabilité.

2.1.3.1.1. Restriction du groupe structural. C'est le cas o ¢ est un bomo-
morphisme injectif. Ce probléme a été posé la premiére fois en 1942 par Ehresmann
(Espaces fibrés de structures comparables, C.R. t 214, p. 144-147, 26 I 1942) sous
forme de recherche de structures fibrées plus précises qu'une structure fibrée donnée.
Il a été repris comme étude des structures subordonnées a une structure d'espace fibré
donnée et ramené a la recherche d'une section d'un espace fibré associé. On peut aussi
trouver une formulation analogue par Steenrod (Topology of fibrebundles, p. 44, $$9.3
et 9.4). Le probléme a été repris par J. Frenkel [10], qui a retrouvé et précisé les
résultats de Ehresmann, en donnant une classification compléte des résultats, ainsi que
des applications. Récemment Dedecker a réexaminé le probléme en le ramenant & la
construction d'une cobomologie @ coefficients dans un faisceau d'espaces homogeénes.
(Sur la cohomologie non abélienne II,Canad.]J.Math. Vol. 15, pp. 84-93). La technique
utilisée consiste a plonger l'inclusion de faisceaux de groupes : i : ¥ > @ dans un
homomorphisme de faisceau de groupoides : i*: N* @*, D'olt le théoréme : "Soient
@ un faisceau de groupes (non nécessairement abéliens) et ! un sous-faisceau quel-
conque de groupes, données auxquelles correspond une application canonique

it HI(X, ) —>'H1(X, @). Pour qu'un élément £ EHl(X, @) soit dans l'image de

cette application, il faut et il suffit que dans le diagramme suivant :
.1
i

HY (X, % )>HY(X,8 )

toopE

HY (X, %%)» HY(X,8%) > H'(X, §%)
i* i*
son image inverse u* " (&) contienne un élément &* € HI(X,@*) envoyé par j* sur

la classe triviale principale de H( X, §*).

2.1.3.1.2. Extension du groupe structural. C'est le cas ol ¢ est un homo-
morphisme surjectif. Le probléme de I'extension du groupe structural d'un fibré a été
posé par Ehresmann [ 8c ] lors de 1'étude de !'existence d'une connexion de Cartan de
type donné sur une variété donnée. Il a esquissé une solution par la méthode des obs-
tructions homotopiques. Dans le cas d'une extension inessentielle de groupes il a

indiqué une construction de l'extension du fibré donné. Le probléme a été repris par
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Dedecker [6] Frenkel [10] par la méthode de la cohomologie dans un faisceau de
de groupes ou de groupoides, et par Haefliger [12a] par la méthode des obstructions.
Nous rappelons ci-dessous les principaux résultats.

Soit P un fibré principal de base X paracompacte, et de groupe G". Soit une
extension fibrée[3][8a]l G(G",G').Si G' est abélien on peut définir le fibré associé
El(X, G’, G’l', P) (resp. E(X,G',G",P)) associé 2 P en faisant opérer G" sur G’
comme groupe d'automorphismes de groupe (resp. d'homéomorphismes d'espace). Soit

E | (resp. E) le faisceau des germes de sections continues du fibré E, (resp. E).

a. (Frenkel[10]). Dans ces conditions pour que le fibré principal P admette une exten-
sion de groupe G il faut et il suffit que le cobord A : HY(X,G")» H2(X, E) applique
£(P) sur l'élément neutre de H?(X,E). Une telle extension E( X, G) définitles
opérations de groupe H°( X, E 1) dans 1'ensemble H( X, E) : toutes les extensions
correspondent biunivoquement aux classes d'intransitivité de H® (X, E ) le fibré
E(X, G) correspondant & la classe de 1'élément nul de H t (X,E).

b. (Haefliger[12a]). Soit ¢: G > G” un revétement connexe d'un groupe topologique
G" et G' le noyau de ¢. Pour qu'un fibré E(X, G"”) admette une extension asso-
ciée a ¢ il faut et il suffit qu'une certaine classe caractéristique appartenant i
H? (X, G') soit nulle. Cette classe est l'image par la transgression dans E(X, G")
de la classe fondamentale w € H(G"”, G') du revetement G de G".

Si G est un groupe de Lie compact, connexe, l'extension G(G", G') est déter

minée par une classe d'homomorphismes du groupe fondamental 7,(G")=7 dans le
centre Z(G') de G'. On peut toujours choisir un homomorphisme / de cette classe
tel que l'image Y (7) soit un sous-groupe fini G' de G'. Alors I'annulation d'une
certaine classe caractéristique a € H? (X, 6") est une condition suffisante pour qu'il
existe une extension de E( X, G") associée & .
c. (Dedecker [6c]). Si G' est non abélien on peut définir un ensemble H?(X, (I>G.) de
cohomologie de X dans un systéme de coefficients ., associé &2 G'. L'ensemble
H?(X, (DG') posséde une classe nulle et des classes neutres. On peut construire le
cobord §': HY(X,G")>H2(X, ®+). Alors le fibré principal E(X, G") de base X
paracompacte est I'image d'un fibré principal E(X, G) si SYE(E(X,G"))) est une
classe neutre de H2(X, Q..

2.1.3.2. (f,Y)-représentabilité. Pas de résultats classiques explicites a la connais-

sance de l'auteur.
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2.2, REPRESENTABILITE DANS LE CAS ABELIEN.
2.2.1. (8, ¢ ) - représentabilité.
2.2.1.1. Définitions générales.

Soit G un groupe abélien topologique. L'espace classifiant W(S(G)) du com-
plexe singulier S(G) est encore un groupe abélien simplicial. Nous allons utiliser
ce fait pour définir une cohomologie répondant a la question de (& , ¢)- représentabilité.

En nous mettant dans les catégories des espaces §- admissibles et des groupes
Ww- admissibles, nous écrirons, pour simplifier, X et G au lieu de S(X) et S(G), en
raison des isomorphismes évidents.

Posons W°(G)=G et W"(G) = W(—W_"'I(G)), n=1,2,... Définissons le
niéme groupe de cobomologie classifiante abélienne par 1'égalité :

"(X,G)=[X,W"(G)]

1'élément neutre étant la classe d'homotopie de 1'application constante. En particulier
Yx,G)= (X, G), le groupe abélien des classes d'isomorphie de fibrés principaux de
base X, de groupe G abélien.

Soit maintenant une suite exacte de groupes abéliens :
0>G' »>G-»>G">o0

sa structure fibrée principale est définie par une application simpliciale ¥: G” » W(G'),

unique A une homotopie prés. Nous définissons le O-cobord 6% U X,G") » Y(x,G")

comme suit : soit [ h] €[ X,G" ], alors 8% [ h))=[vobh] €l X,W(G')].. D'apres
Shih Weishu [ 26 ] la fibration de Kan

W(G')>W(G)>W(G")

est encore une suite exacte et 1'on peut itérer les constructions précédentes.

2.2.1.2. Suite exacte de cobomologie.

LEMME 1. Soit un fibré E(p, B, G) défini a un isomorphisme prés par une application
f : B >W(G). Soit X un espace quelconque. Une application g : X > B peut étre
relevée en une application § : X - E si et seulement si l'application composée

f-g:X> W(G) est homotope a l'application constante.,

DEMONSTRATION. La condition est nécessaire. En effet supposons que g = p. g.
D'apreés la définition méme du fibré induit, l'application g fournit une section du fibré
induit g*( E) sur X, et comme X est quelconque la fibration induite considérée doit

correspondre A une application homotopiquement triviale de X dans l'espace classi-
fiant W( G).
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La condition est suffisante car on aurait alors un fibré trivial sur X et
par composition avec l'application canonique g : g*(E) - E une section de g*(E)

donne bien une application g : X » E qui se projette sur g : X » B.

2:8%E) —— E>G

ol

B — W(G)
f

X

8

LEMME 2. Soit une suite exacte de groupes (non nécessairement abéliens)
e>G >G->G"> e

Un fibré principal E(X, G') est équivalent & un fibré de base X, trivial dans le groupe
G (cf. Steenrod) si et seulement si E(X, G') est équivalent au fibré induit sur X par
une application de X dans G" et la fibration G(G", G').

Démonstration évidente.

LEMME 3. On a la suite exacte

~[x,G']a[x,G]_»[x,G"];)[x,W(G')]?[x,'vi(c)]a
7 1

DEMONSTRATION. En tenant compte des suites exactes d'homotopie des fibrations
G(G",G") et W G)(W(G"),W(G")) il suffit de voir que Im j = Ker 8° et Im 8°= Ker i .

Or la premiére égalité résulte du lemme 1 et la deuxiéme, du lemme 2.

THEOREME. Soit 0> G'»>G » G" -0 une suite exacte de groupes abéliens topologiques

Nous avons la suite exacte de cobomologie classifiante abélienne

0-°(X,G')>°(X,G)>°X,G")> Y(X,G")> ...
o STNX, G ) (X, 6) 5 X, G) s

DEMONSTRATION. Pour chaque étage l'exactitude est évidente d'aprés la définition
de i(X, G ) et la suite exacte d'homotopie de la fibration —W_/(G')» -V_V.(G) - -II’(G") .

Pour les cobords 1'exactitude découle des lemmes précédents.

2.2.1.3. Applications. Comme application immédiate du théoréme précédent nous avons

les propositions suivantes :

PROPOSITION 1. (Restriction du groupe structural). Soit G un groupe abélien et
E(X,G) un fibré principal. Soit G' un sous-groupe de G. Soit (£) € Y(X,G) la
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classe de cobomologie de E(X,G).

On peut réduire le groupe structural G de E a G' si et seulement si (&) est appliqué

par j: YX,G)> Y X,G") surla classe triviale 6 € *(X, G").

PROPOSITION 2. (Extension du groupe structural). Soit E"(X,G") un espace G"-
principal de base X correspondant & une classe (£'') € Y(X,G"). On peut étendrele
groupe structural G" de E" & une extension G(G",G') si et seulement si

St(&m))=60€e?(X,G").

REMARQUES 1. Par la méthode de la cohomologie de X 2a valeurs dans les
faisceaux de groupes G', G et G"”, ont est arrivé aux conclusions analogues a
ce qui précéde. L'intérét de la cohomologie classifiante réside dans le fait
qu'on est amené a des problémes d'homotopie, ol les techniques sont plus

puissantes.

2. On adesrésultats analogues dans le cas des fibrés avec point

base.Nous omettons les modifications évidentes.

REMARQUE. On peut retrouver le résultat H'(X, C*L‘_) = H?(X,Z) en appliquant

le théoréme de la suite exacte de cohomologie classifiante abélienne a la suite exacte
0>Z->C->C*50

En effet nous savons que Wz(K(Z,O)) =K(Z,2) etpour G'=Z =K(Z,0)
nous avons HZ(X,G')=[X,—W72(K(Z,O))]=[X,K(Z,Z)] ou H?(X,Z). Comme
H2(X,C) est trivial (car C est homotopiquement trivial) nous avons l'isomorphisme
§':HYX,C*)=H?(X,Z) qui est aussi I'isomorphisme 5, Hl(X,Q*)Z H2(X,Z)
(o C* est considéré comme groupe n-1-connexe, n = 1) comme on le voit facilement

en appliquant les définitions 8! et de 8, . (cf. Chapitre 1).

2.2.1.4. Relation entre '(X,G) et H" (X, 7 (G)).

En appliquant le théoréme de 1.2.3. & (X, G)=[ X,W¥(G)] on obtient la

PROPOSITION 1. Soit G un groupe abélien topologique. 1l existe un homomorphisme
canonique et fonctoriel de “(X,G) dans H" +i(X'77n(G))’ pour tout i > 0. Si G est
de type K(7,n) on a un isomorphisme.

De méme,

PROPOSITION 2. Soit 0> G'> G > G" > o une suite exacte de groupes abéliens topo-

logiques (n-1)-connexes. On a un homomorphisme de suites exactes de groupes abé-

liens
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SHX, 65X, G)s (X, 6")5 (X, G )

¥ 13 $ 13

SHY X 1) s HPYX, m)-H Y X, ) s HP Y Y x ) S

oua T = 7Tn(G')/ ImdT= 7Tn(G), 7" = 7Tn(G"), (cf. Préliminaires 0.3).
Si G' estde type K(7',n), G~ K(T,n), G" A, K(TT", n) alors c'est un isomorphis-

me.

DEMONSTRATION. D'aprés la définition méme des fléches, dans chaque portion le

diagramme est commutatif, d'o%: la proposition.
g »

REMARQUE. Pour les dimensions 1 et 2 les homomorphismes des premiéres portions
des suites exactes définies plus haut ont une interprétation géométrique intéressante.
Nous y reviendrons dans le cas ol les groupes considérés sont non abéliens.

D'autre part, si dans les calculs du paragraphe 1.3 du chapitre I on remplace

G par W'(G), il en résulte la

PROPOSITION 3. Soit X un CW - complexe. Alors i(X,G) est isomorphe a
[+ 0] .
I H* (X, 7 (G)).

n=o

2.2.2.(f,y)-représentabilité.
2.2.2.1. Définitions générales.

Soient X et Y deux espaces topologiques avec point-base x et yorespective-
ment, f : X > Y une application continue préservant les points bases. Nous allons
définir une cobomologie classifiante abélienne rel. f qui répond a la question de (f, Y )-

représentabilité. Posons :
X, G)=1X, WG], (Y, G)=LY, W(G)] ™Y, [, X:G)=[C[,W*(G)],

ot W*(G) a pour point base l'élément neutre, C/ désigne le cone de l'application f,
et [A,B] , désigne l'ensemble des classes d'homotopie des applications continues
ou simpliciales de A dans B, qui préservent les points-bases. L'élément neutre est la
classe de 1'application constante au point-base.

Lorsque [ est l'injection canonique du sous-espace X dans Y ,nous écrirons
tout simplement "(Y, X; G). En particulier 1( Y,X,G) est isomorphe 3 l'ensemble
des classes d'isomorphie de fibrés principaux avec point-base, de groupe G, de base
Y et dont la restriction 4 X est triviale. v

Nous définissons le O-cobord d°: °(X,G)- Y, f. X; G)par le diagramme
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et les applications suivantes, ot 8 X désigne la suspension de X, et O0X I'espace

des lacets de X.

G “‘W(G)
X Y op SX
f Pf Qf

X, 61, [ X, QUW(G))] - 8X.W(G)1,~[CW(G)],

Si [hlel[X, G, alors B([h1)=[Li'(i([#1))]1°071€lC,W(G)],. Le
cobord 3" : "(X,G)»>" (Y, [, X;G) se définit de la méme facon, en remplacant G
par W”—l(G).

2.2.2.2. Suite exacte de cobomologie.

THEOREME. Soient X,Y deux espaces topologiques munis de point.base x, ety
respectivement, et [ : X » Y une application continue telle que f(x,)= Y, Soit G un
groupe abélien topologique. Alors on a la suite exacte de cobomologie classifiante

abélienne rel. f
°(Y,f,X;G)»°(Y,G)»°X,G)» Y, f,X;G)~»...

..... S X, G)s Y, 1XG) .

DEMONSTRATION. Il suffit de tenir compte desisomorphismes [ 8X,W ]o =[x Qw] o
et QW?(G)=W""1(G), de la définition des cobords et d'appliquer le théoréme de la

suite exacte de Puppe (Cf. Préliminaires 0.3).

2.2.2.3. Applications.

Comme conséquence immédiate du théoréme précédent nous avons la

PROPOSITION. Un fibré principal E(X,G) est ([, Y)-représentable si et seulement
si la classe [ £ €(X,G) est appliquée par le 1-cobord d*: (X, G)» 2(Y,[,X;G)
sur 1élément nul de 2(Y,[,X;G).

» Nous laissons au lécteur le soin de modifier 1'énoncé pour 1'expansion (f =

injection) ou la décomposition (f = surjection) de E(X, G).

2.2.2.4. Relation avec la cobomologie homotopique.

Soient K un CW-complexe, Y un sous-complexe de Y et G un groupe topo-
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logique de type K(7,m).

LEMME.
"Y,X;G)=H** "y, X;m).

Démonstration immédiate par le théoréme de Puppe et le lemme des cing.

Il en résulte la

PROPOSITION. Soit G un groupe abélien topologique de type K(7,n), n > 0, alors on

a l'isomorphisme de suites exactes

> Y,X:G)~ Y,G)- (X,G)- tly,X,G)o

A Y A ~

~>H”+i(Y,X,"IT)—>Hn+i(Y,7T)—>Hn+i(X,7T)->Hn+i+1(Y’X"7T)—)

T)'autre part, en appliquant le théoréme (WeiShu Shih[26b])sur la suite spec -
trale reliant le groupe [ X, G] ot G est un groupe commutatif ou non et la cohomo-
logie de X 2 coefficient dans les groupes d'homotopie de G, on peut obtenir une
suite exacte de suites spectrales reliant la suite exacte de cohomologie classifiante
relative et la suite exacte de cohomologie homotopique. Plus précisément, en posant

i wi 2 i up i 2 i up i
G'=W*(G), Ep ’,(p+1)(X) =H (X.Tfp+1(G N, Ep ,-(p+1)(Y) =H (Y'WP(G )).

2
E p.-(p+1)
(p,-p) et (p.-(p-1)). Les suites spectrales aboutissent respectivement aux groupes

IX,G), (Y,G) et {(Y,X;G).

(Y,X)i—_-Hp(Y,X;’ITp(Gi)) et de méme pour les couples d'indices

2.3. REPRESENTABILITE DANS LE CAS NON ABELIEN.

23.1. (G, 9)-représentabilité.

2.3.1.1. Cas ou ¢ est un homomorphisme injectif (restriction du groupe structural).

2.3.1.1.1. G est un sous-groupe normal de G. Dans ce cas nous avons une
suite exacte :
~9Q
e>G->G>G">e
o G"= G/a est le groupe -quotient. On en déduit, comme dans le cas abélien, la
suite exacte d'ensembles pointés,

-»(X,E)C—P;(X,G)a(X,G")

~

et des conclusions analogues pour la restriction du groupe structural G a G .



SUR LES ESPACES FIBRES ET LES PROLONGEMENTS 47

2.3.1.1.2. G n'est pas normal dans G . Alors le quotient G/E;' n'a plus de struc-
ture de groupe. La théorie simpliciale [ 1] nous suggére a considérer le groupe
A( G/E) (cf. 0.2.3. Fibrés simpliciaux) ainsi que le classifiant W(A(G/ &)) . Comme

G opére de fagon évidente sur G/ 8, nous avons un homomorphisme :

i:G~>A(G/)
qui induit une application
Ty W(G)>W(A(G/))

Il suffit alors d'appliquer les raisonnements a.nalp.ag};gs aux raisonnements classiques
de C. Ehresmann sur la restriction udu;gtou'p’é:n'fbs“tfuctur'a'l [ 8b1 pour arriver & la suite
exacte d'ensembles pointés

: ~ i* _

5(X,G) > (X,6)» [ X, WA(G/E)) ]
L'application & la restriction du groupe structural est évidente.

Nous omettons les détails.

2.3.1.2. Cas on ¢ est un homomorphisme surjectif (extension du groupe structural).

2.3.1.2.1. Définitions générales. Dans ce cas nous avons une suite exacte de
groupes
i ~¢
e>G' >G>Goe (9)

~

ot G'= Ker ¢ est un sous-groupe normal de G. Il en résulte, comme précédemmentla
suite exacte :
i* ~ k

' ¢
-(X,G")»(X,G)->(X,G)
qu'il s'agit de prolonger, en définissant un ensemble pointé 2(X.G') et un cobord 8L

tels que la suite des ensembles pointés

5 (X,G')>(X,G)>(X,G)» ?(X,G")
81
soit exacte.
DEFINITION. Soient X un espace topologique S-admissible, G un groupe topologique
W - admissible (non nécessairement abélien). L'ensemble pointé 2(X,G) est défini
par I'égalité :
2(X,G)=LS(X), WA(W(S(G))))]

L'élément distingué, noté & dans la suite, est la classe d'homotopie de 1'appli-
cation constante.

En raison des isomorphismes évidents, nous omettons, dans la suite, les

symboles S( ), en travaillant dans le cadre de la théorie simpliciale [ 1].
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De la suite exacte (Q) nous déduisons (Shih WeiShu [ 26 ] )1a fibration de
Kan W(G) (W( G), _W—( G')). En appliquant successivement les propositions 1 et 3 de

0.2.3. (Préliminaires : Fibrés simpliciaux) nous obtenons le

LEMME. La fibration simpliciale W(G) (W(G), _W7( G')) est canoniquement associée
a un fibré simplicial principal E(W(G), A(.V_/(G'))) défini a une forte équivalence

prés par une application simpliciale
o W(G)»W(A(W(G')))

unique a une bhomotopie prés.

Autrement dit, 4 la suite exacte (§) correspond un élément bien déterminé
[0l el W(G), W(A(W(G")))]

Nous allons l'utiliser pour définir 1'application cobord s (X,G)> 2(X,G"). Soit
— 1
[£1e(X,G6)=[X,W(G)]. Nous définissons & par le diagramme et 1'égalité sui-

vants :

W(G)

To¢ \

S([€1)=[00&] e[ X, W(A(W(G"))) ]

W(A(W(G")))

. ) 1
D'aprés la définition de (X, G) et 2(X,G’'), 8 est bien une application d'ensembles

pointés, canoniquement associée a la suite (.

REMARQUE. Lorsque G’ est abélien, nous retrouvons les définitions données dans
2.2.1.1. En effet, G' est alors de méme type d'homotopxe que H K(7T (G),n) et
W(G ) est de méme type d'homotopie que H K(‘IT (G'), n+1) Ainsi le fibré
W(G) (W(G) W(G )) est de méme type dhor:otopne fibré que le produit fibré
HOE (W(G) K(m,(G"),n+1)). D'aprés Thom [ 29 ] chaque E nt1
n+1(W(G)A ) ol le groupe A nt1
type K(7,n+1). 1l s'en suit que W(G)(W(G) W(G )) est associé i un fibré prin-

est canoni-
quement associé a un fibré principal E est de
cipal P(W(G), A) ou le groupe A est de méme type d'homotopie que W(G'). Autre-
ment dit, lorsque G’ est abélien le groupe structural A(W(G')) peut &tre réduit a
sous sous-groupe A . De ce fait 2(X, G') est isomorphe a T X,Wz(G') 1, car W(A)

est de méme type d'homotopie que W2(G').
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2.3.1.2.2. Une suite exacte. En appliquant les lemmes énoncés dans 2.2.1.2. et
la proposition 4 de 0.2.3 (Préliminaires, Fibrés simpliciaux) aux fibrations

E(W(G),A(W(G"))) et EXE(X,A(W(G'))), [ £E¥W(G)1(X,W(G"))nous obtenons le

THEOREME. Soient X un espace topologique S -admissible, et une suite exacte de

groupes topologiques W -admissibles, non nécessairement abéliens
e>G >G->G- e,

la suite des applications d’'ensembles pointés
*

% ~ . P
»(X,G')% (X,G6)>(X,G)» ?(X,G")
51
esl exacte.
REMARQUE. Lorsque G’ est abélien on retrouve le groupe 2(X, G'), et la suite

reste encore exacte.

2.3.1.2.3. Applications.

2.3.1.2.3.1. Extension du groupe structural d'un espace fibré.

Comme conséquence directe du théoréme précédent nous avons la

PROPOSITION. Soit une extension G(G,G'), et un fibré E(X,G) correspondant &
[ £]1 €(X,G). L'extension du groupe structural G de E au groupe G(G,G') est
possible si et seulement si 8 ([ £]1) = O, élément distingué de (X, G').

REMARQUES 1. Un résultat analogue, mais ot 1'élément distingué se compose d'une
classe nulle et des classes neutres, a été obtenu par P. Dedecker [ 6¢c] (Cf. 2.1.3.1,20).
2. La proposition précédente contient comme cas particuliers les résultats

de A. Haefliger [ 12a], en identifiant le groupe G’ discret avec le groupe K(G’,0).
Il en est de méme pour la condition suffisante dans le cas de groupes de Lie (Cf.
2.1.3.1.2.b).
2.3.1.2.3.2. Calcul de (X, G) dans le cas ot G a deux groupes d'homotopié non nuls
7Tn(G) =, 7Tm(G)=7T, m>n>0.

La décomposition en systéme de Postnikov de G conduit & la suite exacte
fibrée

o> K(m',m)>G-»>K(m,n)>o0

En appliquant le théoréme précédent A cette suite exacte de groupes, nous trouvons,
en vertu des isomorphismes classiques, la suite exacte mixte de groupes abéliens et

d'ensemble pointé

o 1
HY(X,mS H* Y Y X, ) (X,G)» H* Y Y (x, m)% H™ Y2 (X, 7")
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d'ou la suite exacte :
osH™Y X, M)/ s0-(X,G)~ Ker 8 150.

Nous retrouvons ainsi le résultat du calcul direct effectué dans 1.3.3.

2.3.1.2.4. (G,CP)-représentabilité dans le cas non abélien et cohbho-
mologie homotopique. Soit G un groupe topologique, non abélien, (n-1)-
connexe, n > 0.

Mous allons étudier une relation entre 2( X, G) et H"+2(X,7Tﬂ(G)).

Soit un fibré E(X,W(G),A(—W;(G)),_E—). Comme G est (n-1)-connexe,

W(G) est n - connexe et 7T (_W;(G)) = 7Tn(G). D'aprés les lemmes de 0.2.4. et le

nt+tl1
théoréme de Thom [ 29 ] (Cf. 0.2.1) nous pensons associer canoniquement & E le fibré

E'(X,-V_/(G)(" *1)) qui est lui-méme canoniquement associé i un fibré principal
E"(X,K(m,n+1)), unique a une forte équivalence prés. E” est défini par une
application :

o X>W(K, m,n+1))=K(T,n+2)
unique aune homotopie prés. Ainsi, 4 un élément de I'ensemble pointé [ X, W(A (W( G))1]
nous pouvons associer canoniquement un élément de [ X, K(7,n+2)]=H" terx,m).
D'aprés la définition de 2(X, G) et le fait que la projection W2(G)»>Ww2(G)(7*?2)

est un homomorphisme de groupes abéliens, lorsque G est abélien, nous avons le

THEOREME. Soit G un groupe topologique (n-1)- connexe. Il existe une application

canonique :
p: 2(X,G)>H" (X, (G)).
Si G est abélien, p devient un homomorphisme de groupes abéliens. Si G est de type

K(m,n), alors p est un isomorphisme.

. Soit maintenant une suite exacte de groupes topologiques (n-1)-connexes :
e > G'—)G—» G"—) e,
On en déduit (Cf. 0.3.) la suite exacte :
O->T' > T->T" > e
S [ ' — n o_ ”
O T =T (G )/ 1y T=T,(G), T =T (G").

En appliquant les théorémes précédents nous en déduisons le diagramme (H)

suivant : - 1
S( X,G) S(X,G) (X, G") S2x,6")
3 3 3 3

_)Hn +1(X‘7T:)_)Hn+1(x'7.r)_)Hn +1(X,7T")->H”+ 2( X’7T')->
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PROPOSITION. Le diagramme ( H) est commutatif.

DEMONSTRATION. Il est clair que les parties gauche et centrale sont commutatives.

De la définition de 2 (X, G), du cobord & et du diagramme suivant,

?(G,,) - TVL'(A(_V?(G'))
/ W(gh(n+1) W(K(T (G'), n+1))
- g

X —— K(mmn+l) —————— W(K(T', n+1))

; ~
K(7T', n+2)

découle la commutativité de 1'aile droite.

REMARQUE. Géométriquement, la commutativité de la partie centrale du diagramme (i)
signifie que si un fibré principal E”(X, G'') admet une extension E(X, G(G",G"))
alors la premiére obstruction ﬂ’l' a l'existence d'une section §” dans E” admet une
"extension" @1 eH" Y (X, 7,(G)) qui est la premiére obstruction 2 I'existence dans

E d'une section § qui se projette sur §” par 'homomorphisme fibré | : E » E” cano-

niquement associé 2 1'épimorphisme | : G » G".

2.3.1.2.5. Calcul de °(X,G) lorsque G est discret. En identifiant G avec
K(G,0), le calcul de 2(X,G) se raméne au calcul fait dans 1.3.3. En effet, si
G =K( G,0), alors W(G)': K(G,1) et A(-V7(G)) = A( K(G, 1)) a seulement deux
groupes d'homotopie non nuls, d'aprés Thom [ 29]. Il en est de méme de W(A(K( G, 1))).
D'autre part, si G est le groupe‘ fondamental d'une surface, nous savons
(1. Kneser, Die DeformationSatze der einfach zusammenhingenden Flichen, Math.
Z. 25 (1926), 362-372) que 7 (A(K(G,1))) = Ext G, le groupe des automorphismes
extérieurs de G. Malheureusement le probléme de calculer le groupe fondamental
7, (A(K(G,1))) du groupe des homéomorphismes d'une surface n'a pas été résolu.
Néanmoins, lorsque K( G, 1) est un espace homogéne quotient de A(K(G,1)), et si
G n'admet pas de sous-groupe abélien qui soit une extension inessentielle de son
centre Z(G), alors on peut vérifier que 7, (A(K(G,1))) =Z(G). Dans ce cas le

calcul de 2(X, G) peut s'effectuer comme dans 1.3.3. avec T, =ExtG et =Z(G).
2.3.2. (f, y)-représentabilité.

2.3.2.1. L'ensemble (Y, X;G)o. Soit (Y, X) un couple avec point-base eti : X-Y,
l'injection canonique, C, le céne d'injection. En appliquant le théoréme de la suite

exacte de Puppe (Cf. 0.3) on démontre facilement les propositions suivantes :
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PROPOSITION 1. (Y, X, G)o = Ci,W(G) ]o est isomorphe a l'ensemble des classes
d'isomorphie de fibrés G - principaux avec point-base, triviaux sur le sous-espace X

de la base Y.

PROPOSITION 2. On a les suites exactes d'ensembles pointés suivantes :
(1) > (Y,X;G) »(Y,G) »(X, G)

(2) S (Y, X;G)y» (Y, G) »(Y/ i G,

ot (Y/y.,G), est I'ensemble des classes de X -isomorphie (Cf. 1.1.1. 3) de fibrés
principaux E(Y,G).

2.3.2.2. L'ensemble ?(Y,X; G),. 11 s'agit de prolonger la suite exacte (1) en défi-
nissant un ensemble pointé 2(Y,X; G)o et le cobord % (X, G)0 S 2(Y,X; G)o .

2.3.2.2.1. Cas oa A(W(G)) est de méme type d'homotopie que W(G).
Alors nous avons :
[X, W)l =X, A(W(GN], =[X, QW(AW(G))))],
et nous pouvons poser, comme dans le cas abélien (Cf. 2.2.2.1) :
(Y. f,X:G),=(C,G), = [CLW(G)],
2(Y,[,X:6) =1 C,W(A(W(G)))],

le cobord 91 (X, G)0 s 2(y, f, X;G) étant défini de la méme maniére. On a encore

la suite exacte rel. f :
1

S(Y, [, X:G)y»(Y,G) »(X,G) » 2(Y,[,X;G),

ainsi que la condition nécessaire et suffisante pour la (/, Y )-représentabilité, dans
ce cas particulier.

2.3.2.2.2. Cas général. Nous n'avons pas réussi & prolonger la suite exacte (1)
dans le cas général.

Néanmoins, on a le diagramme suivant :
% 9
— ™ — A,
LY, A(W(G)I]A TX,AW(G)], » 2(Y,f,X:G),

2y t * l“x
(Y.G), - (X,G),
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et on peut vérifier facilement que :
Im {* > ay(Im f/';)
Im f* = Ker BA

d'on la:

PROPOSITION. Une condition suffisante pour la (f,Y)-représentabilité du fibré
principal avec point-base E( X, G), est que sa classe [ €] soit dans a, (Ker BA ).
Il est clair que cette condition suffisante est aussi nécessaire lorsque A (W(G))

est de méme type d'homotopie que W(G ).

REMARQUE. Le probléme général de la ([, Y)- représentabilité équivaut a la construc -

tion d'une suite exacte duale de cette de Puppe. Il est encore ouvert.
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CHAPITRE . TROIS

PROLONGEMENTS TENSORIELS

Dans ce chapitre nous supposons le lecteur familier avec les notations et résul-
tats de la théorie générale des structures infinitésimales telle qu'elle a été exposée
dans (Fhresmann [ 8]). Les variétés sont supposées de classe C® et "différentiable"

veut dire "C7 - différentiable" .
3.1. LE FONCTEUR T;.

3.1.1. Définition et propriétés générales.

Soit V_ une variété différentiable de classe C®, de dimension n, T;(Vn)
est l'espace des p’-jets de R? dans vV, de méme source O, l'origine de R?. Nous
savons (Ehresmann [ 8 d]) que T;(Vn) admet une structure d'espace fibré
T;(Vn)[ Vn,L;‘p,L;;Hr(Vn)] .

D'aprés les propriétés de T;(Vn) on peut considérer 7! comme un foncteur
covariant de la catégorie O des variétés différentiables de classe C” dans la catégo-
rie F des espaces fibrés différentiables de classe C® . G étant un groupe de Lie,
T;(G) estun groupe de Lie ( Ehresmann [ 8 e]), extension inessentielle
T;(G)( G, T;(G)e), ol T;( G) . désigne la fibre au-dessus de 1'élément neutre e €G.

Si G opeére différentiablement et effectivement sur F, alors T;(G) opére de
méme maniére sur T;(F). De méme, si G opére linéairement sur F, alors T;(G)
opére linéairement sur T;( F).

Etant donnés deux groupes de Lie G et G', un homomorphisme différentiable
de G dans G' est un triplet b= (G, f,G') ou [ est une application différentiable
telle que f(xy)=[f(x)f(y). Le triplet T;(b) = (T;(G), T;(/), T;(G')) est un ho-
momorphisme différentiable de T;(G) dans T;( G').

La démonstration de ces propriétés résulte du prolongement d'une loi de compo-

sition ([ Be]et[ 28]) . Comme conséquence directe de ces considérations nous

avons le

LEMME 1. Soit e~> G'> G > G" » e une suite exacte de groupes de Lie. Alors

e T;(G') - T;(G) N T;(G") » e est une suite exacte de groupes de Lie et le dia-
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gramme suivant est commutatif

e»TZ(G')—»T;(G)-»T;(G")Qe
¥ ¥ ¥

e - G' -> G - G" > e

Si l'une des suites exactes est triviale, l'autre l'est aussi; autrement dit

r ” ry T ” T '
TP(G &G )_TP(G )GBTP(G ).

LEMME 2. Si une variété différentiable V est réguliérement plongée dans une wvariété
W, alors la variété différentiable T;(V) est réguliérement plongée dans la variété
T;(W). Si W est muni d'un feuilletage différentiable régulier [8gl[12b] de codimension g,
alors T;( W) admet un feuilletage différentiable régulier de codimension qu +r

Si E(X,F,G,H) est un espace [ibré différentiable, alors en plus de la struc-
ture fibrée différentiable usuelle de base E et de la structure d'espace f[ibré différen-
tiable de base X de groupe structural G; [ 8 d], I'espace T;(E) admet encore une

structure d'espace fibré différentiable
r T r T r
TP(E)[ TP(X")’ TP(F)’ TP(G)' TP(H)]'

Si E' est isomorphe a E, alors T;(E') est aussi isomorphe a T;(E).

DEMONSTRATION. Il suffit de passer aux cartes locales; nous omettons les détails.
CONSEQUENCES.

1. Le groupe G pouvant &tre considéré comme un sous-groupe section (non canonique en
général) du groupe T;(G) pour la projection sur G, d'aprés le lemme précédent on a

une application injective d'ensembles pointés de H(X, G) dans Hl(T;(X), T;(G)):

HY(X,G) — Hi(x,T;(G))

~__ |

1 r
H (T;(x),Tp(G))

la fléche verticale étant induite par la projection de T;(X) sur X. D'autre part, d'aprés
(Ehresmann [ 8 g1) T;F est de méme type d'homotopie que F.
Si G estun groupe (n-1)-connexe et 7 =7, (G)= Tfn(T;(G)), nous avons
le diagramme commutatif suivant :
HYX,G6) » HYTH(X), T5(G))

¥ J

Hr*Yx, 77)->H"+1(T;(X), 77)
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2. La grassmannienne W ., 1, E+1 étant l'espace n-classifiant du groupe orthogonal
O 44, la variété T;(Wn tRAL, R4+ ) est l'espace n-classifiant du groupe de Lie
T;( Ok +4)-
REMARQUE. Considéré comme sous-groupe de T;(G), le groupe G opére aussi sur la
fibre T;(F).‘On peut ainsi construire sur X un espace fibré E'( X, T;(F), G,H) de
fibre T;(F), associé a H.

Considérons la structure fibrée T (E)(Tp(X), T{(F), T,(G), T} (H)) etla
section triviale o : X > T;(X) qui associe a chaque point x € X le point o(x)=

(x,0) € T;(X). Cette section induit une structure fibrée de base X, soit
[O'*T;,(E)](X,T;(F).T;(G)»U*T;(H))-

Par restriction du groupe structural T;(G) 4 G, on en déduit un espace fibré iso-

morphe 2 I'espace fibré E'(X, T;(F), G,H).

LEMME 3. Soit E un fibré vectoriel différentiable sur V_, alors T;(E) est un fibré
. r
vectoriel sur Tp( Vn).

LEMME 4. Soit une suite exacte de fibres vectoriels différentiables de base V .
e>E'-sE->E">e

alors la suite de fibrés vectoriels différentiables sur T;( v,):

esT)(E')>TH(E)> T (E")»e est exacte.

REMARQUE. Si la suite donnée de base Vn est remplacée par une suite équivalente,

il en sera de méme sur T;( v,).

NOTATION. Dans la suite nous désignerons par L, 1 et L; + respectivement les groupes
GL(n,R) et GL (n,R). D'autre part K = Cn +h -1 désignera le nombre des com-

binaisons avec répétition de n objets b a b, chacun pouvant &étre répété jusqu'a b

fois.

+
3.1.2. Les groupes de Lie T;(L ;) et T;(L;).

Les considérations précédentes s'appliquent évidemment au cas ou G=£ !
Nous savons que It; est une extension inessentielle L 2(SL ;, ﬁ) ol le noyau est le
groupe des homothéties pesitives que 1'on peut identifier au groupe multiplicatif R des
reels positifs. Nous en déduisons que T'(Z ) est une extension inessentielle

T' (L 1)(T'(SL o) T'(R)) Comme T' (SL 1) est lui-méme extension inessentielle

TP(SL n)(SLn, T;(SLn) e), on peut vérifier que TP(L ;) est aussi extension ines-
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sentielle T;(Z 1)(SL L' F) ot F estun groupe résoluble F(T;(SL;)e, & x.RN) ol
N = C’ -1. Il s'en suit que SL est la composante semi-simple et F, la compo-
sante resoluble ou le radical de Tr (L 1) d' aprés le théoréme de Lévi.

En considérant la représentauon de L1 sur R qui associe a chaque matnce
son déterminant, nous trouvons pour F une autre structure d' extenswn F(R T (L 1) ).
Le centre de T'(L ) est un groupe abehen résoluble T'(R)(R RKp,.. RKp)
extension successive du centre R de L1 par des espaces numériques. De méme,
T;(S Ln) est le sgus-groupe des commutateurs ou encore le groupe des automorphismes
intérieurs de T'(L ); c'est-a-dire

2 1 2
Th(L 1)/Tr(~)=T’(SLl)(SLi;R(” UKy, L ROP UK

L'abéliennisé de T'(L 1) est le groupe abélien résoluble T (R) olt R est considéré
comme 'abéliennisé de Ln
REMARQUE 1. Pour tout r, la projection
r 1 r-1 1
Tp”"n) > Tp (L)
2 7
est une extension inessentielle dont le noyau est isomorphe 3 R” Kp .

REMARQUE 2. Pour p =n le groupe Tr(L ) est un sous-groupe du groupe L['] défini
par la relation de récurrence L [k] ;(Ln[le 1]) (Ehresmann [ 8 d1]).

REMARQUE. Le groupe L~ ! opere linéairement sur R”, donc le groupe T;(L;) opére
linéairement sur T 7 (R ) qui est 1somorphe a

R™ x R"K px ..xR”Kp—-RN

ot N=n C; +,=dim T;(R”). En prenant une base dans RN on peut voir que T;(Li)
T

laisse invariant un drapeau irrégulier (bD vDyuesD) ot By = R"K“{: et dans chaque

D, , il laisse invariant la structure oKpR” | somme directe de Kg sous-espaces vecto-

riels isomorphes & R”.

3.1.3. Un homomorphisme de suites exactes de fibrés vectoriels.

Nous rappelons briévement ici certaines définitions et résultats dans(Ehres-
mann[ 8 c]).

Soit E(V,,F,G,H) un fibré différentiable & groupe structural G de Lie sur
une variété V_. L'application différentiable (h,b')>b'h™t de Hx H sur HH™
prolonge aux vecteurs (b, b’ + db’'); le vecteur image de (h,bh' + db') sera noté
(b +dhb')b~1. En particulier, il convient de dire que le vecteur (b + dh)b™*, on

h € H,_ estun déplacement infinitésimal de la fibre F_, L'origine x de ce vecteur est
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'automorphisme identique de F_. Soit & I'ensemble des automorphismes identiques
des fibres de E. L'application (h,h' + db’')> (b’ + db')b™! définit sur & un champ
E; c'est la fonction qui associe & tout point x E& le n-élément X (ou élément de
contact de dimension n (Ehresmann [ 8c])) défini par 1'ensemble des vecteurs (b + dh)h -1
od h €H,_.Si b+ db appartient au champ transversal différentiable C qui définit une
connexion infinitésimale C dans E( V,, F,G,H) (Ehresmann [ 8¢]) nous dirons qu'un
tel vecteur (b + db)bh™t est un déplacement infinitésimal appartenant & la connexion
infinitésimale C considérée. La connexion infinitésimale associe ainsi & chaque vec-
teur x + dx de Ti(Vn) un déplacement infinitésimal C(x + dx) de la fibre Fx.
Elle est parfaitement déterminée et pourrait étre définie par le champ E

On peut vérifier que 1'ensemble des déplacements infinitésimaux des fibres F _,
x €V _, forme un fibré vectoriel Q, de base V , et on a la suite exacte S(H) de

fibrés vectoriels différentiables de base Vn , associée au fibré principal H, ( Atiyah [o],

Nickerson [22]). Nous ['appellerons aussi suite exacte d'Atiyah.
S(H) 0> Ky»>Qu>THV )so
o K, estun fibré vectoriel de base V_, et de fibres isomorphes a £(G),1"algebre
de Lie de G. D'aprés ce qui précéde une connexion infinitésimale est une section de
cette suite exacte. Dans le cas différentiable une telle section existe toujours.
Considérons maintenant le fibré principal T;( HY( vV, T;(Vn), T;(L;)).
Nous avons la suite exacte S(T;(H 1(Vn)) :
1
o - KT;(HI(Vn)_) QT;(HI(Vn))—) Tl(T;(Vn))—>O
D'autre part en appliquant le foncteur T; a la suite exacte S(H( v,))
' 1
o - KHl(Vn)_’ QHI(Vn)Q Tl(Vn)—) o
nous obtenons une autre suite exacte de fibrés vectoriels sur T;(Vn), soit
r 1 .
TI(S(HY(V,)))
r r T 1
o - TP(KH].(V”))—) TP(QHl(Vn))—) Tp(Tl(Vn))_) o]
PRO POSITION. L'homomorphisme injectif : T;(L;) > LI%J’ od N =dim T;(Vn) induit
un homomorphisme injectif de suites exactes de fibrés vectoriels différentiables

T; (S(H'( V,))) - S( T;(H 1(Vn))) c'est-a-dire le diagramme suivant est commutatif :
r r r 1
o - TP(KH 1( Vﬂ ))" TP(QH 1( Vn))" Tp(Tl(Vn))—) (o]
3 3 ¥

> K > N 1 r R
o2 Kt emtev, 0 Qrpntiv,) 2 Til(Ty(V,)) >0
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La démonstration s'appuie sur les deux lemmes suivantsqui résultent de la défi-

nition et des propriétés du foncteur T; .

LEMMEL. Soit G un groupe de Lie. L'algébre de Lie ﬁ(T;(G) est isomorphe a
Th(2(G)).

LEMME 2. T;(Ti(Vn)) > Ti(T;(Vn)) est un bhomomorphisme injectif de fibrés vec-
toriels différentiables de base T;(Vﬂ), associé a l'homomorphisme injectif
Ty(Ly)> Ly, oa N=dim T)(V,).

En effet, en vertu des propriétés générales -du foncteur T; et du Lemme 1 nous

avons :
r _Tr 1 r 1
To(Quicy )= Tp(Ti(V,))x T;(L;)TPS‘E(L")
- 7 1
=V, % (Th(Ly)x T;(L;)Tpf‘(l‘n)
1 r 1
et QT;(Hl(Vn“:Tl(Tp(Vn))xT;(L;)CQ(T;(Ln))

- N r 1
=VaX (L} T;(Lllv))(R xR(T(L2)))
d'ol par application du Lemme 2, l'injection cherchée.

CONSEQUENCE. Comme toutes les fibres des espaces fibrés source et but des fléches
verticales dans le diagramme précédent sont de méme dimension, la restriction des
homomorphismes de fibrés vectoriels considérés a chaque fibre est aussi surjective. Il

en résulte qu'a chaque section de l'une des suites exactes précédentes correspond une

seule de I'autre.

DEFINITIONS 1. Une section de la suite exacte S(T;(Hl(Vn)) est appelée une T;-
connexion. (Elle correspond a la notion de ex-connexion de I'école Kawaguchi).

2. Une section de la suite T;(S(Hl( Vn)) est appelée un T;-prolonge.
ment d'une connexion linéaire sur v,

Comme la notion de suite exacte S(H) est fonctorielle ([0] et[ 22]) les
notions de (5’ , ¥)- représentabilité et (f, Y )-représentabilité des fibrés principaux
H s'étendent de facon évidente aux suites exactes S(H) ainsi qu'a leurs sections,
c'est-a-dire aux connexions dans H.

Des considérations qui précédent, il résulte facilement la

PROPOSITION. Pour qu'une connexion linéaire sur T;(Vﬂ) soit le TT - prolongement
d'une connexion linéaire sur V_ il faut et il suffit qu'elle puisse étre (T;(L;), @p)-

représentable, ou ¢ est l'injection T;(L:) - LItI' N =-dim T;( Vn).
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3. 2. PROLONGEMENTS TENSORIELS.

3.2.1. Quelques exemples d'extension du groupe L;: GL(n,R).
3.2.1.1. Le groupe L:l.

Comme exemple classique (Ehresmann [ 8e]) nous avons le groupe d'isotropie
infinitésimale L :z de R”. C'est une extension inessentielle

2 3 r
LT(LY R*Kn R Ky, o R7KS)
k

o R"Ky désigne les espaces vectoriels successifs, noyaux des projections suces-
sives p, : Lﬁ > L:'l .

La loi de composition est polynomiale mais non linéaire pour 7 >1. Par exemple

2
pour le groupe L: (L;, R" (n*1)/ 2) gous avons :

i i k
a].(AB) :ak(A)a].(B)
i i k i k I
aill.z(AB)_ak(A)ajljz(B)+akl(A)a].1(B)a].2(B)
oh A,B,AB eLs, a;,a; i désignent les coordonnées, les signes de sommation
172

évidentes sont omises.
Au point de vue topologique, L; admet le groupe orthogonal 0, comme rétracte
par déformation.

Considérons maintenant les suites exactes :

©
n

e>N >L SLis e
n

®
es>sN L »>I1'se
r r n
r 1
e—-)Nr-)LnaLn»e

2 3 r
Nous avons vu que le sous-groupe F =N, , N est un groupe résoluble Fr(R"Kn ,R™x,....R"Kn).
T
PROPOSITION. Le groupe dérivé D(F ) de F = Nl/Nf est isomorphe a NZ/N
. T
DEMONSTRATION. En explicitant la définition du groupe dérivé suivant la loi de com-

.. 2 3 L epe .y .. ;
position de L et L~ on vérifie facilement la proposition pour 7= 2, 3. Supposons que
le résultat est vrai encore pour r-1. Nous avons alors D(Fr _1) =N2 / . Or d'apres

la structure d'extension de F’ nous avons : r-1

o - N,-l/N'—) F,-F, _ ~»e

r
on N _ = R"K, |
rl/N

En tenant compte de la loi de composition de L; , pour les coordonnées d'ordre 7,

on déduit de ce qui précéde, la suite exacte :
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o~ N'_l/N »D(Fr)—»D(Fr ) e

r

-1

d'ou la proposition.

k
COROLLAIRE. D*(F_)=N .
r k+1/Nr

REMARQUE. Cette propriété serait intéressante pour l'étude du groupe des automor-

. r
phismes de L7 .
3.2.1.2. Le groupe L,:' (n).

Considérons maintenant 1'espace J'( m,n) des r-jets réguliers de R” dans R™,
de source et de but l'orignie O. C'est un ouvert partout dense de 1'espace L:n - Pour
> ' : : s s r .
s 2 r c'est une orbite de groupe produit L x L opérant sur ['(m,n)  suivant la

loi de composition classique :
(y,s,s')>s'ys ™t ye] (m,n),s eLy,s"€L;.
Si n < m, c'est une orbite du groupe Lfn , suivant la loi :
(y,s")>s'y.
Si n > m, c'est une orbite du groupe L: opérant a droite :
(y,s)>ys™

Soit Lfn *"(n), s > r, le sous-groupe de Lfn laissant invariant un jet de ] (m,n),

que nous pouvons prendre comme jet de 1'application :

x1=u1,
xn=un

xn+1=o
x_ =20
m

pour une certaine carte.
. r s . .
En prenant un systéme de cartes pour J'(m,n) et L_ et en explicitant la loi
d'opération (y,s') - s'y on trouve facilement que Lf” *T(n) est défini par la nullité de

certaines de ses coordonnées

i _ : P
a].*i—O, i=1, ,m,j=1, ,n.
a:: =1, i=1,....,n.
jl»j2=0’ si j1<j2 <n.

i .. .
al . =0, si <...<j_.<n.
Jqreenrd, 71 71—
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On en déduit facilement la proposition suivante :

PROPOSITION. L:z" (n) est une extension inessentielle

L)LY sgn(m=n) gm(Ko-KZ)  pm(KL-Kl) pmkl "1 pmKs
Si m=n alors Lfn’ "(m) est un groupe résoluble et L'm’ (m)= L:n(m)est
réduit a l'identité. D'autre part, il est clair que le quotient L; /LS, :n(") est isomorphe
a 1'espace J'(m,n).
La composante semi-simple de L; *T(n) est SL;I o le radical étant une exten-

S
sion E(R,R"(m-n)  gpmK_)

3.2.2. Extension du groupe structural L;.
De ce qui précéde on déduit que les espaces classifiants des groupes L;,
T;(L:)‘, L7 sont de méme type d'homotopie. D'autre part T;(Vn) est de méme type

d'homotopie que V . D'aprés les notations et résultats du chapitre I nous avons la

PROPOSITION 1. Soit V = une n-variété C®, on a les isomorphismes d'ensembles
pointés suivants :
Ty _ 1
(V, L})= (Vn, L.)
r r 1 T 1, _ 1
(Tp( v,), Tp(Ln)) = (Tp(Vn), L)=(V,.L})

COROLLAIRE.Dans la suite exacte de cobomologie non abélienne attachée a l'extension
L; > L;, le 2€ cobord est trivial.

Autrement dit on retrouve un théoréme du 3 Ehresmann ([ 8d]) suivant lequel la

structure fibrée de H 1(Vn) définit 4 un isomorphisme prés celle de tout espace fibré

associé a H'( V..

PROPOSITION 2. Soit V  une m-variété C®, on a I'isomorphisme d'ensembles pointés

(LTH(V, ) L Tn))=(,T0(V, )LL)

m-n
DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer que L:n *1.7(n) a le méme type d'homotopie

1
m-n"

que L
DEFINITION. Une suite exacte de fibrés vectoriels

05>E' >E->E"5o0 sur X
est dite extension d'une autre suite exacte de f[ibrés vectoriels sur X

o>E">E->E">5o0

s'il existe un homomorphisme de suites exactes de fibrés vectoriels
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o—»E—).E_—-)E"eO
$bh' vbh VidE"

o>E" 5 E->E">o0

tel que b soit la projection d'une suite exacte de fibrés vectoriels, et de méme pour b'.

Rappelons que S(P) désigne la suite exacte d'Atiyah associée au  fibré
principal P, (Cf.[0]).

PROPOSITION. S(H'(Vn)) est une extension de S(H 1( Vn)) associée a la projection
r 1 .
L ~>L,.

DEMONSTRATION. Il suffit de tenir compte de la structure d'extension inessentielle de
L” de base L1.
n n

CONSEQUENCE. Il s'en suit que toute connexion linéaire sur V, peut etre étendue en

une connexion affine spéciale d'ordre r ( Ehresmann[ 8d]).

3.2.3. Les prolongements tensoriels d'ordre supérieur.

DEFINITION 1. On appelle prolongement L - tensoriel (Ebresmann [ 8d]) d'une variété
différentiable 'V tout espace fibré différentiable associé au prolongement principal

r r r r r . . . r
H (Vn)( v, Ln, L7,H(V ))=H (Vn) par une représentation linéaire de L.

En particulier un prolongement L;- tensoriel est un prolongement ordinaire [ 8d ].
Comme exemple classique de prolongement L:’l- tensoriel nous avons les espaces
de covitesses *T;(Vn)(Vn,L;‘ n LT *H( V,)). Le groupe L; opére linéairement
a droite sur L;’ b En prenant une carte et en utilisant les représentants polynomiaux
on trouve facilement la forme matricielle correspondante : pour simplifier, prenons p=1,

un élément A €L”, de coordonnées A;‘,A',‘ A? o a,j,,.

7 120 ] 1]2,...,17’
est représentée par une matrice M X M, M = K;-&-Ki +...+K) =dim L7 explicité

NS

ci-dessous, ol § indique la sommation de tous les termes obtenus en faisant parcourir
les systémes d'indices 1'ensemble de toutes les combinaisons possibles des indices

haut et bas parmi les indices considérés (qui sont déja assujettis a la condition de
symétrie des jets holonomes).
On voit que la représentation est compatible avec les projections successives

Li > Li-l. D'autre part, c'est une représentation réductible mais non complétement

réductible. Désignons la par *T" () dans la suite.
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. (a) (aya,) (aja,a, (aa,.a)

naices

7) Al 0 0 0 o0 K1 lignes
i a . 21A% 0 2
T175) A]1]2 A iAfz 0 0 K

nNi A? . A%1A%2 A%1A%2 A 3
EVEEY Fiigis  SAiAZ; jrajzas 00 K

.7 A% . SA%1A%, . . A%?1A%2.. A%| KT

Tily Tyeedy 1171150, P4z Ka

REMARQUE. *T;(Vn) étant un espace fibré vectoriel différentiable on peut naturel-
lement & partir de lui former d'autres espaces fibrés vectoriels : dual, somme de Whitney,
produit tensoriel, produit extérieur ... ce qui constitue autant d'autres exemples de
prolongements L7 - tensoriels.
n

Désignons par ©” le r- produit symétrique, quotient de la r*¢™€ puissance tenso-
rielle par la relation d'équivalence définie par le groupe des permutations définies sur
cette puissance tensorielle. De la représentation matricielle *T7(n) de L on tire

facilement la

PROPOSITION. Pour tout r, la suite d'bomomorphismes de fibrés vectoriels
rex 1 E X ald xepr -1
00 (*T(V ))>*T'(V )->*T] (V,)»o
est exacle.

Le groupe L; est un sous-groupe du groupe d'isotropie infinitésimale semi-
—_ R —_ 3 4 r+1
holonome L :l qui est une extension inessentielle L:l( L;; R"” ,R",...,R" ). Comme

groupe structural de *??(Vn), fibré des 17- covitesses semi-holonomes, le groupe Z;
opére linéairement & droite sur E'l n= (RM)*e( ®%(RM*)s...0...(6(R™*). On a
une représentation linéaire fidéle de E; dans bGL(N, R), ot N=n+n2+...+n",
suivant le schéma matriciel explicité plus haut pour L;, ol Kf‘” est remplacé par n",
k=1,2,...,r.

De cette représentation, désignée par *T" (n) il résulte facilement la
, désig A

PROPOSITION. Pour tout r, la suite d'homomorphismes fibrés vectoriels
e>® ATV, ))>*T(V )>*T 7}V ) e

est exacte,
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REMARQUE. On peut dans la Définition 1 remplacer le groupe L; par Z; pour obtenir

des prolongements L;-tensoriels (semi-holonomes). De méme avec L;.

DEFINITION 2. Appelons prolongement T;-tensoriel de V  tout espace fibré différen -
tiable associé a l'espace fibré principal T;(Hl(Vn))[ T;(V'i), T;(L;)] par une
représentation linéaire de T;(Li).

En particulier un prolongement T;- tensoriel est un prolongement tensoriel ordi-

naire.

LEMME. Il existe un homomorphisme injectif canonique du graupe T;(L;) dans le

1 r re s . s . . , 1
groupe LN' N=n Cp+r’ l'image étant isomorphe a une extensioninessentielle E(Ln, u),

ou U est un groupe unipotent.

DEMONSTRATION. En effet, d'aprés Kawaguchi [ 15] on peut associer a un élément
i i i
(aj’aj;kl""’aj;kl..

simplifier, comme suit

g ) de T;(L;) une matrice qui s'écrit, en prenant p =1 pour
r .

i

a’ 0 0 0
]

(a;I)(“ a;I 0 0 0
iv(r) iy(r-1) (1) i

(al.) f(a].) - r(a].) a

De cette forme matricielle découle immédiatement le lemme.
1 _
REMARQUE. On peut aussi, dans la définition 2, remplacer T;}(L;) par T;(Li) ou

r . s PR T .
L[n] . Nous n'insisterons pas sur ces généralisations.

PROPOSITION. Si E un prolongement tensoriel ordinaire de V , alors T;(E) est un
r

prolongement Tp

tensoriel de v,

. TP 1
DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer qu'une représentation linéaire de L = se prolonge

en une représentation linéaire de T;(L;), puis d'appliquer le lemme sur la structure
fibrée de base T;(Vn).

REMARQUE. Cette proposition fournit une méthode pour obtenir les prolongements

T;- tensoriels. Mais on ne les trouve pas tous de cette maniére.
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3.2.4. Le fibré pT;( V,) des n'-vitesses régulieres de V.

Considérons maintenant le fibré différentiable pT"z(Vm NV, ] (mn), LT H'(V ) ].
D'autre part considérons le fibré tangent de J'(m,n). Nous savons que le sous-groupe
L:n(n) se représente dans le groupe Llii , M=dim J"(m,n), comme groupe linéaire
d'isotropie et que le groupe structural L’A%l du fibré tangent de J"(m,n) peut étre réduit
a4 ce groupe. L'espace fibré le long des fibres de pT;(Vm) est un espace fibré de
base pT;( V.,.), de fibre RN M= dim ]’(in' n), de groupe structural LA} pouvant étre.
réduit a L:n(n). Désignons-le par T . Considérons aussi le fibré tangent
TH ,Th (Vo)) U TV, ), T M Ly B, T7)] . Soie p la projection
pT;(Vm) >V elle induit le fibré p(Ti( Vm)) sur pT:‘(Vm), de fibre R™, et de
groupe structural L;. D'autre part nous savons que Ti(pT'(Vm)) est un prolonge-
ler

ment du ordre d'un prolongement régulier et d'aprés le théoréme de transitivité des

prolongements (Ehresmann [ 8d]) son groupe structural peut &tre réduit au sous-groupe
+ . . . . o

L” ;1 "(n) de L'+;l laissant invariant un jet de J'(m,n). Entre tous ces fibrés et

ces groupes structuraux on a la relation suivante dont la démonstration est immédiate

en passant aux cartes et en tenant compte de la construction de !'espace fibré le long
des fibres.

PROPOSITION1.La suite des fibrés vectoriels différentiables sur pT;( V,.)
05T Ty, TH(V, ) p*X( TV, ))>o0

est exacte.

REMARQUE. Considérons le fibré des m°-repéres H°(V_) qui a pour groupe struc-
tural L,s,Z . Le sous-groupe LS':"(n) opére a droite sur Hs(Vm) . Le quotient

HS(Vm)/ L7 (n) est un fibré de base V_, de fibre Lf”/ Ls':n(n)= JT'(m,n), de

groupe L;z opérant sur ["(m,n) par translation & gauche. C'est une extension de
pT;(Vm) associée a la projection canonique Lfn > L:n, pour s>r. Si s=7r, alors
clest [T7(V ) wéme. Dans ce cas H'(V_) est un fibré principal H sur pT:l( vV,
de groupe structural L:n(n) et l'espace fibré T le long des fibres de pT;(Vm) n'est
autre chose qu'un fibré associé 2 H. De méme Ti( pT;( V,)) est associé a un fibré
principal P[ pT;( V) L” +;z *"(n)] défini & un isomorphisme prés par la composition
des projections fibrées
r :
> TV ).

r+1i,r p n
m (n)

Le groupe structural L:n *lLrp) de T i(pT;(Vm)) peut méme étre réduit

+1 +1
HP NV, ) BT V),
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au groupe L:n(n), n<m.

Pour n=m, le groupe L:n(m) est réduit 3 l‘ide_ntijté, et on retrouve le résultat

classique (Ehresmann [ 8d]) affirmant que le prolongement principal H¥(V, ) estparal-
lélisable.

DEFINITION. Appelons prolongement T -tensoriel régulier de V,, tout fibré différen-
tiable associé au fibré principal H'( V) pT;( Vm), L:"(n)).
11 est clair que si pT;( V,) admet une section alors tout prolongement L:n-

tensoriel est aussi un prolongement T:l- tensoriel régulier.

PROPOSITION 2. La projection T;(Hi( Vm))/Tr -> T;(pT}( V..))est un iso-
p

(L})
morphisme de fibrés et le diagramme

/
1 1
TNV, ) —— T, TY(V,))

TH(V,,)

est commutatif.

DEMONSTRATION. Soit Hl(Vm) l'espace des I-repéres de Vo et L;(]) le sous-

1 . . . . . . 1 i 1 N N
groupe de L~ laissant invariant un jet régulier de Lm’ 4+ Le groupe L_ (1) opére a
droite sur Hi( V.., le quotient étant isomorphe a 1'espace des I 1. vitesses réguliéres

pTi(Vm). Nous savons que H1( V) est fibré sur pTi( V). de groupe L;lﬂ(l) et le

diagramme suivant est commutatif,

HY(V_) STH(V,,)

NS

\%

m

les structures fibrées étant évidentes. Il suffit alors d'appliquer le lemme sur le fonc-
teur 77,
b

REMARQUES 1. Soient a € Hl( Vm, L,tl), lfisomorphisme c  HY Vm, Lm)->
1 1 1 ror 1 N r 1 -
H (T;(Vm),T;(Lm)). beH (T,Tp(Lm(I))) ol T=Tp(pT1(Vm)) tels que

c(a) et b correspondent respectivement aux fibrations b et f. Soient, d'autre part,

'injection i : T;(L;‘(I ) > T;(L;) et 1'application suivante [ : HI(T,T;(L;[(I))) >
HY(T, Ty (L})). Alors on a:
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I(b)=k*(c(a))

o K* : HY( T;;(Vm), !;(L;))—» HY(T, T;(L;)) est l'application induite par la
projection K.

2. On peut encore généraliser la proposition 2 et les considérations pré-
cédentes au cas des espaces de repéres d'ordre supérieur H'( Vm). Nous omettons

les détails.

3.3. REPRESENTATIONS LINEAIRES IRREDUC;HBLES DE DEGRE FINI DE QUEL-
QUES EXTENSIONS INESSENTIELLES DE L: .

+
3.3.1. Le groupe T;(L'i‘).

+
3.3.1.1. Considérons maintenant le groupe Ti(L:). Il admet un homorphisme injectif
+ 2
dans le groupe L;n. L'image est isomorphe & une extension inessentielle E( L;,R" )
composée de matrices :

at o
7

iy(1) i
(a) a;

- 2 2
Le groupe F des caractéres de F = R” est isomorphe 2 C” =M(n,C) ensemble
+ A
des matrices n x n complexes. Le groupe B = L; opére sur F=M(n, C) par automor.
phismes intérieurs suivant la multiplication des matrices .L.es orbites suivant B de F

+
sont donc les classes de conjugaison de M(n, C) suivant L,:. I1 est clair que les
+

1

, tout entier sont les matrices scalaires.

seules orbites stabilisées par le groupe L

Par application du théoréme de Bruhat [9b] (cf.0.1. ainsi que [17],[20] on en déduit le

LEMME. Les représentations linéaires irréductibles de dimension finie du groupe

1,71
Ti(Ln) sont de la forme
o(bf)=eTr(cHpp)

2 +
on c €C,feR™ ,bell et p(b), une représentation linéaire irréductible de dimen-
» P

+
. .. 1
sion finie de Ln.

+ + 2
3.3.1.2. Le groupe T;(L;) est une extension inessentielle E(L;,RP " ). Le groupe

2 2
F des caractéres de F=RP" est isomorphe & CP" =M(nx pn,C). Le groupe

a

+
B= L; opére encore sur F par automorphismes intérieurs suivant le schéma :
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o
SN— e .
n pn : b

o
o b o
oo .o b
— I —— P

pn
+

C1 OC2 oo CP oo
(o] (o] . . o

o . . .

o o
00..... C100 €2 oo CP

Cn en déduit la

PROPOSITION. Les représentations linéaires irréductibles de dimension finie du grou-
+
pe T;( L;) sont de la forme :

n M

;I'r(c./.)

171

o(bf)=e' p(b)

: . 2 +
o c;€C, f, € R;.’ , be L:, et p(b), une représentation irréductible de dimension
+

.. 1
finiede L .

REMARQUE. D'aprés la définition de Ln' (Ehresmann [ 8d ]) pour trouver ses repré-
sentations linéaires irréductibles de degré fini il suffit d'itérer (r-1) fois1'application
de la proposition précédente pour p = n. Comme T;( L’f) est un sous-groupe de L’!:’]on

obtient ainsi une partie de ses représentations linéaires.

3.3.2. Le groupe i;

+
3.3.2.1. Considérons maintenant le groupe Lj, extension inessentielle

Yy onl(n+1) . ..
E(Ln, R / 2) avec la loi de composition usuelle :

i 4 1
A’. (ab) _Ak(a)A].

i _ i k i k i
Ailjz(ab)_Ak(a)Ajljz(b)+Akl(a)Aj 1(b)A’.2(b)

Nous sommes dans les conditions du théoréme de Bruhat (cf. Préliminaires). Le groupe

- 2 2
F des caractéres de F=R" ("*1)/; est isomorphe a C* (7*1)/2 _ Le groupe
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-

b= L; opére sur F par automorphismes intérieurs comme suit :

~1,01 b-li b k bl
O OIS LA Y ST

7o

A S 7 ~
Crhovtfe) = Sl sto ) iph pky!
Dby = O bk
2 ; “l
=i,r,sH;el,irs(b)f:s

avec Hjy"5 = = (b )pkp !

Un calcul simple de vérification sur les matrices b diagonales montre que la

condition
A j -l
= fl
(b-Dpp="1ks
2
entraine /kl= 0. Autrement dit seule I'orbite triviale, 'origine de F cri(nti),,

+
admet le groupe B = Ln comme stabilisateur. Suivant le théoréme de Bruhat on déduit

facilement de ce qui précéde le

LEMME 1. Le groupe Itz n'a pas d'autres représentations irréductibles de dimension
finie que celles provenant de sa base L L

Comme son radical n'est pas compact le groupe L a d'autres représentations
linéaires indécomposables réductibles. Un tel exemple est donné par les 2- covitesses,

comme nous avons vu plus haut.

3.3.2.2. Soit N]_, le noyau de la projection L7 L7 "1, Désignons par E™* 7! I'exten-
sion inesse’ntielle E(Zn, N ) définie par la representatxon suivante de L dans le
groupe Aut (N’ _ ) des automorphismes de N]_ (qui est isomorphe 2 GL(K;, R))
f;;...km"(b’l)z'{;;...kmb? Lo bh 6T '

En explicitant la loi de composition par les représentants polynomiaux del’,

on vérifie aisément le

+
LEMME 2. L'extension L' L'"1 est isomorphe a l'extension induite ¢*E™*7 L sur

L' par la projection <, L "’L;

+ 0+
L'application du théoréme de Bruhat a l'extension L’ - L;”l conduit au méme
+

résultat que pour L; . En tenant compte du lemme 1 précédent, nous avons par récur-

rence sur r la

+
PROPOSITION. Le groupe L; n'a pas d'autres représentations linéaires irréductibles

de dimension finie que celles provenant de sa base L; .
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REMARQIE. La composition de la représentation *T'l(n) avec les représentations

linéaires irréductibles de GL(n+n(n+ 1)+ ... + K'l, R ) fournit desreprésentations
2

linéairesindécomposables réductibles de L .

3. Le goupe L7 ..
r
nt?

de dimension des noyaux due a la non symétrie des indices des coordonnées a]il... ik

+ —
Le résultat précédent relatifa L; s'étend facilement & L la différence
K =1,..,r, étant sans influence sur les arguments considérés.

Cmmme pour L; la composition de la représentation*T'l(n) avec les représenta-
tions lintaires irréductibles de GL(n + n2 + ... + n", R) fournit des représentations

linéairesindécomposables réductibles de L:l .
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