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TOPOLOGIE ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE
Séminaire dirigé par Charles EHRESMANN

décembre 1962

CLASSIFICATION DES SECTIONS MEROMORPHES

DES ESPACES FIBRES PROJECTIFS

par Francoise BENZECRI-LE ROY

INTRODUCTION

Le principe du travail est le suivant : ramener 1'étude des sections méromorphes
des espaces fibrés projectifs a celle des sections holomorphes d'un espace fibré vecto-
riel. Certains des résultats ainsi obtenus ont des corollaires simples relatifs aux sec-
tions méromorphes des espaces fibrés en variété de Grassmann.

Nous avons rassemblé au chapitre I les notions et résultats -pour la plupart
classiques- utiles dans la suite du travail. Les notions données au $ 1sur les appli-
cations holomorphes et méromorphes d'une variété analytique complexe dans une autre
et, plus particuliérement, sur les sections holomorphes et méromorphes d'un espace
fibré analytique complexe, ainsi que sur les diviseurs surune variété analytique complexe
seront utilisées dés le chapitre II. La construction -donnée au § 2- d'un espace fibré
principal dont le faisceau des sections holomorphes soit isomorphe a un faisceau prin-
cipal donné sera utilisée aux chapitres III et IV. T.a notion de puissance extérieure

Péme d

vise 2 identifier un espace fibré en variété de Grassmann 2 un sous-espace fibré d'un

un espace fibré projectif donnée au § 3 est utilisée au chapitre IV § 3: elle

espace fibré projectif (de méme que 1'espace fibré des sous-espaces vectoriels de dimen-
sion p associé A un espace fibré vectoriel E s'identifie & un sous-espace fibré de
P(PAE) -espace fibré projectif associé a PAE).

Au chapitre II, on étudie localement les sections méromorphes d'un espace fibré
projectif P(E ) -identifié 2 U X P(C")- associé 2 un espace fibré vectoriel E -iden-
tifié 2 U X C™ . On démontre que toute section méromorphe de U X P(C”) -pour U
assez petit- peut étre définie par une section holomorphe de U X C”, celle-ci étant

N

unique & un multiplicateur holomorphe inversible prés. Ce résultat s'applique aux sec-
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tions méromorphes de P(PAE). Nous démontrons ensuite pour tout "p-champ de E”
(§ 1 déf. 3) I'existence locale d'un nombre fini de sections holomorphes de E définis-
sant le p-champ. En un point régulier ce nombre est p; en un point singulier, il arrive
que I'on ne puisse pas définir le p- champ par p sections liolomorphes de E mais seule-
ment par un nombre plus grand. Revenant au cas des sections méromorphes de P(E),
on acheéve cette étude locale par la définition, en tout point de la base, d'un indice &
valeurs entiéres positives (aux points singuliers) ou nulles (aux poihts réguliers). Efant
donné un point x de B et un nombre entier ¢, il existe localement une section méro-
morphe de P( E) pour laquelle x soit un point singulier d'indice g¢.

Au chapitre IIl, on aborde 1'étude globale des sections méromorphes d'un espace
fibré projuctif analytique complexe P. Au § 1, on considére - lorsqu'ils existent- les
espaces fibrés vectoriels dont 1'espace fibré projectif associé est isomorphe 3 P. Plus
précisément, on définit les "couples associés a P" : ce sont des espaces fibrés vecto-
riels munis d'une "projection admissible" sur PV ( § 1 déf. 1). On fait une classification
de ces couples grace a la notion d'isomorphisme de couples" (§ 1 déf. 2). On démontre
que C(P) - ensemble des. classes de couples- est un espace homogéne de H rB, C’:)).
Au§2, est posé le probléme de l'existence de tels couples. A toute section méromorphe
[" de P, on associe de fagon canonique un espace fibré vectoriel E(I") muni d'une
projection admissible o(I") sar P; E(I") est muni d'une section holomorphe globale,
s(I, définissantvr' par o(I"). Ce théoréeme d'existence, joint A un résultat de Serre
valable dans le cas ol la base B de P est aléébrique projective compacte permet
d'énoncer : une condition nécessaire (resp. nécessaire et suffisante) pour que P (resp.
P de base B algébrique projective compacte) soit isomorphe 3 P(E) pour E conve-
nable est que P admette une section méromorphe globale.

Au chapitre IV, Iz base B est supposée compacte. On utilise la classification
des couples pour classer les sections méromorphes de P. On étudie la structure d'une
classe de sections méromorﬁhes de P? puis, utilisant la structure ordonnée de H i(B,C’:“)
on étudie la structure erdonnée des classes de sections. L'ensemble i "}(k) des sections
d'une méme classe constitue un ouvert de Zariski, .n(i—l(k)), d'un espace projectif,
P(k), de dimension finie. On définit une application.?y de P(k) dans I'ensemble M(P )
de toutes les sections méromorphes de P, metrant er correspondance les éléments de
P(k) et les sections de P ;Ie classe inférieure ou égale a k( pour cela, on fait usage
de l'espace fibré en droite "réciproque"” F(I', p) dune section méromorphe [" de P
par une projection admissible o construit au § 1 du chapitre IV ainsi que de la premiére
formule donnée au n° 2 € 1). Enfin, un dernier paragraphe traite de I'étude globale des

singularités d'une section méromorphe de P .l'existence, démontrée au chapitre III,
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de (E(I"),s(I"),o(I")) permet d'identifier le cycle des singularités de [ au cycle
des zéros de s(I"). En général, on peut seulement dire que ce cycle est de codimension
analytique supérieure ou égale a2 2. Si la base B de P est de dimension n, P étant de
fibre P(C"); une section [' de P est & singularités simples isolées si et seulement si
s(I") est transverse a la section nulle (cf. chap. II &4). Dans le cas ot P est de fibre
P(C™), o1 B est algébrique projective compacte, et ot s([') est transverse a4 la sec-
tion nulle, la classe - pour 1'équivalence rationnelle- du cycle des zéros de s(I") est
la classe de Chern Cn(E(I_')) (Grothendieck). Si l'on connait les classes de Chern
Ci(E)- (E, p) étant un couple quelconque associé 3 P- et Cl(F(l_',p)), on peut
calculer Cn(E(F)); en particulier, lorsque P est l'espace fibré des éléments de con-
tact de B, E l'espace fibré des vecteurs tangents & B, on sait calculer Cz.(E) et
C,( F(I", p)) et, par suite, C,( E(I')). Lorsque B est algébrique projective compacte
de dimension 7n - P étant toujours de fibre P(C")- et [ a singularités simples isolées,

C,(E( ")) donne le nombre de singularités de [".

Monsieur C. Ehresmann m'a indiqué le sujet de cette thése et en a patiemment
dirigé 1'étude. Qu'il veuille bien trouver ici 1'expression de ma respectueuse gratitude.
J.P. Benzecri a surveillé la rédaction avec une rigueur bienveillante. Monsieur Favard
me fait I'honneur de présider le jury et Monsieur Deheuvels a bien voulu examiner mon

travail. Je leur en dois une particuliére reconnaissance.






CHAPITRE UN

PRELIMINAIRES
1. Variétés analytiques complexes .

Nous ne rappellerons pas la définition de ces variétés, ni celle des espaces fi-

brés analytiques complexes ayant pour groupe structural un groupe de Lie analytique com-

plexe.
1. CORRESPONDANCES ANALYTIQUES.

Dans ce numéro, nous précisons la définition des applications méromorphes d'une
variété analytique complexe dans une autre : si la variété but est supposée compacte, les
notions de singularités ordinaires ou essentielles se définissent simplement. D' autrepart,
en vue du chapitreIV, nous énongons un résultat( cfprop. 6) dont la démonstrationreprend

divers points d'un travail de Remmert.
DEFINITION 1.Correspondance ensembliste.

Soient X, Y deux ensembles. Nous noterons px (resp. p¥)la projection du produit
XX Y sur X (resp. Y).

Une correspondance ensembliste entre X et Y est définie par la donnée d'une

partie ' de X x Y : I est le graphe de la correspondance; & x € X correspond la partie
de Y :

Tix)=pY((xxY)NT)CY

Soit X' C X; la restriction @ X' de la correspondance | est la correspondance qui

a pour graphe :
M=l (X xY)
. Une correspondance [ définit une application de X dans Y si a tout élément de
X correspond un élément unique de Y.

DEFINITION 2. Sous - ensembles analytiques.

Une partie I d'une variété analytique X est un sous - ensemble analytique de X
en x €X si il existe un voisinage U(x) de x dans X et unsystémefini { ¢;}; o de

fonctions bolomorphes ( @ valeurs dans C) définies sur U(x) et telles que :

FCNUx)=lylyeU(x);Viel, ¢(y)=0]}
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" est un sous ensemble-analytique de X s'il est un sous-ensemble analytique
de Xen tout point x € ['. On notera que ( sauf si [ est fermé) cette condition n'impli-

que pas que | soit un sous-ensemble analytique de X en tout x € X.
DEFINITION 3. Irréductibilité.

Un sous-ensemble analytiqgue de X, 1 ,( resp. une variété analytique, X, ) est

irréductible s'il n'existe pas de systéme fini { ", } . de sous-ensembles analytiques
1 €

de X tels que :
ul,

1

1]

' (resp. T, = X))
viel,LNT =T, (resp.Vier, [;=T;)

1 1 1

DEFINITION 4 .Correspondance analytique.

On suppose maintenant que X et Y ( cf déf. 1 ) sont munis d'une structure de va-
riété complexe.

Une correspondance ' est analytique ( resp. analytique irréductible ) si le gra-
phe ' est un sous-ensemble analytique ( resp. analytique irréductible ) de la variété
produit X x Y.

Une application holomorphe - ou analytique réguliére - de X dans Y est une
application continue définie par une correspondance analytique. Soient I" une applica-
tion holomorphe ; x € X, y =1(x); (X30eeenyy) (1esp.yq ..., Ym) des coordonnée.§
locales sur X ( resp. Y ) sur un voisinage U(x) de x ( resp. V(y) de y ). Pour’
tout x' € U(x), les coordonnées y'l. de ['(x') s'expriment par des fonctions holomor-

phes de plusieurs variables (au sens ordinaire ) en les coordonnées x', de x'.
DEFINITION 5 .Applications analytiques avec singularités.

Nous supposerons désormais X irréductible et Y compact.

Une correspondance analytique irréductible [ définit une application analytique
avec singularités de X dans Y s'il existe un ouvert partout dense X' de X tel que la
restriction de I" & X' soit une application holomorphe de X' dans Y.

Un point x de X est régulier pour I s'il existe un voisinage X'' de x dans X
tel que la restriction de " a X'' soit une application bolomorpbe.

Un point de X non régulier est dit singulier ; un point x de X est singulier ordi-
naire si est vérifiée la condition suivante :

I" est un sous-ensemble analytique de X x Y en tout point de x x Y.
On notera que cette condition ne résulte pas nécessairement de ce que I est ana-

lytique en tout point de I (cf def. 2).
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Un point singulier x € X est dit lacunaire s'il existe une correspondance analy-
tique "' satisfaisant & :

Mol et IM(x) ¥ (x)

et définissant une application analytique de X dans Y pour laquelle x est régulier ou
singulier ordinaire.

Un point singulier x € X qui n'est ni ordinaire ni lacunaire est dit singulier

essentiel.

DEFINITION 6. Applications méromorpbes.

Une application analytique avec singularités est dite méromorphe (resp. méro-
morphe avec lacunes) si elle n'a que des singul'arités ordinaires (resp. des singularités
ordinaires ou lacunaires). Le graphe 1" (resp. la fermeture du graphe : ) d'une applica-
tion méromorphe (resp. méromorphe avec lacunes) est un sous-ensemble analytique irré-
ductible fermé de X X Y; l'image d'un point x de X par une application méromorphe
est un sous-ensemble analytique compact de Y (Y est compact). La correspondance
définie par la fermeture du graphe d'une application méromorphe avec lacunes est une

application méromorphe.

PROPOSITION 1. Soient X,Y deux variétés analytiques complexes; X estsupposée
irréductible, Y compacte. Soient 1" le graphe, supposé irréductible, d'une application
analytique de X dans Y; S (resp. S') l'ensemble des points singuliers (resp. singuliers
essentiels).

Les quatre propriétés suivantes sont équivalentes :

I. S est de codimension analytique supérieure ou égale a 2;

n. o définit une application méromorphe de X dans Y,

II. S'est de codimension analytique supérieure ou égale a 2;
Iv. s'"=¢.

Rappelons qu'une partie P de Z analytique est dite de codimension analytique
supérieure ou égale & 2 si quel que soit x € Z, il existe U(x)- voisinage ouvert de x
dans Z- et 3(x) - sous-ensemble analytique de Z qui peut &tre défini comme ensemble
des zéros communs A deux fonctions holomorphes, mais non comme lieu des zéros d'une

seule fonction holomorphe- tels que :
U(x)NPC3(x).
L'équivalence des propriétés II et IV résulte de la définition 6; celle des pro-

priétés III et IV du théoréme deLévi; pour I'ensemble des démonstrations, voir Stoll [ 7 ].

COROLLAIRE. Soit X de dimension > 2, Y compact. Une application analytique X > Y

ne peut avoir de singularité essentielle isolée.
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L'objet de la proposition 2 ci-dessous est de montrer le rapport entre la notion,
nouvelle, d'application méromorphe et celle, classique, de fonction méromorphe ; une tel-
le fonction est définie sur un ouvert partout dense dans X et coincide au voisinage de
tout point de X avec le quotient de deux fonctions holomorphes ( elle est donc définie,

infinie, ou indéterminée aux mémes points que ce quotient ).
b

PROPOSITION 2.Nous supposons que Y est l'espace projectif rapporté aux coordonnées
bomogeénes M, ..., 7,.

Soit I une correspondance analytique entre X et Y telle que I'(x) ne soit pas,
pour tout x € X, ideniiquement contenu dans I'byperplan d'équation 1), = 0.

I est une application méromorphe si et seulement si, quel que soit i distinct de

7 . ) . p
v, le quotient % calculé au point ["(x) est une fonction méromorphe de x.
v
Les définitions et propositions ci-dessus se trouvent rappelées ou démontrées no-

temment dans Stoll [ 7]. Pour les résultats qui suivent, nous faisons référence 2 Remmert
[91.

Soit [ une correspondance analytique entre deux variétés analytiques complexes
X, Y sur lesquelles on ne fait pas d'hypothéses complémentaires avant les propositions
5 et6.

Nous noterons :

p=0";

z € " un point du graphe [";

s (z) la dimension de " en z ;

d (z) la dimension en z de la fibre p-l(p(z))r\r;

r(z) lerang : s (z) - d(z),

PROPOSITION 3.La fonction d(z ) est semi-continue supérieurement sur | .
DEMONSTRATION .
cf Remmert [9] page 436 Satz 16 : en vue d'établir que si [ est «rein-dimen-

sionale» en z, r(z) est semi-continue inférieurement, Remmert démontre ( sans hypo-

théses sur [) que d(z) est semi-continue supérieurement.

PROPOSITION 4. Soit m entier positif ou nul ; notons :
B(m)={Z|z€r,'d(z)?_m}.

B (m) est un sous-ensemble analytique de X x Y .

DEMONSTRATION.
cf Remmert [ 9] page 437 Satz 17 : ' est supposé « rein-dimensionale » et I'on
démontre qu'est un sous-ensemble analytique la partie ' (m') de ' (m' entier quel-

conque ) :
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N(m')=1{=z | z elsr(z)<m}
Pour démontrer cette proposition, on peut, soit reprendre le raisonnement de
Remmert, soit remarquer qu'en tout point z_  €[", [' se décompose, localement, en un
nombre fini de composantes "rein-dimensionale" auxquelles on applique 1'énoncé méme

du Satz 17.

PROPOSITION 5. Soit [ un sous-ensemble analytique fermé du produit X X Y : X com-
pact, Y projectif. |
La projection p(I") de I" dans Y est un sous-ensemble algébrique de Y.
C'est le Satz 20 de Remmert [ 9 ] page 441.

PROPOSITION 6. Les hypothéses sont les mémes qu'a la proposition 5.  Nous notons
P ;(F) 'ensemble :

pX(T)={y|yeY;dim p™y)NT) > m}

p };(F) est un sous-ensemble algébrique de Y, quel que soit I'entier m.

La proposition( est un corollaire des propositions 4 et5: en effet,pi(F):pY(Bb(m)).

DEFINITION 7. Sections holomorphes et méromorphes des espaces fibrés.

En général, une section peut étre ainsi définie : c'est une application de la base
dans 1'espace fibré qui, composée avec la projection sur la base, donne l'identité : les
notions de sections holomorphes et méromorphes en résultent.

On peut aussi remarquer que si E est un espace fibré (localement trivial) de
fibre F et de base B, tout point b de B admet un voisinage U tel que la restriction
Ey de E a U soit isomorphe a U X F : une section au dessus de U peut étre ainsi
définie comme une application de U dans F, et on définit par"recollement" lessections
globales. Ce procédé sera utilisé pour définir les sections holomorphes(notamment
quand F = C") et méromorphes (notemment quand F = P(n,C) ou quand F est une

grassmannienne).

2. DIVISEURS.

Nous faisons référence a A. Weil [ 8] pour les propriétés arithmétiques des
diviseurs et 4 Chern [ 1] pour les relations entre classes d'espaces fibrés en droite et
classes de diviseurs pour l'équivalence linéaire.

Rappelons briévement la définition d'un diviseur :

Deux fonctions méromorphes, a valeurs dans C, définies sur un ouvert U d'une
variété -analytique complexe X, ont méme diviseur si leur quotient estune fonction
holomorphe inversible. On se donne un diviseur sur X tout entier par un systéme de

fonctions méromorphes ¢, définies sur les ouverts U, d'un recouvrement avecla condi-
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tion de compatibilité suivante :

Vi,j, les restrictions 2 UiﬂUj de @, et ¢; ont méme diviseur,

Un diviseur est dit positif s'il peut &tre défini par un systéme de fonctions
holomorphes ;.

On définit I'ensemble des germes de diviseurs (resp. de diviseurs positifs) en

% € X comme quotient de I'ensemble des germes en x de fonctions méromorphes (resp.

holomorphes) par la relation : deux germes en x de fonctions méromorphes ont méme

germe en x de diviseur si leur quotient est un germe de fonction holomorphe inversible.
On définit sur I'ensemble des diviseurs (resp. des germes de diviseurs en x)
une structure de groupe pour la loi suivante : soit D (resp. D') défini sur un ouvert U
par la fonction méromorphe ¢ (resp. ¢'); D + D' est défini, sur U, par ¢ X ¢'.
Par la définition de ses éléments positifs, ce groupe est muni d'une structure

de groupe abélien ordonné : on a (cf. [ 8 ] page 151) la:

PROPOSITION 7. Le groupe ordonné des diviseurs sur une variété analytique complexe
est réticulé.
On pourra donc appliquer aux diviseurs sur une variété analytique complexe les
notations et la terminologie usuelles pour les groupes réticulés :
Si D est un diviseur, on écrira, en notant 0 le diviseur de la fonction constante
1:
D*=sup.(D,0); D™= sup.(-D,0); D=D*-D~
et on sait que DY et D™ sont étrangers 'un 3 1'autre (ou "premiers entre eux").
Si les D; sont des diviseurs positifs, on écrira parfois :
P.G.C.D. {D,} aulieude inf. {D;};
P.P.C.M. {Di} au lieu de sup. {DI.};

On dira que les D, sontpremiers entre eux dans leur ensemblesi : P.G. C.D.{Di} =0.

La proposition 7 résulte de ce que le groupe des germes de diviseurs est réti-

culé et de ce que 1'application :
x > inf. (Dx, D'x)

- ot D (resp. D) désigne le germe en x € X d'un diviseur D (resp. D')- définit un

diviseur D" sur X. 013 a:
D" =inf.(D,D")
De méme, sup. (D, D’') est défini par 1'application :
x> sup.(D_, D)

La notion d'inf. et de sup. est donc compatible avec la restriction des diviseurs
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2 un ouvert de X.

Les résultats rappelés ci-dessus ne sont utilisés que dans la démonstration du
théordme 1 chapitre II § 2 : mais ce théoréme et ses corollaires sont constemment invo-
qués ensuite .

Un diviseur est dit linéairement équivalent a zéro s'il est le diviseur d'une fonc-
tion méromorphe définie sur X tout entier ; cette notion est surtout intéressante si X
est compacte : dans ce cas, d'aprés le théoréme de Liouville, un diviseur positif non
trivial n'est jamais linéairement équivalent & zéro. Mous supposons donc X compact.
Deux diviseurs sont linéairement équivalents si leur différence est linéairement équiva-
lente & zéro.'Le quotient du groupe des diviseurs par 1'équivalence linéaire est un groupe
ordonné , noté 9.

La notion de diviseur s'applique également aux sections des espaces fibrés en
droites complexes : les sections méromorphes globales - si elles existent - d'un espace fi-
bré en droites de base X ont toutes des diviseurs linéairement équivalents. Rappelons
quelques résultats connus ( cf par exemple Chern [ 1] page 85).

Si X est une variété analytique complexe compacte, le groupe H!(X, C*) con-
tient un sous-groupe M identifié au groupe ordonné 9 des classes de divi-
seurs de X pour 1'équivalence linéaire : M est I'ensemble des classes d' espaces fibrés
en droites ayant des secticns méromorphes globales; une classe d'espaces fibrés endroites
correspond:é'la classe des diviseurs de ses sections. Un espace fibré en droitesest
« positif ou nul » ( resp. « strictement positif » ) si la classe de diviseurs, pour l'équi-
valence linéaire, de ses sections méromorphes est positives ou nulle ( resp. strictement
positive ) c'est-a-dire s'il admet des sections holomorphes globales ( resp. et est non
trivial) . Soit F, ( resp. F,) un espace fibré en droitesde base X ; F, est supérieur ou
égal 2 F, si L (F2 R Fl) - espace fibré en droites des homomorphismes F,.,» F,,
(x € X ) - est positif ou nul, c'est-a-dire s'il existe des applications linéaires holomor-
phes de F, dans F, ( éventuellement nulles sur les fibres correspondant a des points

de X formant le cycle du diviseur d'une section de L (F‘2 R Fl) ).
2. Faisceaux et espaces fibrés .

I. NOTATIONS.

Ici et dans les chapitres suivants, les notations et la terminologie générale
seront celles de Godement [ S].Pour les faisceaux analytiques cohérents, nous ren-
voyons au séminaire H. Cartan [ 2]. Les constructions, plus ou moins classiques,

faites dans ce paragraphe seront utilisées aux chapitres III et IV avec les notations

fixées ici.
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Dans ce paragraphe, nous traiterons simultanément le cas topologique, le cas dif-
férentiable et le cas analytique complexe. Pour cela, nous ferons usage d'un indice K-K
pouvant prendre les valeurs C, 8, w, suivant le cas considéré. Ainsi, nous noterons Gy
( resp. SK ) un faisceau de K-applications ( resp. de K-sections ) ; nous parlerons de
K-espace pour désigner un espace topologique, une variété différentiable ou une variété
analytique complexe ; et de méme pour les espaces fibrés et les groupes ( topologiques

ou de Lie ).
Par espace homogéne d'un groupe G, on entendra ici espace ot G opére de fagcon

simplement transitive.

2. FAISCEAU PRINCIPAL SUR UN FAISCEAU DE GROUPES.
Soit B un espace topologique, F un faisceau d'ensembles sur B. Nous note-

rons F Eespace étalé des germes de F. Nous dirons que F est surjectif si la projec-

tion de F sur B est une surjection ou, ce qui est équivalent, si la condition suivante

est réalisée :

V x, 3 U(x)-voisinage ouvert de x dans B- avec :
Fcucx)) # ¢.

A un homomorphisme de faisceaux de base B :

.
o ?1 > .f 2

correspond de fagon biunivoque une application continue :
G: ¥ 1> .?2

compatible avec les projections (cf. [ 5] chap. II, 1.6).

DEFINITION 1. Soient B un espace topologique, & un faisceau de groupes»de base B;

P un faisceau d'ensembles surjectif, de base B, o un homomorphisme de faisceaux :
g X ? > EP .

o définit sur P une structure de faisceau - principal a gauche (resp. a droite)

si l'une des deux conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

(D).Y U - ouvert de B -
ou bien ?(U):dD

ou bien P(U), muni de la loi externe définie par O, est un espace homogéne

7

gauche (resp. a droite) de G(U).

(D). V x €B, ?x, muni de la loi externe définie par G, est un espace homogéne

~

gauche (resp. a droite) de Qx.

N\

Pour justifier cette définition, nous allons établir I'équivalence des conditions

D et D.
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1) D entraine D.
P étant surjectif,

Vx e B, 3U(x) - voisinage ouvert de x dans B - avec :
P(u(x)) # ¢.
Pour tout ouvert V inclus dans U(x), l'existence de I'application structurale:
P(U(x))>P(V)
entraine :

Pvi o

et, par suite, d'aprés D, P(V) est un espace homogéne a gauche (resp. a droite) de
Q(v).

La limite inductive d'espaces homogénes étant un espace homogéne, .(J';x - limite
inductive de P (V) lorsque V parcourt I'ordonné filtrant des voisinages de x - est un
espace homogéne de éx .

1) B entraine D.

Soit U un ouvert de B.

a) §(U) opere sur Peu) par la donnée de o .

b) Q(U) opére simplement et transitivement sur fP(U) si fP( U) n'est pas
vide.

En effet, soient z € P(U) et 2' eP(U). Pour tout x € U, notons z  (resp.

z}) le germe en x de z (resp. z'). Notons g_ I'unique élément de §, tel que:
z'ngxzx (cf. 5)
S'il existe g € Q( U) avec:
z'=gz,
il est unique, puisque son germe en tout x € U est bien déterminé :
By =&y

~

Il reste 2 montrer l'existence d'un tel g, i.e. 4 montrer que I'ensemble des g, pour x
parcourant U est un ouvert de .
Notons :
U(z)= {Zx}xeufﬁ(z ) est un ouvert de 7 ),
O(z)={z}, .y (U(z') estun ouvert de 9),

77 la projection : §x P 5 P (7 est continue),

¥ la projection : G x P & G (¥ est ouverte ),
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{ &),y n'estautre que:

YOENO(z)) N 77 O(z)))

U(z) et U(z') étant deux ouverts de P et & et 7 étant continues, 5"'1( O(z')) et

77Y( U(z)) sont des ouverts. Donc, Y étant ouverte, § gx}x e y €St un ouvert de @

PROPOSITION 1.Soient ? et P deux faisceaux G- principaux; | un homomorphisme
de faisceaux d'ensembles : P > P*.

[t est un isomorphisme de faisceaux G- principaux si et seulement si | com-

mute avec l'opération de G sur P et P au sens suivant :
YU, ouvertde B;Yp e P (U);Vge§(U);

Ky (g.0)=g. pylp).

En effet, on vérifie immédiatement que pour tout ouvert U de B - avec P(U)+-
M ; met en correspondance biunivoque P(u) et P?(U).P étant surjectif, on peut démon-

trer que si P *(U) est non vide, il en est de méme de 9)( U).
3. FAISCEAUX PRINCIPAUX ET ESPACES FIBRES PRINCIPAUX.

Dans ce numéro et dans la suite, en particulier au chapitre III, par « ensemble

fibré » vectoriel, principal etc., on entend un ensemble muni d'une projection surune

base avec pour seule autre structure, une structure algébrique sur chaque fibre : struc-

ture d'espace vectoriel, d'espace principal etc... En particulier, on a la définition sui-
vante :

DEFINITION 2. Soient F un ensemble muni d'une projection p sur un second ensemble

B; G un groupe. On définit sur (F, p) une structure d'ensemble fibré G- principal & gau-

che (resp. a droite) par la donnée d'une application :
GxF 5 F

compatible avec la projection p et faisant de chaque fibre F _(x € B) un espace homo-

géne a gauche (resp. a droite) de G.

Dans la suite, par espace homogéne ( resp. faisceau principal, resp. espace fi-
bré principal) nous entendrons espace homogéne ( resp. faisceau principal resp. espace

fibré principal ) & gauche, sauf si le contraire est spécifié.

DEFINITION 3. Soient (F,,p,)(resp.(F,,p,)) un ensemble fibré G- principal de base
B, ¢ une application biunivoque : F > F,.

L'application @ est un isomorphisme d'ensembles fibrés G- principaux si et seule-
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ment Si :
1) ¢ est compatible avec p,

2) Vx € B, la restriction de ¢ a la fibre (F ) est un isomorphisme d'espaces homoge-

nes de G.

REMARQUE. Tout ensemble fibré G-principal est isomorphe 2 B x G muni de sa struc-

ture d'ensemble fibré G- principal.

DEFINITION 4. Nous utilisons la notation K indiquée au début de ce paragraphe. Soit
(F,p) un ensemble fibré G - principal de base B.

(F,p) est un K- espace fibré G-principal si et seulement si les conditions sui-
vantes sont remplies :

1) F et B sont des K-espaces; G est un K- groupe;

2)VxeB, 3U(x)-voisinage ouvert de x dans B-

3 @- isomorphisme d'ensembles fibrés G-principaux : U(x)x G -»

> Fy (x)° qui soit aussi un isomorphisme de K - espaces.

Un tel isomorphisme sera appelé carte compatible de la structure de K - espace

fibré G- principal de (F,p).

PROPOSITION 2. Soit (F,p) un K-espace fibré G- principal de base B.
L'application : G x F » F de sa structure d'ensemble fibré G-principal ( cf. déf. 2)

est une K-application.

On vérifie localement cette proposition grace 2 l'existence des cartes U(x) x G »

> Fy (x) compatibles avec la loi externe d'opération du groupe G- groupe qui est un K-

- groupe.

PROPOSITION 3. Soit ( F,p) un K-espace fibré G- principal de base B.

Le faisceau SK( F) des K-sections de F est canoniquement isomorphe au f[ais-
ceau @K( F ) des cartes compatibles de la structure de K- espace fibré G- principal de
F.

En effet, notons e 1'élément neutre du groupe G.
a) Soit ¢ une carte compatible U x G » F ; (o U est un ouvert de B). L' appli-
cation composée :
x€eU,x— 45 (x,e) P (x,¢e)
est une K- section de F ;.

b) Soit s une K- section de F sur un ouvert U de B. Montrons qu'il existe une

carte unique, ¢, telle que:

¢, (Ux e)=s(U)
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Posons :

VxelU,VgelU, CPs(x,g)zgs(x)

Pour vérifier que @_ ainsi défini est une carte, il suffit de vérifier que tout x € U admet
un voisinage U(x) tel que la restriction de P A U(x)X G soit une ‘carte sur FU (x)"

Soit ¢ une carte de U(x)X G sur F (x) " carte qui existe, par hypothése,
pour U(x) assez petit. Il suffit de montrer que (P'lo ¢, est un automorphisme de K-

espace de U X G. Or,on a:
P o @ (x,g)= 9 gs(x))=g9 " (s(x))
(parceque ¢! est un isomorphisme d'ensembles fibrés G - principaux). L'application :
x - q)'i s(x)
m m
U UXG

étant une K-application, il est trés clair que ¢ ~lo ¢, est un automorphisme dela

structure de K-espace de U X G.

PROPOSITION 4.Le faisceau SK(F) estG - principal, G étant le faisceau des K- appli-

cations des ouverts de B dans G; par la loi de composition suivante :
Soient s €5K(F)(U),' g€ GK(U) - U étant un ouvert de B -.

gs estla section de F sur U ainsi définie :
VxeU, gs(x)=g(x)s(x).

DEMONSTRATION. Tout d'abord, g s est bien une K- application puisque g, s sont des

K - applications ainsi que la loi de composition :

(g(:_c}.s(x))»g(x)S(x).

De plus, G opére sur SK( F) simplement et transitivement : soient s et s,

deux K-sections de F sur un ouvert U de B. Pour tout x € U, F _ est espace homo-

géne de G, donc, il existe g(x) € G unique tel que :

g(x)s (x)==s,(x).
11 reste & vérifier que 1'application :
x €U, x> g(x)
est une K- application. Or la carte compatible cpsl associée a s est I’ application:

(x, g(x))>g(x)s (x)=s,(x);

cette carte étant un isomorphisme de K-espaces,l'image réciproque dans U X G par
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¢, dela K-section s,(x) estune K- section.
1

PROPOSITION 5. Le faisceau @K(F) des cartes compatibles de la structure de K -
espace fibré de F est G g - principal pour la loi de composition suivante :
Soient Qune carte U X G » FU;
gune K-application U ~» G;
g¢=Y est la carte :

VxeU, VueG, Yix,u)=9(x,ug(x)).

Cette proposition 5 est un corollaire immédiat des propositions 3 et 4.

Rappelons un résultat classique :

Soient G un groupe; E un sous-groupe invariant de G, P un espace homogeéne
de G, (E) la relation d'équivalence définie de la fagon suivante :

Soient f €P; ' €P;

f(E) fr2 3t €E avec f' = tf.

Alors P/(E) est muni canoniquement d'une structure d'espace homogéne

de G/ E.

PROPOSITION 6. Soit v l'application "valeur” :

S,(F)>F
K
S, €(Sg(F)) (x€B); §, 5 (x).
1) F considéré comme ensemble fibré G- principal est canoniquement isomorphe
a U [(SK(F) )/ g’K x] on ng désigne le groupe des germes en x de K-appli-
x € B
cations valant e - élément neutre de G- en x.

2) v met en correspondance biunivoque les sections continues de (SK(F) et

les K-sections de F.

DEMONSTRATION.

1) L'application v est surjective : par tout élément de F passe une K- section
locale comme on le voit en faisant usage d'une carte compatible; deux germes s et

~ N . T H ~ .
s, , ont méme valeur par v si et seulement si l'unique germe g €(Gy), tel que:

~ ~ o~

Sy x=8xS1x (cf. prop. 3 et déf. 1, (D)).

a pour valeur en x I'élément neutre e de G. D'oi la relation d'équivalence annoncée.

~

2) Soit O une section continue x - S, de SK(F); v o O est uneK-section de F.

Réciproquement, soit s une K- section de F; x » s est une section continue de

Sk (F).
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PROPOSITION 7. Soient 3 un faisceau Gy - principal  de base B; 3 l'espa-
ce étalé de germes correspondant; F( 2 ) l'ensemble :
F(s)= VU (3, /& ]
x € B ‘
muni de sa structure évidente d'ensemble fibré G- principal. Notons € l'application de

S, sur son quotient F( 3 ).

Il existe une unique structure, sur F( % ) de K-espace fibré G - principal et un

unique isomorphisme de faisceaux, ¥, tel que soit commutatif le diagramme :

~ ~ ~

T s (F( X))
€ v
(s S

o v est I'application "valeur" définie a la proposition 5.

~

DEMONSTRATION. Supposons la proposition vraie. Soit " une section continue de 2

au dessus d'un ouvert U de B. €0 0 est une K-section de F( 3 ) et l'application :

(PU:UXG—»F( E)U
(x,g)~» &(g.o(x))

est un isomorphisme de K- espaces.

1) Nous allons d'abord montrer que les @_, olt 0 parcourt I'ensemble de toutes
les sections de 3  définissent sur F( ¥ ) une structure de K- espace.

En effet, § étant Nsurjectif, les buts des cartes ¢_ recouvrent F( ) Gy
opérant transitivement sur % , les changements de cartes sont des automorphismes de
K - espaces : soient o (resp. 0, ) une section continue de 3. définie sur U, (resp.

U2) avec :

UlﬁUzzU#¢;7€GK(U) tel que: yo,=0, suf U.

1

Alors on a:
-1

<PO' o(Pcr
(x,8) 2 Lo(x,g¥(x))
m m
UXG UX G

et le changement de carte est bien une K - application.

2) Nous allons maintenant vérifier que 1'ensemble fibré G- principal F( )

muni de cette structure de K- espace est un K- espace fibré G - principal.
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En effet, toutes les cartes ¢_ sont des isomorphismes d'ensembles fibrés G-
principaux (cf. déf. 4, 2)). Il reste & voir que E envoie les sections continues o de
S  sur les K-sections de F( i ) et que la correspondance est biunivoque d'on il
résultera aussitdt 'existence et 'unicité de ¥.

On a:

bl (o(x))=(x,e);
donc, la section &0 de F( X ) -image par ¢, de la section neutre de U X G- est une

K - section. Que la correspondance ainsi établie soit biunivoque résulte du fait que

S(U) et SK(F( § ))(U) sont tous deux G (U)-principaux.

COROLLAIRE. Soit F un ensemble f[ibré G -principal; § un sous-faisceau, Gy - prin-
cipal, du faisceau des sections de F.

1l existe sur F une unique structure de K- espace fibré principal telle que :
F=8;(F)

En effet, il suffit de poser $-3 ; F(H) ést en correspondance biunivoque

canonique avec F.

NOTATIONS. %  étant, comme plus haut, un faisceau principal sur Gy de base B,

notons : »
@(B) 1'ensemble des ouverts de B/,
- U s(u).
veQcnB)

Sur T, on définit I'application :

t> U(t)
m m
T O(B)

par larelation : V¢t e 3 (V), U(t)=V.
Soient t €T; t' €T, U=U(t); U =U(t'). Sur UNU' est définie la K- appli-

cation g;' a valeurs dans G : g:' est l'unique élément de G (UNU’) tel que:

t '
8 tunur=tunu
»0\\1 tunu (resp. t'UﬂU') désigne l'image de t(risp. t') dans 3 (UNU') par le
foncteur d'induction de la structure de faisceau de J,.
Soit t € 3 (U); g €G; on note aussi g 1'application constante de U(t) valant

g; et on note gt 1'élément de X (U) produit de ¢t par g -g étant considéré comme
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élément de Gg(U). On a donc :

VxeU(t)=U(gt), gf'(x):g.
Soit @ =1{(¢t,x)| x €U(t)}.
On définit sur @ la relation d'équivalence R :
(t,x) R(t', x')2 x" =x; g;'(x)= e (élément neutre de G ).

Nous allons considérer le quotient ®/ R = F( 3 ); nous noterons aussi R la
projection de ® sur B/ R.

PROPOSITION 8. Nous utiliserons les notations indiquées ci-dessus. Il existe sur

F( X ) une unique structure de K -espace fibré G -principal telle que, pour tout t €T,
I'application :

(t):(x,8)>R(gt, x)

m m

U(t) XG F( X))
soit une carte compatible.

L'application :
(t,x)-1t, (germe de t en x)

de ® dans 3 induit une correspondance biunivoque entre F( X ) et F( 3 ), ce qui

fait de la proposition 8 un corollaire de la proposition 7.

4. ESPACES FIBRES PRINCIPAUX ET ESPACES FIBRES VECTORIELS ET PROJEC-
TIFS.

Rappelons un résultat classique :

Soit L (resp. P) un K- espace fibré GL(n, C)-principal (tesp. GP(n-1,C)-
principal). On définit un K - espace fibré vectoriel A(<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>