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LES THEOREMES FONDAMENTAUX

DE LA THEORIE DES ESPACES HOLOMORPHIQUEMENT COMPLETS

A. ANDREOTTI et E. VESENTINI

Faculté des Sciences de Paris

TOPOLOGIE ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

Séminaire dirigé par C. EHRESMANN

MAI 1962

Nous avons cherché à donner un exposé le plus complet possible des théorèmes

A et B de H. Cartan et J. P. Serre.

Le point crucial de la démonstration originelle était le théorème des matrices ho-

lomorphes inversibles de H. Cartan. Nous l’avons remplacé ici par des considérations de

géométrie differentielle (§1, 2, 3), qui sont utiles aussi à d’autres endroits ; essentielle-
ment il s’agit d’une extension du théorème de "vanishing’ de K. Kodaira. Il nous a semblé

qu’ il y avait peut être de l’intérêt à savoir qu’on pouvait aussi se servir de l’outil de la

"théorie du potentiel". Il ne sera pas difficile de voir quels sont les changements à faire

pour retrouver un exposé fondé sur le théorème de H. Cartan.

Comme il s’agit d’un séminaire on n’a pas hésité à écrire les détails de ladémons-

tration pour les espaces, au lieu de se borner aux variétés. Ainsi on a découvert qu’ à un

certain endroit on avait besoin de savoir que, pour la topologie de la convergence com-

pacte, l’espace des fonctions holomorphes est un espace complet. Théorème vrai, dû à

Grauert et Remmert [ 9 ] , mais qui fait appel au théorème de normalisation de Oka.Comme
ce dernier théorème n’est pas tout à fait banal, on a suivi ici une autre démarche en intro-

duisant sur les espaces de fonctions holomorphes en question, une topologie qui sert aussi

bien pour la démonstration et ne fait pas intervenir le théorème de Oka.Cette topologie est

aussi naturelle que l’autre, et avec le théorème de Grauert Remmert on verrait bien qu’ elle
coïncide avec la topologie de la convergence compacte.

La ligne de l’exposé suit les idées de la démonstration de H. Cartan et J. P. ’Ser-

re de très près.
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1. La W-ellipticité. 
’

1.1. Soit E un fibré vectoriel holomorphe sur la variété complexe paracompacte X,
de dimension complexe n; Cm étant la fibre de E, on dira que m est le rang du

fibré E. Soit dD .’ E - X la projection canonique de E sur X. Le fibré E est défini

par rapport à un recouvrement ouvert coordonné convenable 11 = X, par

un système 1 de fonctions de transition holomorphes

telles que

Soit Cp’ q( X , E ) l’espace vectoriel complexe des formes différentielles C 
ro

sur X, de type. ( ~ , g ), à valeurs dans E. Chaque forme cp E ) est définie

par un système i EI 
de vecteurs . 

_

~ ~i /

dont les éléments sont des formes ~fr=2, ... m ) de type ( p , q ) et classe C 
°° 

sur

telles que sur on ait :

le sous-espace des formes à support compact.

Puisque les fonctions de transition sont holomorphes, l’opérateur de différen-

tiation extérieure par rapport aux conjuguées des coordonnées locales complexes

définit un homomorphisme :

et on a :

-- n

Puisque 33 == 0, on a sur E ) = 0153 C~’ q( X, E ) une structure de complexe,
_ 

q=o

avec différentielle 3. Soit le q - ième groupe de cohomologie de ce

complexe.
On a- d’après Dolbeault ( [ 10 ] ,p. 116)- un isomorphisme canonique

est le faisceau des germes des p - formes holomorphes à valeurs dans E,

et ~ est la famille des fermés ou des compacts de X.
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1.2. Choisissons une métrique sur les fibres de E. Cela revient à se donner pour tout

point x 6X un produit scalaire hermitien ~M,~J, dépendant de façon C 
°° 

du point
variable x sur X, opérant sur les paires de vecteurs u et w appartenant à la fibre Cx
de E.

Si 03BEi et ~i sont les coordonnées fibre de u et w au dessus de la carte locale

x, on a :

où b~ est une matrice hermitienne définie positive et de classe C sur U . Puisque
sur (7. nu.

Le fibré dual E * de E est un fibré holomorphe de rang m sur X, définit par

les fonctions de transition { e-1ij}.
La métrique h ( u , w ) introduite sur les fibres de E définit un antiisomorphisme

de chaque fibre de E sur la fibre correspondante de E *. Cette application se prolonge
naturellement en un antiisomorphisme

défini localement par

Soit :

l’application linéaire définie par

Si E est le fibre trivial avec la métrique = 1 , (3 coïncide avec l’opérateur
3 de différentiation extérieure par rapport aux coordonnées locales complexes et, dans

ce cas,

N _

Pour calculer en général l’expression de 33+33, introduisons d’abord les
formes locales :
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Les e.. étant holomorphes, il résulte de (2) que, sur 
ï~ ï J

Soit e(~.)cp. le produit extérieur de la matrice s. par la forme tp~ . Il résulte

de (1) et (7) que, si cp i et (p. sont les composantes locales, sur les ouverts U . i et 

d’une forme ~’(X,E~, on a :

Le produit définit donc un homomorphisme global

Il résulte de (4) que sur U . z

On obtient de là par un calcul immédiat, que

1.3. Une interprétation géométrique (inutile) des formes lt et s~. Nous allons indiquer
une interprétation géométrique des formes 1. qui d’ailleurs ne sera pas utilisée

dans la suite, mais qui servira à justifier la terminologie.
Soit P le fibré principal holomorphe associé au fibré E; P est défini,

par rapport au de X, 1 par les fonctions de transition 

qui opèrent sur la fibre G L ( m , C ) de P, par les formules

Il résulte de (6) que sur 03C9 -1( Ui) 03C9-1(Uj)

En d’autres termes, les formes locales 03C9i = Zïl(liZt + sur úJ -l( Ut) définis-

sent une 1- forme globale 03C9 sur P , à valeurs dans l’algèbre de Lie G de G L ( m, C ) .

Soit Q03BE le sous-espace de l’espace tangent P03BE à P au point 03BE E P , qui est

annulé par la forme c~.. On vérifie que l’ensemble des espaces Qg définit une con-

nexion dans P, dont c~ est la forme de connexion associée (1)..

(1) 
~... , ,. 

Pour les définitions concernant les connexions, 13 J .
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Soit 03A9 la forme de courbure de ûj. La valeur 03A9(03BE,~) de H sur une paire

03BE, 7J de champs de vecteurs tangents à P est donnée par la formule de structure

( [ 13], i pp. 34- 35 )

Par conséquent la composante de type (1,1) de D est donnée localement

par

On appellera brièvement s la forme de courbure de la métrique h ( u , w ) sur les

fibres de E.

1.4. Introduisons une métrique hermitienne C °° , définie positive, sur la variété com-

plexe X (c’est-à-dire sur les fibres du fibré holomorphe tangent à X ) . Cette métrique
définit un isomorphisme

tel que

Cet isomorphisme commute avec 11, au sens que

ainsi l’antiisomorphisme

de C P ’ ~ ( X , E) sur E * ) est bien défini; si E), 1

Si E X, E ), t03C6^*#03C8 est une ( n, n )- forme scalaire sur X, que

l’on notera par d X étant l’élément de volume de la métr ique hermitienne
sur X ; A ( tp, f) est une forme sesquilinéaire hermitienne positive non dégénérée. On

appellera A ( cp, cp) ~ 1 la longueur de cp . Si q sont à support compact,

La forme sesquilinéaire hermitienne positive non dégénérée

définit E ) une structure d’espace préhilbertien complexe.
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1.5. Soient .

les opérateurs définis par

Les opérateurs 3 et el ne dépendent pas de la métrique qu’on choisit sur les

fibres de E . Il résulte de (4) que

on a

Il résulte de la formule de Stokes que, si et X sont à support compact,

on a .

Considérons les opérateurs différentiels du second ordre

Il résulte de (9) que, si et cp 2 E ~ p ~ q( X, E ),

1.6. Introduisons dans 3)~’ q( X, E ) les formes ses qui linéaires hermitiennes positives
non dégénérées (cp, 1.f) et ,

Soient Lp, q(X, E) et les espaces hilbertiens complexes obtenus par
x

complétion de D~’ ~( X, E) par rapport aux deux normes 1B cP" = ( ~, cp) 2 et
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Il existe une application injective canonique

peut être considéré comme le sous-espace de constitué

des éléments de L p’ q( X , E ) qui admettent "simultanément" un 3 et un 9 géné-

ralisés au sens fort de Friedrichs ("Simultanément" signifie que, 

3cp et ~9 cp sont des éléments de L p’ q + 1( X, E ) et L ~’ q~l( X, E ) qui peuvent être

approchés par les 3 et le 9 des éléments d’une suite de Cauchy convenable de

S ~’ ~CX, E ) qui converge vers y en norme Il Il; ; cf. [ 1 ], pp. 288- 289).
Considérons dans W~’ ~fX, E ) la forme sesquilinéaire hermitienne

d ( ~p ) 2 est une seminorme dans W~’ ~fX, E ), mais en général ce n’est pas une

norme.

DE F IN ITION. Le fibré E est dit W - elliptique dans le degré ( p, q), ou brièvement

s’il existe une constante c &#x3E; 0, une métrique hermitienne C 
°~

dé f inie positive sur X et une métrique sur les fibres de E, telles que pour chaque

(p ~ p~ . ?~ ~ ~ ; on ait

Si E est q- elliptique, d ( cp, 03C6)½ devient une norme sur W P, 

qui définit sur Wp,q(X, E) la même topologie que la norme N.
Il résulte de là, à l’aide de ( 10) et du de représentation de Riesz, le

THEOREME. Si E est Wp,q-elliptique, pour chaque forme ~Lp,q(X, E) il existe

une forme B6W~’ q ( X , E ), qui est une solution f aible de~ l’équation

(i. e. 03BB est telle que

pour chaque forme u E 9 ~’ q( X, E ).
Par le théorème de régularisation, si T E E ) n L~ ’ ~(~X, E ) alors

À E C ~’ ~( X, E ) ri W ~ ’ ~fX. E ) est solution de

au sens fort.
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1 .7. Supposons que la métrique hermitienne choisie sur X soit complète.Soit 0 un point
de X et soit B ( c ) la boule ouverte de centre 0 et de rayon c par rapport à la

fonction distance définie par la métrique hermitienne considérée.

LEMME. Il existe une constante A &#x3E; 0 telle que - si on se donne arbitrairement trois

nombres réels positifs R, r et 0-, 0  r  R - pour chaque forme 03C6 E C P q( X, E ) on a

Ce lemme a été démontré dans [ 1 ] (pp. 293-296) dans le cas où la dimension de la

fibre est m = 1 . La démonstration se généralise sans aucune difficulté au cas où m

est quelconque.
En posant R = 2 r et en faisant tendre r et cr vers l’infini, on obtient le

COROLLAIRE, Si la métrique hermitienne choisie sur X est complète, et si

est telle que D’ cp = 0, ona

P R O P O SIT IO N. Si E est W p’ q- elliptique par rapport à (une métrique sur les fibres
de E et à) une métrique hermitienne complète sur X, pour chaque forme

q( X , E ) telle que q &#x3E; 0 et 0, il existe une forme

~ E C p’ X, E ) n L p’ X, E ) pour laquelle on a

PREUVE. Puisque E est Wp,q-elliptique il existe une forme 

X, E ) telle que

Puisque on a

D’ailleurs

D’après le corollaire ci-dessus on a

ainsi que

avec
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Puisque ~ p’ ~( X, E ) C L p’ ~( X, E ) on déduit de la Proposition précédente,
à l’aide de l’isomorphisme de Dolbeault {n.l.1} :

THEOREME. Si E est q-elliptique par rapport à (une métrique sur les fibres de

E et à) une métrique hermitienne complète sur X, l’homomorphisme canonique

de la cohomologie à supports compacts dans la cohomologie à supports fermés est

, l’homomorphisme nul. 1

2. Conditions suffisantes pour la W - ellipticité.

2.1. On supposera dans les paragraphes 2-3 que la métrique hermitienne choisie dans

X soit kählérienne. La forme fondamentale

de la métrique définit les deux opérateurs

par les formules

Ces deux opérateurs transforment formes à support compact en formes à sup-

port compact. Ils sont liés par les identités

Il résulte de la condition de Kahler que

.En appliquant cette identité à ~ cp on obtient

Par conséquent on a pour D’ et 011 les expressions suivantes
"’ N N -~

Cette formule, classique dans le cas où E est le fibré trivial (cf., par exemple, [ 14 ] , p.44),
est vérifiée pour tout E , puisque les deux opérateurs ? et 03B8, ainsi que A , ne dépendent pas
de la métrique sur les fibres de E.
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et par la formule (8) ,

Puisque, si p6 2)~ ’ ~(X. E )

on déduit de (11) le lemme suivant :

LEMME. Si cp 6 S~’ ~ X, E) on a

2.2. Soit F un fibré holomorphe en droites complexes sur X. F est défini par rapport
à un recouvrement ouvert U={Ui}i E de X par un système de fonctions de

transition scalaires holomorphes

Une métrique sur les fibres de F sera donnée localement sur U. z par un

produit scalaire

dont le coefficient bi est une fonction scalaire positive, C ~ sur U~ .
La forme de courbure y d’une telle métrique est donnée sur Ui par la (5) qui

devient

Il résulte de (7) que

Puisque b . z est réel on a

Donc X est une forme réelle scalaire sur X, de type ( 1,1), de classe C 
00

et d- fermée.

DE FINITION. On dira que le fibré F est positif (positif et complet) si on peut choisir

la métrique sur les fibres de F de telle façon que dénote la forme de courbure

correspondante--1 ~ soit la forme f ondamentale d‘une métrique kählerienne (com-
..

sur X. Nous dirons parfois que X est positive (resp. positive et complète),
En posant

{ 1)Cf. ( 2] pp. 482-483.
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on a

Par conséquent :

Il résulte du lemme précédent le

LEMME. Si F est fiositif, F est Wp,q- elliptique &#x3E; n .

2.3. Considérons le fibre F k ~ E, où k est un entier 2LO et F est la puissance
tensorielle k - iéme de F . Les formes hermitiennes locales 7~~ 0 ~ .) ~ .
(~ ~i E Cm) définissent une métrique sur les fibres de F (5 E. La forme de cour-
bure correspondante t(k ) est donnée par les formes locales

On déduit alors de cette formule,de la ( 12) et du lemme du n.2.1. le

LEMME. Si F est positif par rapport à la métrique {bi03B6i03B6i} et si on prend comme

forme fondamentale de la métrique kählerienne sur X, la forme -1 Y ={ -1~~

on a pour E ) 
’

2.4. Supposons que la variété complexe X soit un ouvert relativement compact d’une

variété complexe M, et que le fibré E soit la restriction à X d’un fibré vectoriel

holomorphe E’ de rang m sur M. On supposera aussi que la métrique choisie sur

les fibres de E soit la restriction à X d’une métrique sur les fibres de E’ .

L E M M E . Il existe une constante réelle l  0 telle que, pour chaque cp E ~’~’ ~( X, F’~ ~ E ) on
ait :

La constante l dépend, de la métrique kühlerienne de X , des métriques choi-

sies sur les fibres de F sur X, et de E’ sur M .

PREUVE. " Soit ( 03C6, 03C6)½ Ia longueur (n.1.4) de la forme 03C6 E E)

au po,int x E X .

Si A E ( ~, ~ ) ~ est la longueur, au point x E X, de la forme ~ ~ C p’ ~( X, E~ on
a alors, dans U~ n X,
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X étant compact on peut supposer qu’un nombre fini d’ouverts (7. z seulement
ont une intersection non vide avec X. Puisque la forme de courbure s est la restric-

tion à X d’une forme définie sur M, il existe une constante lo&#x3E; 0 telle que pour

tout x E X et pour chaque ( ~ , q ) - forme ~ on ait :

Donc, on a pour chaque forme y E C "~(X, 

On conclut que, pour chaque E ),

où

Supposons qu’il existe sur les fibres de F une métrique dont la forme

de courbure y soit positive et complète. En prenant comme forme fondamentale

d’une métrique kâhlerienne complète sur X, on déduit de la Proposition du n.1.7, en

égard au lemme ci-dessous et à l’inégalité ( 13) , la

PROPOSITION. Si F est positif et complet sur l’ouvert X C C M il existe un entier

k tel que, tout k et pour chaque forme ô- fermée

avec q &#x3E; 0, il existe une forme

telle que

Le fibre TP des p - covecteurs holomorphes sur X est la restriction à X du

fibre des p - covecteurs holomorphes sur M.

On a l’isomorphisme canonique

En appliquant aux fibres F et E ~ Tn* la proposition ci-dessus on ob-

tient le
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THEOREME. Si F est positif et complet sur l’ouvert X C.C il existe un entier k1
tel que pour tout entier k &#x3E; k 1 et pour chaque forme 3 - fermée

avec q &#x3E; 0, il existe une forme

telle que

En particulier l’homomorphisme canonique

est l’homomorphisme nul pour q = 1 , 2, ..., n = dim eX.

2.5. ’Si la variété X admet une métrique kählérienne avec un potentiel 03A6 global et

CW ,

e peut être envisagée comme une métrique sur les fibres du fibré trivial. On obtient
alors le

COROLLAIRE. Si l’ouvert X C’C M admet une métrique kählérienne complète avec un

potentiel global C~, et si E est la restriction à X d’un fibré holomorphe de rang m

sur M, pour chaque forme ’0 - fermée

avec q &#x3E; 0, il existe une forme

telle que

En particulier l’homomorphisme naturel

est nul pour q = 1 , ... , n.

3. Résolution globale d’un faisceau analytique localement libre.

3. 1. ’Soit U la boule unitaire de Cn : U = { z = (z I, ..., zn) E Cn~ ~ z°‘za I ~ .
Considérons dans le produit U X P ( C ) la sous-variété
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où z = ( z ~, ..., z , n) t = ( t l, ... , t n) , t 1, ..., tn étant les coordonnées homogènes
dans Pn_1( G ) . D est une variété complexe régulièrement plongée dans U X P~_1~ C)’
D contient l’espace La projection canonique 
induit une application holomorphe 03C0 : D - U qui est bi-holomorphe sur U - { 0 1 et telle

que if 1 (0) = S. S est un diviseur de D.

Soit {s 1 le fibré holomorphe en droites complexes associé au diviseur S.

Soit Z) la classe de Chern de 1 S 1 et E H 2 ( D , R) l’image
de c ( { SI) par l’ homomorphisme canonique H 2 ( D , Z ) -~ H 2 ( D , R ) .

LEMME. Soit p(r) une fonction C 00 sur R telle que p(r) = 1 lorsque r  ~ , 1 &#x3E; p(r) ? 0

r ~ -. et /3f7B) = 0 lorsque r ~&#x3E; 2 , 
2

2 . 3 a a x . 
3 "

1 = f2 z z ) 2 . Considérons sur U - ~ 0 ~ la forme
r- 

’

La forme -.5 0 = -77* 0-0 prolongée par continuité à S est une forme C 00 d-

fermée à support compact, qui appartient à cR ({ S J)( 1).
La restriction de -:-1 ô à S est ia forme fondamentale de la métrique de

Fubini.

3.2. Soit U un ouvert de coordonnées voisinage d’un point x de la variété complexe X.

En remplaçant U par D et en identifiant U-x à D-S à l’aide de l’application
N

7T : D -+ U on déduit de X une variété X pour laquelle il existe une application holo-
N N

morphe 03C0: X -+ X de X sur X qui est biholomorphe sur X -x et telle que fil ( x ) = S.

L’ application inverse

s’appelle une transformation quadratique de centre x.

3.3. Reprenant les considérations des nn. 2.4- 2.5 supposons que la variété X soit

un ouvert relativement compact d’une variété complexe M. Soit E’ un fibré vectoriel

holomorphe, de rang m, sur M et soit E sa restriction à X. soit un fibré holo-

morphe en droites complexes sur X. Le faisceau E ) des germes de sections

holomorphes du fibré. F’~ ~ E est un faisceau analytique localement libre sur X.

Soit r(X, ~( F’~ ~ E ) ) l’espace vectoriel des sections globales de E)).

Soit 0 le faisceau des germes de fonctions holomorphes sur X .

~ ~Pour la démonstration cf. [ l] , Lemme 10, pp. 299- 300 .
Cf. aussi [ 11 ],pp. 31- 32.
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T H E 0 R E M E . Si F est positif et complet pour chaque point x E X il existe un entier

ko tel fibre f F~ 0 de E au ~oint x soit

engendrée par un nombre fini de sections de En d’autres termes

existe un nombre fini d’éléments de ifX, 03A9( Fk ~ E)) qui engendrent
E).

N i-~

PREUVE. Soit X = Q fXj et M = Q ( M ) . X est un ouvert relativement compactx ~

de M . s
’*-’ nI

Si F = 77*F et E == 7T* E sont les fibres holomorphes induits par 03C0 sur X,
N N ~~

E est la restriction à X du fibre 77*F" induit par 77 sur M.
f~

Considérons sur X la suite exacte de faisceaux

où r est l’homorphisme de restriction et S = x ).

Dans la suite exacte de cohomologie

l’homomorphisme 03B4 peut être factorisé comme produit de deux homomorphismes

dont le premier est l’homomorphisme cobord pour la cohomologie à supports compacts
et le deuxième est l’application naturelle de la cohomologie à supports compacts dans .

la cohomologie à supports fermés.
-

On va démontrer que F’~ ~ { S ~~t est positif et complet lorsque k &#x3E;.&#x3E;~0.

Si X est la forme de courbure d’une métrique sur les fibres de F, on peut

supposer que /:"1 X soit la forme fondamentale d’une métrique kâhlérienne sur X.
f~

Si X. = est la forme induite par X sur X, + ~ ~ est la forme de courbure
N , ~ ~

d’une métrique sur les fibres de .
Dans D, /:"1 ô~ induit sur S la forme fondamentale de la métrique de Fubini.

D’ailleurs, si k &#x3E; 0, /:"1 kX définit une métrique kâhlerienne dans U. Puisque D est

régulièrement plongée dans U X ~I ( k X + ? ) ~ définit, pour k &#x3E; &#x3E; 0 une

métrique kâhlérienne sur D.

Puisque  est à support compact, la métrique kâhlerienne définie par -1(k~+x)
- 

’ ~

sur X est complète. Donc, dt après le théorème du n.2.4 il existe un entier ko
tel que, si k l’image de r est zéro.

Donc, ’ si k &#x3E; k o on a la suite exacte
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On peut choisir le voisinage U de x assez petit pour que Fk @ E soit trivial

sur U . P ar conséquent

f«

D’ailleurs 03C0: X ~ X induit un isomorphisme

Cela résulte (pour n &#x3E; 1 ) du fait qu’une fonction holomorphe et continue en dehors

d’un point est holomorphe sur ce point. La démonstration du théorème est achevée.

REMARQUES. La démonstration du théorème est copiée d’un morceau de la démons-

tration du théorème de Kodaira sur le plongement des variétés de Hodge dans un

espace projectif (cf. [ 11 ~ , pp. 34- 36 ) .
On peut compléter l’analogie et démontrer, suivant les lignes de la démons-

tration de Kodaira (cf. aussi [ 1 ], pp. 299- 304), que, si F est positif et complet
sur l’ouvert X C C M, pour chaque partie Y C C X il existe un entier k ( Y ) tel

que, si k ~. ~ , E soit induit sur Y par une application biholomorphe de Y sur

un en semble relativement compact de la grassmannienne complexe G ( m, N ) des sous-

espaces vectoriels complexes de dimension m d’un CN, avec N &#x3E; &#x3E; 0.

3.4. Soit 0 la somme directe de d exemplaires de 0.

Supposons qu’il existe sur X une métrique kâhlérienne complète avec un

potentiel global. D’après le théorème du n .3.3, pour chaque partie Y C C X il existe

un entier positif d et, sur Y, un homomorphisme du faisceau ad sur le faisceau

~E~.
Il en résulte le

THEOREME. S’il existe sur l’ouvert X C C M une métrique kiihlérienne com plète avec

un potentiel global, pour cbaque sous-ensemble Y C C X, admet sur Y une

résolution

4. Résolution d’un faisceau cohérent sur un cube fermé de Cn .

4.1. Soient x +. i xn + a,1  03B1~ n, les coordonnées dans Cn.

Envisageons le cube fermé :
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D’après un lemme de Grothendieck ~ ~~ on sait que toute forme différentielle eu de

type ( 0, p ) définie dans un voisinage de Q et è - fermée, ~03C9 = 0 , peut s’écrire sur

un voisinage de Q comme le è d’une forme p de type (0, p - 1 ) :

Du théorème de Dolbeault (n.l.l) on déduit que pour le faisceau (9 des germes
des fonctions holomorphes sur C~ on a :

Soit E un fibre vectoriel holomorphe défini sur un voisinage U de Q. On peut
trouver un e&#x3E; 0 tel que le cube ouvert Q~ = { z )x  A a+ ~, 1 ~ a,  2n}soit
contenu et relativement compact dans U. Sur Q 8 on a une métrique kâhlérienne com-

plète avec potentiel global, à savoir la métrique de Bergman (2). D’après le théorème du
n.3.4 on en déduit que sur un voisinage de Q on a une résolution du type :

En particulier on en déduit la proposition suivante :

PROPOSITION. Pour tout f ibré vectoriel bolomorpbe E déf ini sur un voisinage de Q on
a. .’ ,

PREUVE. Soit du fait que on

déduit :

Ce dernier groupe est nul car la dimension de Lebesgue de Q est = 2n.

4.2. Nous voulons démontrer le théorème suivant :

THEOREMES. Soit ~ un f aisceau analytique cohérent défini sur un voisinage 
sur un voisinage convenable de Q on a une suite exacte du type

Donc, en particulier, on aura

On démontre d’ abord le lemme de recollement suivant :

L E M M E . Soit J un faisceau analytique cohérent sur un voisinage de Q .
Posons, pour ~ &#x3E; ~ , 0  ~  

"Voir pour la démonstration [6] , Exposé 18 ou bien B. Malgrange [ 12] p. 54-57.
(2) 

Q~ est analytiquement équivalent au polycylindre unité P =1 z  1, 1~03B1~n2 } -Sur P
le potentiel de la métrique est donné par la fonction 

’

n
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Supposons que sur un voisinage Ut i de Qt, i = 1 , 2, on ait un homomorphisme sur-

jectif a,; :

de sorte que, pour i = 1 , 2, les homomorphismes

soient surjecti f s.
Alors il existe un fihré vectoriel holomorphe E sur un voisinage de Q et sur ce

voisinage un homomorphisme surjectif

PREUVE. Soit sj l’image par OL de la section (0 , ... , / ,..., 0.) de 

De même soit tk l’image de la section (~0,..., ~ ... , 0) de ~ par a2’ 1  ~ ~ p 2 ’
Sur U on aura, en vertu de l’hypothèse

avec des b~? holomorphes sur U 1 n U 2 .
Soit a = (ajk), b = et posons sur U 1 n U 2 :

B i ~ /

Si s = t(s1,..., sp ), t = t(tl,..., tp ) on aura sur !7 . n 7 :i 1 i 2 -

""....,

Con sidéron sI’ application holomorphe

comme fonction de transition d’un fibre holomorphe E de rang p i + ~ 2 sur U 2 .
Le faisceau est alors obtenu par recollement des faisceaux Op1+p2|Ui selon

l’homomorphisme

03B2(i) = t(03B2(i)1,...,03B2(i)p1 + , &#x3E; étant un germe de section de l u , . L’appli-
cation i : Op1 + p2 | Ui ~ 3 obtenue en composant Ia projection naturel-
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le 0 ) +p2 Ui ~ Opi |Ui avec l’ homomorphi sme CL. pour ï == Jf, 2 nous définit alors un

homomorphisme surj ectif de sur J dans U1 U U2.

D E M O N S T R A T I O N DU THEOREME. CL) Remarquons d’abord que pour tout point x dans

l’ouvert de définition de ? on peut trouver un voisinage !7f~~ sur lequel on ait une

suite exacte

Ceci découle de la définition de faisceau cohérent et du fait que le noyau d’un

homomorphisme de faisceaux cohérents est cohérent.

Si § est le noyau de l’homomorphisme 0 ~ -~ ?, pour tout cube fermé peu (x )
on aura H (P. §) = 0 (cf. le raisonnement de la proposition du n.4.1). Donc sur P on a
un homomorphisme surj ectif P ( P , 0 o) ~ 0393(P,J).

~3) Du lemme de Borel-Lebesgue et du lemme de re-
collement ci-dessus, on déduit alors en vertu de la remarque précédente l’énoncé sui-

vant :

"Soit ? un faisceau analytique cohérent défini dans un voisinage U de l’inter-

valle fermé

~

On peut trouver un cube

un fibré vectoriel holomorphe E sur un voisinage de Q’, et sur ce voisinage un homo-

morphisme surjectif

y) Comme le noyau de CT est un faisceau cohérent,

par application itérée de l’énoncé ~3) on obtient l’énoncé suivant :
"Soit ~ un faisceau analytique cohérent défini dans un voisinage U de l’inter-

valle fermé

On peut trouver un cube

une suite Eo, ... , E 2 n de fibrés vectoriels holomorphes sur un voisinage de Q’ et,

sur ce voisinage une suite exacte d’homomorphismes :
,

~(E2~~-j ~(E2n~l).-~ ... -~ ~(Eo).-~ ‘.~-~ Q,~r
En particulier, en vertu de la proposition 4.I, pour tout cube fermé P contenu dans un
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voisinage convenable de Q’ on aura un homomorphisme surjectif F’( P,n~ Eo )) -~ P(P , ? )...
Finalement, par application du théorème 3.4, on peut trouver un entier do et un homo-

morphisme surjectif

sur un voisinage convenable de Q’ tel que,pour tout cube fermé P contenu dans le

voisinage envisagé de Q’ , l’homomorphisme r(P,0 0) ~ r ( p , ~) soit surj ectif .

S) Du lemme de Borel-Lebesgue et du

lemme de recollement on déduit alors l’énoncé suivant :

un faisceau analytique cohérent défini dans un voisinage U du carré

fermé

On peut trouver un cube

une suite de fibrés vectoriels holomorphes sur un voisinage de Q" et,

sur ce voisinage, une suite exacte d’homomorphismes

Comme tout à l’heure, on peut trouver un entier d et un homomorphisme surjectif
o

sur un voisinage convenable de Q" tel que pour tout cube fermé P contenu dans ce

voisinage de Q" l’ homomorphi sme r(P,0 ~)-~I~(P,?) soitsurjectif.
L’itération de ce procédé 2n fois nous démontre que pour tout faisceau cohé-

rent ? défini sur un voisinage de Q on peut trouver un entier do et un homomorphisme
surjectif

sur un voisinage de Q. De là résulte aisément le théorème.

5. Les théorèmes A et B pour les espaces holomorphiquement complets.

5.1. a) Soit X un espace topologique paracompact. Soit B v ~ v ~ I ~ 2~,., une suite

d’ouverts (ou de fermés) de X tels que .

PROPOSITION. Soit J un faisceau de groupes abéliens sur X et supposons que pour

tout entier V on ait :
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pour un certain q &#x3E; 1 . Alors on a

PREUVE. Envisageons une résolution flasque de ? sur X ([8], p. 147-149, 167-

168)

de sorte que pour tout sous-espace ouvert ou fermé Y C X la cohomologie de Y à

valeurs dans y s’identifie à celle du complexe ( § C~), S ).
Soit 03BE ~ Hq+1( X, ?). Représenton s 03BEq par un élément z ~0393( X, Cq+1),

S j?= 0. Comme ~/~ ~~ (B , 3F) == 0. pour chaque entier ?~&#x3E; 0, il existe un élément
~: t~

T?~ ~ rc B ~, C~) tel que .

Sur si v &#x3E; 2, on aura ~~(’~v --’~_1)~ B = 0 et comme = 0

on peut trouver un élément E C ~-~ ) tel que

A

Comme le faisceau est flasque, il existe un élément tel que

= y , . v 1 L’élément ’~v = 7?~ - 6 1~8~ satisfait donc aux condi-

tions :

On peut donc choisir de proche en proche les éléments = 1 , 2, ... , de sorte que

La collection de ces ~03BD définit une section 7J E r( X, Cq) pour laquelle z = 8 * 7J ..
La proposition précédente ne donne aucune information sur le Pour

cela on recourt à la proposition suivante :

PROPOSITION 2. Soit J un faisceau de groupes abéliens sur X. Supposons qu’on

puisse définir sur les espaces J) des structures d’espaces vectoriels topo-

logiques métrisables complets de sorte que les homomorphismes de restriction

soient continus.

Alors si pour tout v&#x3E; 0 les hypothèses suivantes sont vérifiées :

a) = 0,
a

03B2) l’image de r03BD est dense dans HO ( B 03BD, J ),
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on u aussi

PREUVE. Désignons par d une distance invariante par translations sur Ho(B03BD,J),
y définissant la topologie d’espace vectoriel métrisable complet envisagée.

Avec les mêmes notations que dans la proposition 1, soit z C ),
S z = 0 un représentant d’une classe de cohomologie ç E H 1(X, J). 13e l’hypo-
thèse H 1(B03BD, J) = 0 on déduit l’existence dl éléments tels que

7~ peut être altérée par l’addition d’une section de P(B ,,J). Comme S (7~ -7~ ){~ ==0 .

o 

~ 

" ~’-i!~l
on aura (7~ ’"~ ) ~ ~ P~B.,j). En vertu de l’ h ypothè s e (/3) on peut choisir 7~ de
sorte que 

’

. 

JL .

-~2)|oB2 = 0 on a (~3 -~2)| jg ~?( oB2,J) et on peut choisir ~3 de
sorte que

Comme S * ( ~4-~3)|oB 3 = 0 on a (~4-~3)|oB3 ~0393(B3, J) et on peut choisir ~4 de

sorte que
1 1

Ainsi de suite on choisit les 7~ de proche en proche de sorte qu’on ait
-t

pour b ~ v .
o

Considérons sur B 
v 

la série :

dont chaque élément est une section de ,?). Cette série converge en distance
dans P(B,y ). Donc comme F( ,J ) est complet elle définit une section

~~(B~?). ..
P osons

On aura
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donc la collection des /3 définit une section 03B2~0393(X, CO). De plus comme l’homo-
morphisme S* commute avec les restrictions a ( S * ~3)t ~ ! ~~ = z ( ~ v pour tout v. De la

on conclut que 03B403B2 = z sur X. Ceci achève la démonstration.
*

b) En particulier soit X le polycylindre ouvert

et soit

v

Du lemme de Grothendieck on déduit que ~(P ,0) = 0 pour tout v &#x3E; 0 et de plus
les espaces H~fP~,0), ~fP,0) munis de la topologie de la convergence uni-
forme sur les compacts sont bien des espaces de Fréchet pour Iequels les hypothèses
de la proposition 2 sont vérifiées. On en conclut que 0) = 0 pour tout q &#x3E; 1.
Du théorème du n.4.2 découle alors la

PROPOSITION 3. Soit J un faisceau analytique cohérent défini dans un voisinage U

du polycylindre fermé P. Alors on a sur le polycylindre ouvert P :

5.2. Soit X un espace complexe et FI un’ ouvert relativement compact dans X. On

dira que II est un polyèdre analytique s’il existe un voisinage U de TI dans X et un

nombre fini de fonctions holomorphes fi, 1  i ~. ~ ~ sur X tels que

LEMME. Si l’algèbre H( X j des fonctions holomorphes sur X sépare les points de X

et donne des coordonnées locales en chaque point de X (1), alors pour tout polyèdre
analytique II dans X il existe un voisinage V de TI dans X et une application holo-

morphe cp : X -~ tels que _

applique isomorphiquement V sur un sous-ensemble analytique ~( V )

contenu dans un voisinage de la fermeture P du polycylindre

PROP OSITION 4. Si l’algèbre H( X) sépare les points et donne des coordonnées

locales alors pour tout faisceau analytique cohérent ~ sur X et tout polyèdre ana-

lytique TI dans X on a :

pow tout point x E X il existe un voisinage U(x) de x dans X et un nombre finide fonctions fi E-J1. (X), telles que l’application de X dans définie par les f. donne
un isomorphisme de U(x) sur un ensemble analytique d’un ouvert de C t". 1
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PREUVE. En vertu du lemme on peut suppo ser que II soit la partie d’un sous-ensem-

ble analytique A défini sur un voisinage U de P contenue dans P ; II = A n P. Le

faisceau ? , défini sur U par extension triviale de ? en dehors de A, est cohérent.
Il suffit alors d’appliquer à J et P la proposition 3.

On appelle espace holomorphiquement complet (ou espace de Stein) un espace

complexe X qui jouit des propriétés suivantes :

i) L’algèbre sépare les points de X et donne des coordonnées locales

en chaque point de X.

ii) L’espace X est holomorphiquement convexe i.e. pour tout compact KC X

1’ enveloppe

kEK
est un ensemble compact.

Pour un espace complexe holomorphiquement convexe on établit le

L E M M E . Tout espace holomorphiquement convexe est réunion d’une suite = t,2,..

de polyèdres analytiques tels que 03A003BD C 03A003BD + 1 .
En particulier si X est holomorphiquement complet on aura pour les II

? étant un faisceau analytique cohérent sur X. De la proposition 1 découle alors

que l’on aura aussi

Le but de ce ~ est de démontrer le théorème suivant de H. Cartan et J.P. Serre :

THEOREME. Pour tout espace holomorphiquement complet X et tout faisceau analy-

tique cohérent ‘~ sur X on a

Pour cela il suffira de démontrer que pour la suite } de polyèdres analytiques du

lemme précédent on peut introduire sur les espaces #) des structures d’es-

paces vectoriels topologiques de façon à se placer dans les conditions de la propo-
sition 2. Ce programme sera développé au § suivant où l’on établira d’abord l’exis-
tence d’une structure d’espace de Fréchet sur les groupes et où l’on

démontrera le théorème d’ approximation correspondant à l’hypothèse /3) de la propo-
sition 2. 

’



25THEOREMES FONDAMENTAUX DE LA THEORIE DES ESPACES HOLOMORPHIQUEMENT COMPLETS

6. Le théorème d’approximation.

6.l. Les espaces Ô) comme espaces vectoriels topologiques.
a) Soit X un espace complexe sur lequel l’algèbre H(X) des fonctions holomorphes
sépare les points et donne des coordonnées locales.

Soit TI un polyèdre analytique dans X et cp: CN un plongement de II
comme sous-ensemble analytique d’un polycylindre P d’un espace numérique CN , ’

Soit A = cp(II) et soit gA le faisceau des germes de fonctions holomorphes
sur P nulles sur A . g A est un sous-faisceau d’idéaux du faisceau (; des germes de

fonctions holomorphes sur P et le quotient 0/3~ s’identifie au faisceau É5 ~ des

germes de fonctions holomorphes sur A.

_ 

De la suite exacte de faisceaux cohérents sur P (1)

en vertu de la proposition 4 on déduit Ia suite exacte

L’espace r ( P , 0) des fonctions holomorphes sur P , muni de la topologie
de la convergence uniforme sur les compacts, est un espace de Fréchet. L’espace

est un sous-espace vectoriel du précédent. En vertu d’un théorème de H.

Cartan ([4], Appendice I, 190- 195) ce sous-espace est un sous-espace fermé de

Le faisceau g A est cohérent en vertu d’un théorème de H. Cartan[ 5j , Théor. 2, p. 42-45; [6] ,
Exposé XVI). 

"

(2) Le théorème de H. Cartan dit ceci :
Soit Q un ouvert de C" sur lequel on s’est donné un nombre fini de fonctions holomorphes

Ii) : 03A9~ C p . Pour tout point x E Q il existe un système fondamental de voisinages polycylin-
driqueset compacts W; dan s Q tels que 

i) Si g : est holomorphe et si pour les germes g , de g et en x on a :

alors il existe des E 0393(W,O) tels que

ii) Si gn: ~-~ C P est une suite de fonctions holomorphes qui convergent uniformément
sur un voisinage de W vers g : W -~ CP et si
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r ( P,0). Il en résulte que l’espace quotient r ( P , 0)/ r(P,~ ) est muni d’une

structure naturelle d’espace de Fréchet. Nous identifierons l’espace P(n,(9) à

l’espace topologique vectoriel r(P,0)/r(P~,i).
Cette topologie dépend "a priori" du plongement p; nous désignerons

par r(n,(9;~) l’espace vectoriel topologique défini au moyen de ce plongement
Comme l’application naturelle 0393(P,O) ~ 0393(03A0,O;03C6) est continue et surj ec-

tive, du théorème de Banach il découle qu’une suite C r(n,0, converge

vers zéro si et seulement si on peut trouver une suite ( F~ ) ~ ~ ~ C F ( P , ~fÎ ) conver-
gente vers zéro et telle que f n = Fn o (p pour tout n~ N .

b) Soient n,n’ deux polyèdres analytiques de X dont on s’est donné deux plonge-
ments dans deux polycylindre P, P’.

LEMME. Soit 03A0~03A0’ et supposons qu’il existe une application biholomorphe 03C8 de P
sur un sous-ensemble fermé de P’ de sorte que le diagramme

soit commutatif, i étant l’injection naturelle de ~i dans II’.

Alors l’application transposée
’ 

_ i* _

est continue.

PRE U V E . En effet on a le diagramme commutatif
.....

où sont continus et ouverts et où est continu. ~Si U est un ouvert de

F(n , (3, cp) alors i* cp’ *0 (tj;*)-l o ( ~*)~~(U) est un ouvert de F (11’, 0, ~ ).
Ceci démontre que i * est continu. Nous exprimerons brièvement les hypothèses du

lemme en disant que "le plongement p’ peut se factoriser à travers le plongement

cp" .

c) Nous ferons d’abord les remarques suivantes :

a) Pour tout point x d’un espace complexe X il existe un voisinage U ( x ) et

un plongement isomorphe 03C6 de U ( x ) sur un sous-ensemble analytique d’un voisinage
de l’origine 0 de l’espace tangent de Zariski Jx en x tel que 03C6(x) = 0.
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Si 03C6x est le germe de plongement défini par 03C6 en x, tout autre germe de

plongement d’un voisinage de x dans X dans un espace numérique se factorise
à travers .

/3) Si l’algèbre des fonctions holomorphes sur X sépare les points,

tout point x E X possède un système fondamental de voisinages formés de polyèdres

analytiques.
Soit X un espace complexe dont l’algèbre sépare les points et donne

des coordonnées locales. Soit , un recouvrement dénombrable localement

fini de X formé de polyèdres analytiques pour chacun desquels on a choisi un

plongement cp sur un sous-ensemble analytique dans un polycylindre Pi d’un espace
numérique. Envisageons le groupe des 0- cochaînes sur U :

muni de la topologie du produit. Cet espace vectoriel est un espace de Fréchet car

1[ est dénombrable.

Soit S : C ° ( U , 0 ) -~ C 0) l’application cobord. Il est clair que

Ker 8 = Z" (U, 0) est isomorphe à l’espace K( X ). 
’

PROPOSITION 1 . L ’ espace est un sous-espace fermé de 0;{ ~_ ~ ~.

PREUVE. En vertu des remarques a) et /3) pour chaque x e on peut choisir

un voisinage polyédrique W. (~~ et un plongement cp.. de celui-ci dans un poly-

cylindre de l’espace tangent de Zariski Jx de sorte que les plongements de 
.

(7., Uj respectivement puissent se factoriser à travers .

Avec une infinité dénombrable de tels ensembles on peut construire

un recouvrement A 
localement fini et dénombrable de 

Désignons par cp.. les plongements relatifs aux polyèdres 
Considérons l’espace de Fréchet II C~(!B..,0,{~..{) et l’application de

.. , 

1.] ~

restriction

L’ application r est injective. Donc le noyau de 8 est le même que le noyau
de Mais cette application est une application linéaire d’espaces de Fréchet

et continue en vertu du lemme.

COROLLAIRE 1. Soit fl un polyèdre analytique de X; pour n’importe quel plonge-
ment de TI dans un polycylindre d’un espace numérique on obtient toujours la même

topologie sur r (TI, 
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PREUVE. Soient deux tels plongements. On peut choisir un recouvrement

11 = de II, dénombrable, localement fini par des polyèdres qu’on peut

plonger par des plongements dans des polycylindres. On peut supposer que cp 1

comme 03C62 peuvent se factoriser à travers tous les Les applications naturelles:

sont injectives et continues. Elles appliquent les deux espaces sur l’espace ZO (’l1,0).
Celui-ci étant fermé il en résulte ( théorème de Banach) que r 1 et r 2 sont des iso-

morphismes topologiques de r ( ~I , et r ( II , c~ 2 ) sur Z° ( h , (9 )..

COROLLAIRE 2. Soient 03A0, 03A0’ deux polyèdres analytiques de X, 03A0~03A0’. Soient

r (03A0, O), r ( fl ’ , Ô) les espaces de Fréchet des fonctions holomorphes sur 03A0, TI’

respectivement et soit

l’application de restriction. Cette application est continue.

PREUVE. ’Soit 1.1 un recouvrement de 03A0 comme tout à l’heure et soit un plonge-
ment de II’ qui permet de définir la topologie de F (II* ,0). Si H est suffisamment

fin cp’ peut se factoriser à travers les fi de sorte que l’application naturelle

soit continue. Comme Z° ( ~ , s’ identifie à r (TI , Ô) on a la conclusion.

6.2. Let héorème de Oka-Weil.

THEOREME. Soit X un espace complexe dont sépare les points

et donne des coordonnées locales. Soit II un polyèdre analytique de X. Alors l’appli-
cation de restriction

a une image dense dans 

PREUVE. Soit cf : X -~ C~ une application holomorphe qui applique isomorphiquement
TI sur un sous-ensemble analytique A du polycylindre unité P = ~.z ~  1,

1  CL i ~ ! .

’Soit g E F( II , 0) et soit g’ = g o la fonction holomorphe définie par g
sur A. En vertu de la proposition 4 du §5 il existe une fonction holomorphe G sur P

telle que GIA = g’ ,
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Soit G zn le développement de Taylor de G. On sait que

F = |n|03A3~03BD an zn est une suite de fonctions holomorphes sur P telles que

F03BD ~ G dans r(P,0) pour 03BD ~ + ~.
. 

Soit /=(/~..’./ï,) les fonctions qui donnent le plongement. Alors les

fonctions gv = t~t 2 i ~ a n f n sont des fonctions holomorphes sur X et leurs restric-

tions à TI convergent dans vers g.

6.3. Transport aux faisceaux cohérents. ’Soit X un espace complexe dont l’algèbre

sépare les points et donne des coordonnées locales. Soit # un faisceau

cohérent sur X et TI un polyèdre analytique dans X. Il existe sur II une réso-

lution du type :

On en déduit en vertu de la proposition 4 du § 5 la suite exacte

L’image de a* est fermée dans donc on peut munir d’une struc-

ture d’espace de Fréchet en l’identifiant à l’espace quotient a*. De

plus la topologie de F~n,?) ne dépend pas de la résolution (1) choisie.
En effet si l’on suppose II plongé dans un polycylindre P de CN tout homo-

morphisme

est la restriction à II d’un homomorphisme

L’application du lemme de Cartan cité ci-dessus permet alors de démontrer

les assertions précédentes ~~ .

( 1) Voici les détails des démonstrations.

( a) L’image de a~, : r ( il , (9 p ) ~ F (11,0 ~) est fermée. En effet on a le diagramme

commutatif

où g est le faisceau dl idéaux défini par fl dans P .
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On peut alors démontrer la proposition suivante

PROPOSITION. Soit X un espace complexe dont l’algèbre H(X) sépare les points

et donne des coordonnées locales. Soit ~ un faisceau analytique cohérent sur X et

soient TI cD’ deux polyèdres analytiques de X. Alors l’homomorphisme de restric-

tion

est continu et à image dense.

P R E U V E . 0 une résolution de if sur 

On a le diagramme commutatif à lignes exactes :

Comme est ouverte et sont continues, il résulte que r est continue.

Mais l’image de r 1 est dense donc l’image. de r est aussi dense.

Par définition rl et r2 sont des applications surjectives ouvertes. Donc 

Soit § le sous-faisceau de Oq sur P engendré par Im a et 9 @ Ô q; on aura alors aussi
Im a* = r2 r(P,~). Mais F(P ,§) est un sous-espace fermé q) (en vertu du
théorème cité de H. Cartan) et saturé pour la relation d’équivalence définie par l’application

r2 . Comme r2 est ouverte on a la,conclusion. 
~

/3) La topologie définie sur est indépendante de la résolution choisie sur II

pour Y . En effet si

est une autre telle résolution, on peut trouver un homomorphisme 03C3:Oq~O ql sur il de sorte
que a = ~ I o o’. De là on déduit le diagramme commutatif :

.. _.

Dire que A C F (11~) est ouvert pour la topologie définie par ( 11 ) signifie que (~6* ) 1( A )
est ouvert dans r(H,0~l). Comme r~ , r 2 ~ sont continues et r. ouverte on déduit que

rli(~i~) 1( A) est ouvert dans F(n,0~) c’est-à-dire que {,~*)~1{~A) est ouvert

dans F( n~O~) et donc que A est aussi un ouvert pour la topologie définie par (1). En échan-

geant les rôles de (1) et (1 ~ ) on voit que les deux topologies sont les mêmes. 
’
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