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SUR LA LIMITE PROJECTIVE
ET LA THEORIE DE LA DIMENSION. I

par OLAV ARNFINN LAUDAL

Introduction. Soient C et D deux catégories quelconques. Nous désignons par
Hom(C, D) la catégorie des foncteurs sur C a valeur dans D~ un objet étant un tel
foncteur, une fléche, de source F et de but G étant une transformation naturelle b: F- G.

Soit @ I'ensemble des fléches de C et soit C 1'ensemble d'objets de C. Notons
S,B: ® » C les fonctions source et but. Soit ®’ un sous-ensemble de ® stable pour la
composition. Nous notons Homg:( F, G) 1'ensemble de tous les ®’-morphismes de
soutrce F et de but G, un tel étant défini par la donnée d'une famille {bc} cec de
fléches dans D, h_: F(c)~ G(c) assujettie 4 la condition suivante: pour tout p € d”*
nous avons:

En particulier, Homg( F, G) — noté aussi Hom(F, G)~ est l'ensemble de toutes les

fleches de Hom (C, D) de source F et de but G.
DEFINITION : Soit F un objet de Hom(C,D) et soit d un objet de D. Nous disons que
d est la limite projective de F p. r. a ®’, noté lim@lf’, si:

P 1. il existe pour tout c € C une fléche 7 _:d - F(c) dans Hom(C,D) telle que pour
tout ¢ € ®’ nous avons : t
()= F (®)o 7gq)

P 2. d est universel pour cette propriété.

Nous démontrons que si un tel 4 existe il est unique & une équivalence prés. En

particulier, nous posons lim F = lim F .
— L]

Nous n'allons pas nous occuper de |'existence de ces notions pour les catégories
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générales. Bornons-nous 2 indiquer qu'il suffit pour la plupart des considérations qui
vont suivre que D satisfait aux conditions suivantes:
1. D est abélienne.
2. II et Il indexés par @, existent dans D et y sont exacts.
3. D contient suffisamment d'objets projectifs et injectifs.

Pour simplifier, nous allons supposer que D = Mod; , la catégorie des modules
sur I'anneau L, L fixé une fois pour toutes et supposé unitaire.

Il est alors trivial de vérifier que Hom (C, Mod; ) est une catégorie abélienne,

que Hom _ et lim_ existent et sont des foncteurs sur Hom (C, Mod; ) a valeurs dans
«

Mod, . On vérifie que Homq)' et lim@, sont exacts a gauche.
«

1. Objets projectifs et injectifs dans Hom (C, Mod, ).

Soit {F } e c une famille de modules projectifs et soit B_ 1'ensemble
{o|pe®, B(p)=c}. A tout 1y €D on associe l'application tx: Bgs(y)>Bp(y) définie
par 9> o¢. Posons F(c)= Il FS(CP) % induit un homomorphisme

QeBce

F(f):F(S())> F(B()).

On obtient ainsi un objet F dans Hom (C, Mod, ).
PROPOSITION 1. l.a. F est un objet projectif.

DEMONSTRATION : Soit b': G » H une surjection dans Hom( C, Mod; ) et soit h: F » H

une fléche. Il est clair que b est donné par ses restrictions aux Fc, soit bc. Pour tout
. T ._ . 7 7 e —. . ey

c €C soit b;. F_- G(c) un homomorphisme tel que b'co b'; = b'é» existe puisque FC est

projectif. Or ces I;'é définissent un h":F > G eton a:h"oh"” = h. Donc F est projectif.

0. E. D.

DEFINITION : On appelle objet - projectif tout objet F défini par une telle famille de
modules projectifs.
Soit {ECI c ec une famille de modules injectifs. Soit S_ l'ensemble { ¢| pe®d,
= II E
S((p)_c}.Posons E(C)—CPGS B(p)
Sg h)> S¢ () définie par cp-) @o ¢y et celui-ci définit une projection E (¢ ):
E(s (1)) > E(B(y)). On obtient ainsi un objet E de Hom(C,Mod;) et on démontre :

. Une fléche ¢y €D induit une application y*:

PROPOSITION 1.1.b: E est un objet injectif.

DEFINITION : On appelle objet Il-injectif tout objet E défini par une telle famille de

modules injectifs.

PROPOSITION 1.2 .a: I/ existe dans Hom( C, Mod; ) suffisamment d'objets I -projectifs.
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DEMONSTRATION : Soit G un objet de Hom(_g,ModL) et soit pour tout c €C, Z?-c un
homomorphisme d'un module projectif F_ sur G(c). La famille {FC§ cec définit un
objet I -projectif F. Nous avons F(c) = CPEIBCFS(QJ) donc 1l'homomorphisme b _ :
:F(c)- G(c) défini par b_ = CPIEIBCG( ¥)o ES(CP) est surjectif et il est facile de mon-
-trer que :

bB(\P)oF(\,U)zG(\P)obS(\p)

pour tout Wed. Or, ceci veut dire que {bc} c e ¢ définit une surjection b : F > G .

0. E. D.

Par un raisonnement dual on démontre :
PROPOSITION 1.2.b: Il existe dans Hom(C ,Mod | ) suffisamment d'objets Il-injectifs.

REMARQUE : Tout ensemble ordonné I peut &tre considéré comme une catégorie C;
c=0",0={Cy,y"|vY,y €', 7<y'}. Soit T 1'ensemble ordonné des entiers ration-
-nels et soit R un module injectif. Le foncteur constant R : Z > Mod | est injectif
considéré comme objet dans Hom(Z , Mod | ), mais il est clair que R n'est pas Il-injec-

-tif. Cependant, on peut démontrer :

PROPOSITION 1.3.a: Soit | un ensemble ordonné tel que pour tout y €l l'ensem-

-ble B, est fini, alors tout objet projectif de Hom(I',Mod ), L étant héréditaire est
II- projectif.

PROPOSITION 1.3.b: Soit [ un ensemble ordonné tel que pour tout y € I I'ensemble
S, est fini, alors tout objet injectif de Hom ([, Mod; ) est Il-injectif.

Les démonstrations ne seront pas données ici.

Nous pouvons aussi démontrer un théoréme analogue au théoréme 1.4.1 de [3]
Pour cela, soit L le foncteur constant F—»ModL considéré comme objet de Hom( I, Mod,; ).
Nous appellerons, par abus de langage, ideal de L toute injection j:I > L dans

Hom(r,ModL ). Il est clair que pour tout 7y €l i, estun isomorphisme de I, surun
idéal Ily de L. Si Y< ' nous avons Iiy.C'I!y .

THEOREME 1 : L'objet F dans Hom(l_‘,ModL) est un objet injectif si, et seulement si,
pour tout idéal 1 de L et toute fléche f:1- F il existe un x Elf_mF tel que /,y(>\)=
= ?\x,y pour tout y €l" et tout >\€I,y .

DEMONSTRATION : Analogue a celle du théoréme 1.4.1. de (3].
Soit K : C,»C, un foncteur. Il induit un foncteur H*:Hom (c, ,ModL) >-
> Hom(C,,Mod; ). En général il est faux que H*(F) est injectif (resp. projectif)si

F l'est. Nous aurons cependant besoin plus tard de deux résultats triviaux qu'il faut

bien écrire.
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PROPOSITION 1.4.a: Soit C_ une sous-catégorie de C telle que si Pe® et si
B(¢)eC, alors ¢ €® . Soit i.'_C_o > C le foncteur canonique et soit F un objet Ll-pro-
-jectif de Hom( C, Mod, ) alors i*(F) est I - projectif.

PROPOSITION 1.4.b: Soit C_ une sous-catégorie de C telle que si 9D et si
S(9)eC, alors 9e® . Soit i: C - C le foncteur canonique et soit F un objet [I-in-
-jectif de Hom(C, Mod| ) alors t*(F) est ll-injectif.

Soit C, une sous-catégorie de la catégorie C et soit i:C - C le foncteur
canonique. Pour tout objet F de Hom(C, Mod; ) il existe une application canonique :
i°: limF-) l(i_mF

< <,
qui induit des applications :
i": lim("F 5 lim (") F
< <,
voir § 4.
2. Les foncteurs Hom _ et lim _ .
ol « 3
Le foncteur Hom@ . est équilibré (balanced, dans la terminologie de Cartan-
-Eilenberg) dans le sens suivant. Soit F un objet I - projectif de Hom( C, Moa’L) alors |
le foncteur Hom@ ,(F, %) est exact. Soit G un objet II - injectif alors le foncteur
Homq) '(*, G) est exact.
Pour calculer les dérivées de Hom - notées Ext (‘I’:')’ on peut alors prendre,
ou bien une résolution Ll-projective Fx de F et calculer les groupes de cohomologie
du complexe

Hom _ (Fx, G)

ou bien une résolution II-injective G* de G et calculer les groupes de cohomologie du
complexe
Hom o '( F, G*)
Notons [lim (;') les dérivées du foncteur lz;-m@'. Alors nous démontrons :
«
PROPOSITION 2.1: Soit M un module projectif considéré comme objet constant de'
Hom(C, Mod; ) et soit F un objet de Hom(C, Mod; ), alors nous avons un isomor-

-phisme fonctoriel en F :

Ext (2 )(M, F) > Hom | (M, lim(")F)
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DEMONSTRATION : Il est facile de voir que Ho%,(M, F) est isomorphe a Hom (M, li%'F)_

Soit en effet b € Ho%' (M, F), b={bc}cec ol bC:M»F(c) est tel que pour tout
¢ € d’ nous avons:

bpp) = F(®) o hgq)
il existe alors un Ah': M - l_ir%F unique tel que, si 7_: lim@lf > F(c) sont les fléches
données par la définition de lim , nous avons h_= 7 _ o bh'. L'isomorphisme en question
- c c
est celui qui a b associe b’. Cet isomorphisme est évidemment fonctoriel, en F.

Donc, prenons une résolution injective F* de F, alors nous avons un isomor-

-phisme de complexes

Hom (M, F*) = Hom (M, lim F*).
@l L (..@l

Puisque Hom (M, x) est exact, M étant projectif, nous trouvons le résultat voulu en

prenant la cohomologie de chaque cété.

Q. E. D.
COROLLAIRE : Il existe un isomorphisme fonctoriel:

Ext(")(L,F)Z lim(™F.
&' -

DEMONSTRATION: L est projectif dans ModL et Homj (L,l‘z'_mé(,") F)Z IL%('") F.

0. E. D

3. Résolutions projectives de L dans Hom(C, Mod; )

Soit € une sous-catégorie de la catégorie C.
Notons B‘C’ l'ensemble { ¢| ¢e®, S(e)eC, & B(9)= c}. Dans B? on distingue les
sous-ensembles finis (¢ ,... ¢ ) tels qu'il existe des g/JiGCI)O i=0,...n-1 pour les-
-quels:

@ o, = 9y, i=0,..n-1.

On obtient ainsi un schéma simplicial noté K.
Soit Y €®D; comme on I'a vu, Y induit une application \,/J*:BS(‘I,)-» Bg(y) donc
aussi une application l/f; Bg(‘l’)—) Bg(‘l')' On vérifie facilement que L[l: transforme tout

sous-ensemble distingué en un sous-ensemble distingué, donc induit une application
simpliciale:

o . O o
Ke () Koo~ KBew
On obtient ainsi un foncteur K° sur C 2 valeurs dans la catégorie X des schémas sim-
-pliciaux. Soit Cx le foncteur gradué des chaines singuliéres sur X a valeurs dans

o N
Mod; . Notons Cx le foncteur Cxo K°, c'est un foncteur sur C a valeurs dans ModL ,
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gradué a opérateur différentiel (d,) >, de degré -1. Pour tout »>0 nous avans donc un

objet C2 dans Hom(C, Mod; ) et une fléche
dn : Cg+1 > C°

n

dans Hom (Q,ModL).

PROPOSITION:3.1: Pourtout n> 0, C? estun objet |- projectif.

DEMONSTRATION : Soit L(\/' Uy ty) I'anneau L, pour tout n- upple(k/J 50 )
de ® . Posons L°— L pour tout c€C, et
i (Dys ety ) pour n> 0.
B(‘/’o): c

B(‘/’z) = S(‘I’i _1)
i=1,...,n-1,
Si ¢ é C,, alors E:,’: 0, une somme vide étant nulle. Il est facile de voir qu'il

existe un isomorphisme canonique

e’ C:(c)-» UL

S(¢)

D'autre part, si € ® I'application ‘;l’* BS(‘!’) - BB(\/:) induit des homomorphismes

Co(): Co(S(P) » C2B(W)
L) L L% o) » ILY 0y
P Bsey) P<Bp(y)

Or on montre sans difficulté que :

igey)oCal W) =LA oig
donc C est [I-projectif.
0. E. D.
Il en résulte que si, pour tout c €C, le schéma KS. est non-vide et acyclique,
le complexe C: est une résolution projective de L dans Hom(C, Mod,; ). Or, K est
acyclique si, pour tout sous-complexe fini M de| K| il existe un sommet o tel que le cdne

de base M et de sommet p est contenu dans | K% | .

PROPOSITION 3.2: Soit C_ une sous-catégorie de C telle que :
1) Pour tout c €C il existe un Q€B_ tel que S( ¢)eC,.
2) Pour toute famille finie ¢,,... %, d'éléments de B il existe un PEBS et une

famille d'éléments de ® , \lll,.. Sbn tels que : pour tout i=1,2,...n on a,

ou bien CPio&,l'i: ¢ ou bien CPo\/li=-(Pi
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Dans ce cas C: est une résolution H-pro]’ectiue de L dans Hom(C, ModL ).

DEMONSTRATION : La condition 1) exprime que K2# ® pour tout c € C. La condition 2)
exprime que pour toute famille finie de sommets de Kg, Py e 9, il existe un sommet @
tel que ¢, peut &tre lié 4 @ par un 1-simplexe. Or soit (¢, ..., ¢,) un n- simplexe dans
K® et soit @ un sommet tel que tous les ¢; peuvent étre liés & ¢ parun I-simplexe,

c'est-a-dire tel qu'il existe des \/Ji € ®_ pour lesquels nous avons, ou bien
®,0 Y, =P oubien go =9,
Soit i le plus petit des 7 tels que ¢;= o k[li s'il existe de tels 7, sinon on
prend i =7+ 1.1l est alors clair que (¢, 9y, ..., Py PPy s ¢,) estun (n+1)
o o

simplexe de K. Donc tout sous-complexe fini de | K2 | admet un céne dans | K?|,

1 1 o M
c'est-a-dire K? est acyclique.

Q. E. D.

Soit I" un ensemble ordonné et soit I" | un sous-ensemble. Pour tout y €I" il est

facile de voir que Kf;, est un schéma simplicial ordonné ( voir Chap. 1. 3. 8 de [ 3]), que

. . . . . . . ++
K°(¢,) est une application simpliciale strictement croissante, donc que C* o K2 estun

complexe dans Hom(C ,ModL) a opérateur de dérivation de degré -1. On démontre,

comme ci-dessus:
PROPOSITION 3.3. Pour tout n> 0, C;+ est un objet L1 - projectif.

PROPOSITION 3. 4. Soit I_'O un sous-ensemble de l'ensemble ordonné I, tel que:
1) I—Io est cofinal dans [", c'est-a-dire, pour tout ye€ " il existe un ' € l_'o vI>y.
2) pour toute famille finie d'éléments y,,...,7, de l—'o tels que ;> 7y pour i=1,...,n

il existe un 7y, Ero. Y, > Y tel que pour tout i on a, ou bien
Y, <7Y; oubien ;< Yo

Dans ce cas C:H' est une résolution [1-projective de L dans Hom(I, Mod, ).

4. Les complexes l[* et 1% .

Soit C_ une sous-catégorie de C. Supposons que les conditions 1) et 2) de la
Proposition 3. 1. sont satisfaites, donc que C‘; est une résolution I[l-projective de L

dans Hom(C, ModL). Soit F un objet dans Hom(C, ModL) et considérons le complexe:
[o]
Hom@( C* , F)

Nous allons le calculer dans le cas ®' = ®. Un élément b de Hom(C3, F) est

donné par la famille {h_} ¢, b .: CYc) » F(c).Or CYc) =0 eHB(c)L sy Compte

. tenu de la restriction sur les b_, a savoir:
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bB(‘p)O C?,(k/'): F(¢)°bs(¢,)

nous voyons que la correspondance

{bc}cec"{bc}cec

est biunivoque. Or, pour chaque c €C on peut choisir librement un I;C : EZ-» F(c)et

ainsi obtenir une fléche C - F. Donc la correspondance
bt bc }c €eC
induit un isomorphisme

Hom(CS,F) » Mg Hom; (L", F(c))

Pourn:O,E?__:L donc Hom(Cy,F)~ II F(c)
_ _ ceC
) n __ (o] ~
Pour n#0, LC_HL((PO..--CP,,_l) donc Hom(Cn,F)_HF'(B(CPO))
P;€B,; Pi€B.
Piov;=Pi+y Piov; =Pi+y
V;€,i=0,...n-1 V,e@,i=0,...n-1

Il vient aussi aprés un petit calcul que 1'homomorphisme Hom(dn, F)= an est donné par

' i k -
an(§)¢o’...¢n= F(¢O)(§¢1""¢ﬂ)+]ez=(;1) f‘llo"“"bk"""bn\

Le complexe ainsi obtenu se note II*F. Il a été étudié par ]:.E.Roos[ 1].

Par le Corollaire de la Proposition 2.1 nous avons :

PROPOSITION 4.1: Le n-iéme groupe de cobomologie de I[1*F est isomorphe a l}'ln(")F.
L'isomorphisme étant fonctoriel.

Soit maintenant I_'o un sous-ensemble de 1'ensemble ordonné I". Supposons que
les conditions de la Proposition 3.4 sont satisfaites, alors C:++ est une résolution
II- projective de L dans Hom (I, Mod; ). Soit F un objet dans Hom (I, Mod; ) et consi-

-dérons le complexe
++
Hom_ (C°"7, F)
o %
Supposons que ®' =&, alors en procédant exactement comme ci-dessus nous trouvons:

ot+ _
Hom(Co , F) —)EI‘F"V

Hom(C:++, F) > Il Fmin(Y,, Yy eV p-y)
Yo <7< <Yy

i€l L vi# 7 si i j.

Posons Hom (d:, F)=10 : , alors:
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y
‘a+ = 1 -
n (5)70,71, ¥y = My (571, e Y ) +,§1( I )kf'yo. Yoo s eees ¥y

oll 7’];1 est I'homomorphisme F (’)’o <Y ).
o

Ce complexe sera noté [I¥ F. Nous trouvons:

PROPOSITION 4. 2. Le n-iéme groupe de cobomologie de H_’:‘_ F est isomorphe a linIz‘(")F.

L’isomorpbisme étant fonctoriel.

REMARQUE : On devrait noter les deux complexes II* F resp. II‘I: F puisque par cons-
(

—_0? = o’ .
-truction ils dépendent du couple (C_,C) resp. (r"o,F). En effet c'est le complexe

I1*F qu'a étudié Roos dans [1].
(T, 1)

Soit maintenant C  une sous-catégorie de C. L'injection canonique i: C ~» C
induit un foncteur #*: Hom (C, ModL ) > Hom (C, Mod; ). Supposons que C  satisfait
aux conditions de la Proposition 3. 1., alors C: est une résolution projective de L dans
Hom(C, Mod ). Soit C$ la résolution LI- projective de L dans Hom(C , Mod; ) définie
par le couple(C ,C_ ), alors on voit facilement qu'il existe une injection canonique:

C£°> i*(C$%) qui induit un isomorphisme II* F » TI*;*(F),
€, (c,c,)
Soit i”: Iirré(") (F)- liné(") i*( F) 'application canonique définie par i, alors

nous trouvons: e

PROPOSITION 4.3 . Supposons que C _ satisfait aux conditions de la Proposition 3. 1.,

alors i" est un isomorphisme pour tout n 2 0.

COROLLAIRE : Soit [" ordonné filtrant et soit I_'o un sous-ensemble cofinal de [, alors
pour tout objet F dans Hom(l—',ModL) et pour tout n 2 0 l'application canonique
lir%z‘(") F > Iir{_z‘(") est un isomorphisme.

o

5. Suite spectrale attachée a une fonction 0: ', > T, :

Sojent [, et ", deux ensembles ordonnés et soit 6 une fonction I'| 5 I", dans
le sens suivant: Pour tout 7y, €'} 6(y ) est un sous-ensemble de I',, tel que si
Yy < 7y, alors Olyy)c 6y, ).

Supposons que:

1) 6 (y,)= 0 (y}) seulement si ¥,=7 .
2) si vy, 6(9(’)’1) etsi y, <7, alors 7, 69(’)’1 ).
3) pour tout Y, €[, il existe un 7, tel que ¥, € 6y, ).
A tout objet F de Hom (I“z, ModL) nous pouvons associer un objet l._z]g F de

Hom(ri,ModL) défini par: (lz"_rg F),y1 =1l
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Ceci donne un foncteur I:_zréz sur Hom(rz , Mod; ) a valeurs dans Hom(rl, ModL).
Inversement, i tout objet F de Hom(I_'l, Mod; ) nous pouvons associer un objet !_’,’g F
de Hom(l'-'2 s ModL) défini par:

(iifg F)(7,) = Em F
{ |, c0ly,)}
Ceci donne un foncteur L%z sur Hom(rl, ModL) a valeurs dans Hom(l_'z, ModL).Il
existe une transformation naturelle:

I = Ilim o Ili
r, "y by

ot Ip est le foncteur identité sur Hom(rl, ModL). De méme il existe une transforma-

-tion naturelle:

li lim — 1
—'73 ° —6 Pz

On vérifie que si F est un objet de Hom(I";, Mod; ) et G un objet de Hom(I",, Mod, )

alors nous avons un isomorphisme:
Hom(liréz F,G) =~ Hom(F, {i’g G)

ce qui s'exprime en disant que lim est adjoint au foncteur lim.
q xp q Y ]

—@ )
Soit maintenant L l'objet constant dans Hom(I', Mod, ); il est facile de voir
que ﬁrg L est l'objet constant L dans Hom(rz , Mod; ).
Prenons une résolution projective L de L dans Hom(rl, Mod; ) et une résolution

II-injective F* de F dans Hom(rz, Mod; ). Nous avons un isomorphisme de double

complexe:
(i) Hom(Lx, lim F*) ~ Hom( lim Lx, F*)
-8 hd

Comme on l'a vu, Proposition 1.4.b., F* est une résolution Il-injective de F

dans Hom(@('yl), Mod; ) pour tout ’)’161_'1, donc H"(ﬁrg F*) est le foncteur Iig(") F
donné par:

o (n) = 3 (ﬂ)F
(lig™ F) (7)) = ligf®),

1
Supposons maintenant que O satisfait & la condition supplémentaire
4) Pour tout y, €, , 7, € 9(’)’1) N 9(’)’1) il existe un y," €I’y
tel que 7y, 69(’)’;' ) c@('yl)ﬂ 5(’)’1 ).
Dans ce cas ﬁ'g est exact, donc ErgL* est une résolution de L dans Hom(l_'2 » Mod,; ).

La deuxiéme suite spectrale du double-complexe (i) dégénére et 1'on a:

"EmS o lip(™ F
F2
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La premiére est donnée par :

'EI;' q'i'lim(p)lim(q)F

T
2 [
donc, en résumant

THEOREME 2 : Il existe une suite spectrale donnée par :

Eb-4=1lim(?) lim(4)

T 1 [
dont le terme E o est le gradué associé a une fibration convenable den>2 lj_m“”.
201

Soit maintenant ¢ : [ , > | une application croissante surjective. On en déduit
une fonction

6:r .- r,
définie par:

Oly ) =ty, |y, e T, 3y, €T, 7, >, etly] )=y}

On vérifie trivialement que & satisfait aux conditions 1), 2) et 3). Pour que 6 satisfasse
a la condition 4) il faut et il suffit que:

4') pour tout 7y, tel que t(’}’2 )< ¥, il existe un ’)’2' > 7Y, tel que t(’yz' )= Y-

COROLLAIRE 1:Soit ¢: FQ > I', une application croissante surjective, et soit F un ob-

-jet de Hom(rl, ModL). Supposons que t satisfait 4 la condition 4'). Dans ce cas il
existe une suite spectrale donnée par:

EPZ. 9= 1im® lig(9 F o 4

<I, +«&¢

dont le terme E oo est le gradué associé a une filtration convenable de S Lid”F o t.
n> o
2 2

COROLLAIRE 2: Supposons que t satisfait & la condition 4') et que I'ensemble

{')’2 l t (’)’2 )= ’}’1} contient un élément minimal . Dans ce cas nous avons:

lim™ F ~ i
(—Iyl -—

pour tout objet F de Hom(I',, Mod, ).

m(")F ot
T

DEMONSTRATION: F o t est constant sur l'ensemble ¢~ (’}’1 )="{ Y, lt('}’2 )= ’)/1}.
Or t™1 (’)’1 ) vérifie la condition du Corollaire 1 de la Proposition 4.3.p.r. a 9(’)’1), donc:

lim(")

Ly ot~ lim™F ot De plus lim(™ Fot=0 pour tout n> 0 puisque 1'objet
Y
1

- — . .

7y ,) t7y,)
constant F ot dans Hom(t™} (‘)/1), Mod| ) y admet une résolution Il-injective constante,
comme l'on voit aussitdt en utilisant l'existence d'un élément minimal dans ¢7! (’)’1).
Aussi nous avons:

lim Fotx F (7, ) pour tout y, €I, .
t7y,)



12 O. A. LAUDAL

La suite spectrale du Corollaire 1. dégénére et nous trouvons :
Ef-° = lim(P)F
2 «

1
d'od la conclusion.

Q0.E.D
COROLLAIRE 3 : Il existe une suite spectrale donnée par
Et 9= lim(?)lin(4)F
2 « «
r 1 r 2
dont le terme E « est le gradué associé a une filtration convenable de 3 lim‘f")F.
' xT
1%

DEMONSTRATION : Soit [, gr L X [", la fonction définie par : 6(¥y) = {( V', ,7'2)\
|'y'1< Y }. Elle satisfait évidemment aux conditions 1.2.3 et 4. De plus, le sous-
-ensemble 90(')/1)= Ly ) Ly, el’ 2} de 9(’)’1) satisfait aux conditions de la
Proposition 4.3 donc : . \
lip(4)F ~ 1lim (1) F ~ lim (1) F
o(y,)  6xv,) T

et la conclusion découle du Théoréme 2.
: Q. E.D.

REMARQUE : Le Corollaire 3 a été démontré par Roos dans [ 1] . Il est pourtant valable
pour des catégories quelconques C, et C, .
On peut voir que le Théoréme 5 est un cas particulier du résultat suivant :

Il existe deux suites spectrales données par :

'Eb-9 = ExtP(lim. \F,G), "Eb 9= Ext?(F, lim(9)c)
] V]
aboutissant & la méme chose.

APPENDICE : Soit G un groupe et soit G la catégorie ayant un seul objet c et telle que
I'ensemble des fléches est G, composition étant celle du groupe. Soit Ab la catégorie

des groupes abéliens. Un objet F dans Hom(G,Ab) n'est autre chose qu'un groupe

abélien F (c¢) sur lequel opére G.On a :

limF = {[|f€F (¢) s g.f= [, VgeG}
donc:

lim(")F~H"(G,F(c))

Soit G_ un sous-semigroupe de G contenant l'unité, alors Qo peut &tre consi-

-déré comme une sous-catégorie de G. Les conditions de la Proposition 3.2 sont satis-
. . . Vas

-faites si, et seulement si, tout g€G s'écrit g=g,.g51 yec 81,8, €G, . Par la Pro-

-position 4.1 nous trouvons ceci :

H™(G,F(c))
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est le n-iéme groupe de cohomologie du complexe II*F donné par:
G)

o’

II°F = F(c)
In7”r =1 F(g _, yeees Boveo g _4) pour n#£ 0
gc G, 120,508 ot Enmt/ P
oll F(go,...,go...gn_1)= F(c).
3"(5)(8

—

n
k
=g . + 3(-1
o' Bo&1s+r 8o --8p) 8o f(g‘;gl,--..g(,-..g,,) ,2(1 ) 'f(go,-.-,go...gk,...,go...gn)

Nous retrouvons ainsi le complexe S(FH) du chap. X § 4 de[2]. Aussi, la Proposition
4. 3. entralne la Proposition 4. 1. du Chap. X de [2].

Si on se donne un anneau unitaire A et un idéal & gauche I dedans, on peut
considérer la catégorie A, ayant un seul objet ¢ et telle que 1'ensemble des fléches est

A, composition étant multiplication. On démontre

lim(™ F = H*(A,F(c))
“I

pour tout objet F dans:Homad(l_\_,Aﬁ)(”—:c'est—é-dire pour tout A-module — cohomologie au
sens du chap. VIII de [2].

Soit A un sous-anneau de A contenant l'unité et tel que I1C A, . supposons que
pour toute famille A,€ A i=1,2,...n il existe des K‘;EAO i=1,2,...n etun A€ A tels
que, ou bien A, .\A? = Aou bien A, = A.A?. Dans ce cas nous pouvons démontrer que 1'ap-
-plication canonique: H';(A, F(c)) » H;'(Ao, F(c)) estun isomorphisme.

Jusqu'ici nous avons étudié uniquement le foncteur {1%, . Il est pourtant évident
qu'en dualisant on trouve a toutrésultat sur ‘l_z%' un résultat concernant la limite inductive
Lz"rg', au moins quand ces resultats ne dépendent pas de la catégorie D en question,
pourvu qu'elle satisfasse aux conditions 1, 2, 3 de !'Introduction, ce qui est le cas pour
la plupart des résultats obtenus ci-dessus.

Pour terminer, soit F un objetde Hom (G, Top) ou Top est la catégoriedes
espaces topologiques. On se donne un tel objet en se donnant un espace topologique

F(c) sur lequel opére le groupe G. On voit facilement que:

lim F _ sous-espaces des points fixes
{,;m F = X/¢G

Soit Cx: Top » Mod; le foncteur gradué des chaines singuliéres, et soit M* une
. .. . . (2)
résolution injective d'un objet constant M dans Hom(G, Mod, ).

C onsidérons le double-complexe :

Hom (Cx o F, M*)

Calculons les deux suites spectrales de ce complexe. Elles sont données par:

‘Eb:9 = Hom (lim H_(Cxo F), M)

\\Epz'q= Hom(Hp(lim Cx o F)! M)
~(q)

1) La catégorie des foncteurs additifs sur A & valeurs dans Ab.

2y injectif dans ModL .
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Si G opeére sur F(c) sans points fixes nous trouvons que :

limCxoF = C+(F(c)/ G)

>

lime,)C*oF =0 pour g £ 0
Donc, nous avons une suite spectrale donnée par :
b.q_
Ef HP(G,Hq(F(C)))

dont le terme E oo est le gradué associé a une filtration convenable de EH”( F(c)/G, L)
c'est-a-dire le Théoréme bien connu dit de :Hurewicz-Hopf-MacLane- Eilenberg-

-Eckmann.

ADDENDUM : Il est, aprés que cet exposé a été rédigé, paru au Séminaire Dubreil -
-Pisot 1960- 1961, un exposé de Monsieur René Deheuvels tenu le 29 mai 1961. Il nous

paraft que les résultats des $4. et §5 ci-dessus généralisent certains de ces résul-

-tats. (voir n® 6.2 et n° 6.3 de l'exposé cité ) .
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