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1. Introduction.

Soit M une variété riemanienne homogène compacte connexe; nous recherchons les

variétés riemanniennes M’ admettant M comme revêtement riemanrien. Rappelons qu’un
revêtement riemannien est un revêtement d’une variété riemannienne connexe où la

projection est une isométrie locale. Par suite, le groupe des automorphismes d’un revé-

tement riemannien p : M - M’, composé des isométries d; ~1~ .~ M tels que p. d = ~ ,
est un sous-groupe du groupe I(M) des isométries de M. Si M est simplement connexe,

le problème se ramène, d’une façon bien connue, à la détermination des sous-groupes

finis de 1(M) sans points fixes. En général, le revêtement n’étant pas galoisien, la

situation est plus compliquée. Lln revêtement riemannien p : M ~ M’ étant donné, on

construit un revêtement riemannien galoisien fini q: M" -~ M tel que le revêtement

riemannien fini p . q: M" -+ M’ soit galoisien.En observant que M" est automatiquement

homogène, conséquence de l’homogénéité ,de M, notre problème est ramené à :

Soit K un sous-groupe fermé d’un groupe de Lie compact G. On chercbe les sous-

groupes finis D de G tels que où 1 est l’identité de G et ad(G) K

est l’ensemble des ad(g) k = gkg-1 avec g ~G et k ~ K.

En effet, soient G = I(M") pour ;~" convenablement choisi, K un sous-groupe

d’isotropie de G et D le groupe du revêtement p. q: 
‘ 

-~ M" étant compact, un

sous-groupe de G opère d’une façon discontinue si, et seulement s’il est fini, et ne

rencontre aucun sous-groupe d’isotropie de G sauf l, i. e., ne rencontre aucun ad(g)K
sauf l.

EXEMPLE. Soit M = Sn l’espace sphérique de dimension n et de 0, c’est

l’espace du revêtement riemannien universel des variétés riemanniennes complètes
connexes de dimension n et à courbure sectionnelle constante k-2. Ce cas particulier
de notre problème est le problème classique de = la détermination des
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formes spatiales sphériques. Il est résolu par H. Hopf (3) et puis par W. Threlfall

et H. Seifert (5) pour n = 3, et G. Vincent (7) l’a considéré pour n arbitraire.

En général interviennent des problèmes arithmétiques peut-être trop difficiles.

REMARQUE. En principe, nous ne donnerons que des indications des démons-

trations. Les théorèmes donnés ici sont plus ou moins contenus dans ma thèse (8).

Le cas où M’ est aussi homogène est considéré dans une note aux Comptes Rendus (9).

2. Rang.

Soient p un entier premier et B un groupe abélien dont le sous-groupe p-Sylov B
est fini; on appellera p-rang de B, noté ~-rang.,~, le nombre minimal de composantes

cycliques d’une décomposition de B comme produit de groupes cycliques. Si B est

fini, on appellera rang de B, noté B, le maximum des p-rangs de B (p variable ) _
c’est le nombre minimal des composantes cycliques d’une décomposition de B comme

produit de groupes cycliques. Par exemple,

produit de h exemplaires du groupe cyclique d’ordre p.

Soit G un groupe de Lie compact; comme d’habitude, le rang rang.G de G est la

dimension commune des sous-groupes toroides maximaux de G.

THEOREME 1. Soit K un sous-groupe fermé d’un groupe de Lie compact G.

1°-} Soient D un sous-groupe fini de G tel que D~ ad(G) K = 1, et B, un sous-groupe

de D contenu dans un tore de G ; on a rang. B ~ rang. G - rang. K .

2°) Cette inégalité est la meilleure possible, c’est-à-dire qu’il existe un entier positif
m (G, K) tel que, A étant un groupe abélien fini avec rang. A ~ rang. G - rang. K et l’ordre

de A premier avec m(G,K), un tore de G contienne un sous-groupe A’ isomorphe à A

avec ad(G)K=l.

DEMONSTRATION. 1°) Soit T’ un ad(G)-conjugué d’un tore maximal de K, contenu

dans un tore maximal T de G qui contienne B. Il résulte de B n T’ = 1 que la restric-

tion à B de l’application T ~ T/ T’ est un monomorphisme.
Alors rang. B ~ rang. ( T/ T’) = rang. G - rang. K .

2~) Soit T un tore maximal de G. On peut trouver un nombre fini de (rang. K)-tores fi
dans T tels qu’un élément de T est contenu dans ad(G) K~ si, et seulement s’il est

contenu dans un T, où K est la composante de l’identité de K. Puis on choisit un

(rang. G - rang. K)-tore V dans T tel que chaque fi = V ~ 7i soit fini. L’ entier m (G, K)

est produit des ordres des V avec l’ordre de K/K . On choisit ~’ dans V. C.Q.F.D.

Le Théorème 1 s’applique mieux si on connaît les sous- groupes finis de G contenus

dans des tores. A. Borel (1) a démontré : soient p un entier premier et G un groupe de
Lie compact connexe. L’anneau de cohomologie entier n’a pas de p-torsion
s~ et seulement si chaque sous-groupe du type de G est contenu dans un tore.
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Par suite, nous avons le

THEOREME 1’. Soient K un sous-groupe fermé d’un groupe de Lie compact G,

Go la composante de l’identité de G, p un entier premier tel que n’ait pas

de p-torsion, D un sous-groupe fini de G tel que D ~ ad(G) K = 1, et B un sous-groupe

fini abélien de D contenu dans ~~. Alors rang. ~ - .. rang. K .

On doit remarquer ici que A. Borel (2) a clarifié la situation de la p-torsion:

Soient p un entier premier, G un groupe de Lie compact connexe, la partie semi-

simple de G, a : G’ ~ G le revêtement universel de G 55 et BG le classifiant de G.

1°j Alors les conditions suivantes sont équivalentes : (a) H*(G;Z) n’a pas de p-torsion

(b) H*(BG;Z) n’a pas de p-torsion ; (c) n’a pas de ~-torsion; (d) n’a

pas d’élément d’ordre p et aucun facteur simple de G’ n’a de p-torsion dans H*

2°~ Si K est un facteur simple de G’, il a une p-torsion dans H* si et seulement si

En utilisant un autre résultat de A. Borel (2): Soit x un élément d’un groupe de Lie

compact connexe H, où n’a pas d’élément d’ordre fini.Le centralisateur de x
dans H est connexe. On peut démontrer le

THEOREME 2. Soit K un sous-groupe fermé d’un groupe de Lie compact connexe G

tel que rang. G - rang. K = 1. Soient D un sous-groupe fini de G tel que ad(G) K ~ 1 ,

B un sous-groupe abélien de D, et p un entier premier. Alors p-rang. B ~ ~-rang.’~, (G~ +1,

et si = 2, 2. En particulier, si la partie semi-simple de G est

simplement connexe, chaque sous-groupe abélien de D est cyclique, les sous-groupes

impairs de Sylov de D sont cycliques, et les sous-groupes 2-Sylov de D sont soit cycliques
soit des groupes quatemioniens ~~ a donnés par

REMARQUE. Les groupes finis où tout sous-groupe abélien est cyclique, ont été déter-

minés par H. Zassenhaus (10) et M. Suzuki (6) .

3. Arithmétique. Soient K un sous-groupe fermé connexe de rang k d’un groupe de Lie

compact connexe G de rang n, W = u~l, ... # ~~~~ 1 le groupe de Weyl de G relatif à un

tore maximal T, JE = { Xi, ... , une base intégrale de l’algèbre U de T 

dire, une base de 1 telle que si et seulement si chaque a est entier),
T’ un conjugué dans T d’un tore maximal de K, et ~~ l’algèbre ~-tare T = 

T. étant fermé dans T, Ui est l’intersection de byperplans 03A3svijsxs = 0, où

les v.. ifs sont rationnels et où les x5 sont des coordonnées dans U relatives à I.

Une normalisation évidente transforme chaque V = {vij1’ vij2’ ... vijn} en un ensemble

d’ entiers relativement premiers.
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On appellera paramètres angulaires de K dans G relatifs à X, la collection des

(n,k)q ensembles Vij d’entiers relativement premiers.= ’ -_ !* * .
THEOREME 3. Soit V, les paramètres angulaires sous-groupe fermé connexe K

de dans MM groupe de Lie compact connexe G de rang n, relatifs à un choix

X = { X1, ..., Xn} d’une base intégrale de l’algèbre d tore maxiral de G. Soit

X == 2, 6t X que soit ad(G)-conjugué au générateur d sous - groupe

cyclique D de G d’ordre m. Alors chaque bs = est entier; et D ~ ad(G) K = I

si Y~ _ ~ m , ~~~t~~’ ~ ~~ï2~~’ t ... , ’ s 6~, ~ 
ensemble d‘entiers premiers.

Il y a des cas où le Théorème 3 peut être simplifié. Supposons que le groupe de Weyl
de G opère sur X par des permutations signées X~ ~ i ~’ . En utilisant les notations

introduites avant la définition des paramètres angulaires, on peut supposer que l’ algèbre ~,’

de T’ ’ est l’inters’ don de n - k hyperplans 03A3sujsxs = 0. On appellera paramètres

canoniques de K dans G les n - k ensembles Uj = {uj1’ ... , d’entiers relativement

premiers. On fait opérer W sur des n-uples d’une façon donnée par son action sur X :

par des permutations signées. On peut alors supposer que les V.. = w. (Ll ~ sont les
paramètres angulaires de K dans G relatifs à ~.

EXEMPLES. 1’°). C = U~n) , le groupe unitaire. Une base intégrale 3~ _ ~ ... , ~~
de l’algèbre N du tore maximal T des matrices diagonales, est donnée par

exp ( 03A3sasXs) = diag {e203C0ia1, ..., e203C0ian}, où i2 = -f . Le groupe de Weyl de (7

relatif à T opère sur X comme le groupe de toutes les permutations, c’est-à-dire

le groupe symétrique.

2° ). G = le groupe symplectique, composé des tels que

= J ou J2 =-l2n. Un tore maximal 7" est donné par les éléments (BO OB), où B est
diagonal et B est le conjugué complexe de B. Une base intègre X = {X1, ..., X { de

l’algèbre de ce tore est donnée par

Le groupe de Veyl opère sur X par toutes les permutations signées.

3°) G = q = 2n ou 2n + 1, le groupe orthogonal spécial.

Soit R (t) la rotation . Un tore maximal T de G est l’en-

semble des matrices dia g R(a2), ..., R(an), (I) B où le (I) n’apparaît que pour
q := 2n- J . Une base intégrale de l’ algèbre de ce tore est donnée par

Le groupe de Weyl opère sur cette base X par toutes les permutations signées si

q = 2 n + 1 , et par toutes les permutations signées où le nombre des changements de

signes est pair, si q = 2n .

Si K est un sous-groupe fermé connexe dans G = L’f~, ou il sera con-
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venu que les paramètres canoniques de K dans G sont relatifs à la base X explicitée

plus haut. Si K est un sous-groupe fermé connexe du groupe unitaire 

on peut supposer qu’un des paramètres canoniques de K d ~ ... 

on appellera les autres les paramètres canoniques de K dans ~ - 

connexe du groupe est l’aPPlidacton canonique et Uji sont

les paramètres canoniques de f (K) dans S(~ (q) ; on es

canoniques de K dans Spin(q) . B 4~ ~ * ~ ~ ~ / ~°~ ~
Soi t K un sous - groupe fermé connexe de rang n - ’~~n ’~ ssique

SO(2n ou 2n+l) ou Spin (2n ou 2n 
- 

tt U = {

le paramètre canonique de K dans G. Le groupe de Weyl de G laisse invariante la parité
du produit des us. On dira que K est pair ou impair selon que le produit des u~ est pair
ou impair. Si K n’a qu’un seul élément, on dira qu’il est impair.

THEOREME 4. Soit K un sous-groupe fermé connexe de rang n-I dans G = SO(2n ou 2n+I j,

Si K est impair, n1(G/K) = 22 et tout 2-groupe diédrique D a un isomorphe D’ C G

tel que ad(G)K = 1. Si K est pair et D est un sous-groupe fini de G tel que

D f) ad(G)K = 1, alors chaque sous-groupe abélien de D est cyclique, et G 1 K est

simplement connexe.

THEOREME 5. Soit K un sous-groupe fermé connexe de G = U(n), SU(n), Sp(n),
sa (2n ou 2n + I ) ou Spin(2n ou 2n + 1 ) tel que rang. G - rang. K = 1 . Alors les conditions

suivantes sont équivalentes :
(a) G a un sous-groupe D de type ~2~, où D fi ad(G)K = 1 .

(b) G a un sous-groupe Da de chaque type où Da ~ ad (G)K == 1.

(c) G = U(n), SU(n) ou SO(2n ou 2n+I), n est pair et q est impair;
G= Sp(n) et q impair ou K impair;
G = Spin(2n ou 2n + 1) et n pair et q impair ou K impair.

q est le nombre des éléments impairs du paramètre canonique de K dans G.

Si les conditions ci-dessus ne sont pas satisfaites, K est pair si G = SO(2n ou ~n-~~)

et D est un sous-groupe f ini de G tel que D ~ ad (G)K == 1; alors chaque sous-grourpe

Sylov de D est cyclique.

THEOREME 6. Soient K un sous-groupe pair de G = ~~~n), Sp(n), SO(2n)

ou Spin(2n) (alors K est fermé et connexe, et rang.G - rang.K = 1) et D, un sous-groupe

fini de G tel que DI) ad(G)K = 1. Soit d un élément d’ordre 2 dans D. Alors d est central

dans G et c’est le seul élément d’ordre 2 dans G. De plus, n est pair si G = 

Ces trois théorèmes sont des applications du théorème 3.

Le théorème 4 complète le théorème 2 ; l’ intért du théorème 5 provient du fait que
les groupes finis ayant tous les sous-groupes de Sylov cycliques sont de structure très

simple ((11), p. l’~~~ .
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Le théorème 3 nous donne aussi :

THEOREME 7. Soit G un groupe classique ~(n~, Sp(n), ou Spin ( q).
Soit K un sous-groupe fermé connexe de rang rang. G - 1 et à paramètre canonique

0, 0, ..., 0} . Soit D un sous-groupe fini de G dont l’ordre est le produit de deux

nombres premiers, ou bien est premier avec 2n (q = 2n ou ~n + I~, tel que D t1 ad(G)K = 1 .

Alors D est cyclique.

4. Caractéristique. Jusqu’ici nous avons évité le cas où rang. G = rang. K .

D’abord, soit K un sous-groupe fermé d’un groupe de Lie compact connexe G. On sait (4)

que la caractéristique d’Euler-Poincaré est )0, et si et seulement

si rang. G = rang. K. Il en résulte, en tenant compte du théorème 1 :

THEOREME 8. Soit M une variété riemannienne homogène compacte connexe de carac-

téristiques X(M)  O. Alors, il n’y a qu’un nombre fini à une isométrie près, de variétés

riemanniennes admettant M comme revêtement riemannien.. 
’

DEMONSTRATION. Le groupe fondamental de M étant fini, on peut supposer M simple-
ment connexe. Soit Go la composante de l’identité de G = soit K un sous-groupe

d’isotropie de G et soit D un sous-groupe fini de G tel que D n ad(G)K = 1. Il suffit

de démontrer qu’il n’y a qu’un nombre fini de groupes D à un automorphisme intérieur

de G près. D’après le théorème 1, un tel groupe D est isomorphe à un sous-groupe du

groupe fini CI Go. Par suite, il suffit d’ appliquer un théorème de Mostow d’après lequel
un groupe de Lie compact ne contient qu’un nombre fini de sous-groupes isomorphes à
un groupe fini donné, à un automorphisme intérieur près.
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