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ESPACES PSEUDO FIBRES
par Marie-Héléne SCHWARTZ
1 Definition
Nous avons été conduits A définir des espaces pseudo fibrés, non par un souci de
généralisation, mais en étudiant I'obstruction 2 la construction d'un champ de vecteurs
(ou de systémes de vecteurs) tangents & une variété différentiable et assujettis a des
conditions supplémentaires. Notre but, seulement partiellement atteint, est de déter-
miner un systéme de classes de cohomologie qui jouera dans un espace pseudo fibré

un rdle analogue A celui de la classe obstructrice d'un espace fibré.

EXEMPLE. Soient dans IR ° deux calottes sphériques X, et X5 ayant pour bord commun

un cercle X;. Soient X, et X3 les complémentaires de X, dans X, et X et X, le com-

plémentaire de 5{2 Uia dans IR 3. Les X; (i = 1,2, 3, 4) forment une partition (X) de
X =1R 8.‘Soient E l'espace fibré de tous les vecteurs non nuls issus de tous les points
de R® = X etWla projection de E sur X. En chaque point x de X, x €X,, considérons
I'ensemble des vecteurs non nuls tangents a X;. Soit £C E I'ensemble engendré lorsque
x décrit X, par tous ces vecteurs, muni de la projection 7 et de la topologie induite
par celle de E. & est un espace pseudo fibré, la fibre & (x) = (x), x € X; est isomor-
phe 2 ]Rk‘, k étant la dimension de X;, chaque C(Xi) est un espace fibré.

Il n'existe pas de section globale de € au dessus de sa base X = R” mais il en

existe par exemple, au dessus de tout plan [l de IR passant par I'axe du cercle X;.
Il n'y apas de relévement des homotopies dans €

Considérons la trace Y du plan [] sur-)—ig, I'un des arcs Y' déterminés sur X, par
I1, la boule B C X, de bord YU Y' et un homéomorphisme du carré lQSur B de maniére
qu'un cbété ait pour image Y ; considérons la section s de € au dessus de Y formée
de vecteurs perpendiculaires a I, elle n'est pas prolongeable au dessus de Y' donc

a fortiori au dessus de P.

-
Base de C

C'est une variété topologique X munie d'une partition (X;) en sous-variétés topolo-
giques (sans bords) X; de fagon que 1'adhérence i‘i de chaque X; soit réunion d'une
sous famille de la partition, et d'un complexe simplicial (K) tel que les Yi en soient des
sous-complexes. Nous désignerons par ' (resp KM un simplexe ouvert (resp fermé)
de dimension h, par N la dimension de X et nous ferons figurer au besoin, la dimension
d'une sous-variété X; en indice supérieur en supprimant l'indice inférieur s'il n'y a pas

ambiguité. Les bords seront désignés par X, KD etc.
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Hypothése de finesse sur (K) : K est pris assez fin pour que, quelque soit Kh, kb C X;,
kN X; se réduise a un seul simplexe fermé vide ou non. Il en résulte aisément que Kb
rencontre au plus un X; de chaque dimension.

Parties L. Soit K° un sommet de Kh, U = gt (K°) son étoile ouverte dans (K) et

L=K'N & Ko.L rencontre également au plus un X; de chaque dimension, la plus

petite est p tel que K° € XP et la plus ‘grande k tel que K" CXk ; on peut écrire :

9=k
(1) L=K'n & ko = ZLnx‘?
15>

Fibres-type de £

Une méme fibre type F) va correspondre a tous les X; de méme dimension k. F) sera
un espace topologique localement compact, et la famille des F seramunie d'une famille
d'injections continues que nous appellerons les monomorphismes. Cette famille sera
formée , pour tout couple k, k'(k' € k) d'un ensemble de monomorphismes de Fyt dans
F (ensemble non vide si Fy ret F| sont non vides). On suppose que si k" <k'<k, le
composé d'un monomorphisme de Fyn dans Fyr et d'un monomorphisme de Fy1 dans F

est un monomorphisme de Fp i dans Fy.

Cartes de £

Un espace pseudo fibré € de base X et dont les fibres types sont les F) est un
ensemble muni d'une projection W sur X tel que pour tout L. de X il existe une famille
de cartes sur & (L) = W—YL), une carte étant définie par un espace afet une bijection
g de Z sur £ (L) de la maniére suivante :

Soit comme précédemment L = N e Ke, Ko €XP, kP ¢ XK. Considérons

toutes les dimensions g qui figurent dans la formule (1). On peut former une famille
de monomorphismes Hq de Fq dans F} (soit aq = u’q (Fq)) telle que si ¢ < q, on ait
aqv C a’q Co =Fp et que Mgt coincide qvec 1'appli cation composée d'un monomorphi sme
de Fql dans Fq et de ”‘q'

Formons alors 1'espace -fsuivant :

=k

(2 quu (Lan)xa;onaLxdeachka
q9=Pp

az est muni de la topologie induite par celle du produit L x F}.

Soient eﬁ; Etiz définis par les familles de monomorphismes B1q et uﬁq. Un
isomorphisme dc:f 1 suri 2 est une application dont la restriction a (x) = {x} xaq
(pour x € X9) est un monomorphisme sur {x} x d'q.

Une carte sera définie par L et par bijection g deaﬁ sur @—1(L) telle que
Tog=" {F,Létant la projection sur L dans le produit L x F).
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L'ensemble des cartes définissant ¢ devra satisfaire aux deux conditions de
compatibilité suivantes :
1) Si deux cartes sont définies sur B-2(L) par 74, giet of.z, g2, I'application
010 = g?l o g, doit étre un isomorphisme def 2 sur f 4 au sens défini ci-dessus.
2) Si on a L' C L et une carte de W-1(L) définie par o:), g, la restriction de g a
Z(L") =n ~1(L") définit une carte de m-1(L").
Topologie de  .Les ouverts seront les parties O de ¢ tels que ?3}'(0() soit un
ouvert de X et que, pour { (L) N (O# B, et pour toute carte de & (L) définie
par af et g, g—i(é Ly N 6) scit un ouvert de of .
{ n'est pas localement compact.C (X}() = Yﬁ—‘(X‘f) est un espace fibré de fibre

F), et dont le groupe structural est celui des monomorphismes de F) sur lui-méme.

2 Espaces pseudo fibrés a fibres vectorielles et espaces associes.

Nous appellerons ainsi un espace pseudo fibré & dont les fibres F} sont des es-
paces vectoriels de dimensions finies sur IR ou sur € et pour lequel les monomor-
phismes sont des applications linéaires (homogénes) injectives. Dans les deux cas,
les dimensions que nous indiquerons seront prises par rapport 2 IR (sauf dans I'ex-

pression abrégée v -plan-complexe).

Espace [.

On suppose données une base X munie de la partition X; et du complexe (K) et une
famille de fibres-type vectorielles F), les monomorphismes étant les injections linéaires.

Soit I un espace topologique muni d'une application continue ¥ sur X et tel que
ro(xk = U—i(Xk) posséde une structure d'espace fibré de fibre F) . Un espace pseudo
fibré est un espace [ .
EXEMPLE. Si X et tous les X; sont des variétés différentiables (resp. presque-
complexes) l'espace de tous les vecteurs tangents & tous les X; est un espace r,
la topologie étant induite par celle de 1'espace fibré E de tous les vecteurs tangentsa X.
Le probléme se pose de savoir si un tel espace, défini uniquement par la partition (X;,)
posséde une structure d'espace pseudo-fibré. Nous dirons dans ce cas, que c'est un
espace pseudo fibré de type tangentiel (réel ou complexe). F sera isomorphe 2 Rk

(respﬁ)k/z)’ Dans le cas complexe tous les entiers & sont nécessairement pairs.

Applications @.

Une famille d'applications @ , si elle existe, se compose relativement A chaque
simplexe KP d'un ensemble d'applications @} vérifiant les conditians @ et 9, suivantes :

Soit U, = et Kh(étoile ouverte de l(h dans (K)) et Kh C Xk.

(P4) ®y, -est une injection coatinue de Uy x F| dans r (Uy) dont la restriction &

{x} x F|_ est une application linéaire sur ['(x).



4 M.H. SCHWARTZ

(92 Soit K¥ C Uy~ X9 et Uy = et KP c Uy, (KPC KY alors 2 une application
donnée @y on peut associer une application Q,d=. U}, x Fq dans T (G, ) telle que pour
x €U, , 9 ({x} x Fq) admette pour sous espace vectoriel @y ({x} x Fp).

Dans les espaces [ de types tangentiels, une application @}, corrzspond A un champ

d'éléments de contacts de dimension h tangent en tout point x de U(x € X™), a X™.

PROPOSITION 1. Tout espace pseudo fibré posséde une famille d'applications @.

De plus, si toutes les fibres sont munies d'une orientation, une telle famille vérifie
1

la condition () 4 suivante :

() ‘, Si @, et q:l: sont deux injections de U x Fy dans L (v) définies par la condition

(94), elles sont strictement homotopes, c'est-a-dire qu'il existe une application continue
de U x Fp % (0,1] dans £ (U) telle que pour t€ [0,1] ,UxF x {t}— E(U) soit
une des applications définies par (®,), soit Cph(t) et que (Ph(O) = @ et cph(l) = Cp;;

Cette condition est donc réalisée pour tous les espaces pseudo-fibrés a fibres

vectorielles sur (.

PROPOSITION 2. Si un espace [' posséde une famille d'applications @, il posséde une
structure d'espace pseudo-fibré a fibres vectorielles et cette structure est unique.
Ces propositions se démontrent par des constructions suivant les squelettes de

dimensions croissantes de (K) x U et par certains relévements d'homotopies.

Espace € associé a un espace a fibres vectorielles.

Appelons r-repére réel (resp. complexe) une suite ordonnée de r vecteurs linéairement
indépendants dans un espace vectoriel sur le corps IR(resp. C). L'espace r€ (x) des
r-repéres de & (x) engendre, lorsque x décrit X, un espace (S (x%) est vide,
dans le cas réel pour k < r et, dans le cas complexe, pour k < 2r. La structure d'espace
pseudo-fibré de r{  est établie par des cartes qui se définissent de maniére évidente
a l'aide de celles de { . (on appelle "a_ l'espace des r-repéres de &, on pose

q q
"of :U (L NX9) x 'aq et g définit une application g' de L sur ¢ @wy.

La fibre F de rE (Xk) ayant pour rétract une variété de Stiefel Whitney réelle
(resp. complexe), son homologie est triviale jusqu'a la dimension
k - r(resp. k - 2r + 1) exclue .

L'exemple donné au début de cet exposé est un espace 1C associé a un espace
de type vectoriel réel (c'est un espace I' et |'existence de cartes résulte par exemple

de la proposition 2.)
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3 Sections dans les » spaces pseudo fibrés, homologie et cohomologie sur X.
Complexe cellulaire (D), dual de K dans X.

On choisit une fois pour toutes un tel complexe (D) en fixant d'abord un de ses
sommets dans chaque KN(N dimension de X) puis un cdté coupant canoniquement chaque
KN'I, etc,. Une cellule ouverte D™ coupera canoniquement chaqu: Kh, a fortiori cha-

que X;. Soit (T) le complexe intersection de (K) et (D). On a :
—rn — DN9h+ﬁ n Kh

chaque T" est dans un X; et on vérifie que chaque T" est dans au moins un L.

On cherchera A construire des sections au dessus des squelettes de dimensions
croissantes (D)™ de (D). Si C

n'est pas vide la fibre type Fy ne I'est pas et il existe
des sections au dessus de (D)’ .

Dimension d'obstruction.
Nous la notetons N - p + 1

Définition de p. Soit V(k) la dimension du premier groupe d'homotopie non nul de Fy ;

considérons la relation suivante relative a un entier p' :

k>p'+ 1 entraine F, # 8 et vik) 2k-p'

elle est trivialement vérifiée pour p' = N ; si elle est vérifiée pour p' elle I'est & for-

tiori pour p'" > p'. p sera la borne inférieure des enti=rs vérifiant cette relation.

HYPOTHESE : On suppose que k = 0 entraine encore F| # @, (cette hypothése est

trivialement vérifiée dans le cas des " A structure complexe, k étant paire et

p impaire). On peut alors caractériser P par les relations :
(3) k z2p+1 entraine v (k) 2>k-p
il existek > p telque v (k) <k-p +1

Existence d'une section s ‘ (D)N - P

Soit Tn=DN'h+n N Kh CXk avec n-h>p donc0O €n <h-p €k- p;

or k > p entraine F, ¥ @# . On peut donc définir
T" € DN-h+n C (D)N‘p_

s au dessus des
Supposons, pour n 2> 1, s ‘ T déterminée ; on a :
™ CcL C -Kh, soit (oL , 8 une carte sur { (L) g— 1. s définit une section au dessus
de T™ dans of et 2 fortiari dans L x Fyp 5 n 21 entrafnek 2 p + 1 donc
v(k) 2k - p 2n donc g—1. s est prolongeable en une section de L x Fy au dessus

de l'intérieur T de T, mais T x F, C KD x F, C &£ donc la section prolongée a,

par g, une image qui définit s § T D'od I'existence de s i DN - P,
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D'aprés (3) nous pouvons choisir Kk C Xk aveck 2p et v(k)<k-p +1;
Soit Tk"P+1 = pN-P+ 1 gk 12 dimension d'obstruction dans L x Fy étant y(k) + 1

il y a des sections sur le bord de Tk-P +1 qui ne sont pas prolongeables a l'intérieur.
Donc :
PROPOSITION 4. La dimension d'obstruction est N - p + 1, p étant défini parles

relations (3).

PROPOSITION 5. Deux sections s | (D)N-P et s’ | (D)N-P sont toujours homotopes

au-dessus de (D)N-P-1 par une homotopie Yy l mN-9P- 1 {a démonstration se conduit

comme précédemment aprés avoir introduit les produits L x (0,1), of x (0,1) etc...

EXEMPLES. Si { est a fibres vectorielles p =0 et N- p + 1 =N+ 1, il n'y a évidem-
ment pas d'obstruction.

S'il est de type tangentiel, pour l'espace 1{, associé, Fy est isomorphe 2 RRk*
ou (¢ ’ donc p = 1 et la dimension d'obstruction est N. Pour l'espaceré sur le
corps IR(resp ©), p = r (resp p = 2r - 1) et la dimension d'obstruction
est N-r+ 1 (respN-2r +2).

Si la partition (X;) se réduit 4 la seule partie X; = X on retrouve des résultats

connus.
Homologie et cobomologie sur X.

Nous considérerons l'homologie simpliciale A coefficients entiers dont les chaines
de base sont les cellules D™ orientées et la cohomologie correspondante A valeurs

entiéres,

REMARQUE. En fait la valeur d'une cochaine sur D®(MD™ N KN°m =T° EXk) sera
souvent définie par un élément du groupe d'homologie Hy (1) £, Z),C(To) étant
isomorphe 2 F}. Tous ces groupes ne forment un faisceau de coefficients que moyennant
certaines hypothéses sur les monomorphismes des Fj. Pratiquement, nous nous res-
treindrons aux cas suivants ol il n'y a pas de nouvelles hypothéses A faire :

T est un espace associé a un espace Ca fibres vectorielles complexes, ou, si r =1,

a fibres vectorielles réelles orientées. Dans ces cas, chaque Hv(k)( & ), Z) est bien
canoniquement isomorphe 2 Z (Dans le cas réel, pourr > 1 il faudrait prendre la cohomo-
logie & valeurs dans Z, ; nous laisserons donc ce cas de cbté).

Homologie et cobomologie dans une partie Xfﬁ Les chaines de base pour la dimension k-h

seront les DN-P 2 XE: (de sens bien déterminé puisque X%‘ est supposé orienté).

Les coefficients seront pris dans Z ainsi que les valeurs des cochaines correspon-

dantes. Nous désignerons par :
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Ca(X), C(X)) c*(X), C‘(Xi) les espaces des chaines et cochaines ainsi
définis, et par H (X) et H‘(Xi) les algébres de cohomologie.

Homomorphismes Ai o B )‘i" Hf-

Ai. ¢ Ca(X;) = Ca(X) est I'homomorphisme injectif défini par M‘(DNQ!(\ Xp= D,

Hi,: Cd{X) -~ Cy(X;)est I'homomorphisme surjectif défini par :
( =bpN-hPax, sipN-hAx. #9¢
©N-hy |
Bi,

=0 ,siDN-hnx; =g

“i,)‘if identité ; L; conserve les bords.
A @ C*(X) —C*(X;)est 'homomorphisme transposé de A. .
1 is

ur : C*(X;p — C*X) est I'homomorphisme transposé de Hi,

A* diminue les degrés de N-k, u* les augmente de N-k ; )\I Bt = identité ;

U} commute avec d opérateur cobord d'od I'homomorphisme : L} : H*(X;) —=H%X).

Soit ¢ eCk'h(Xi), ona<pk c.DN'h >= < c.(DN' hﬂxi) > ou zéro si DN'hﬁ X; est
vide. Il y a isomorphisme entre C'(Xi) et le sous-module différentiel C{(X) de C*(X)
formé de toutes les cochaines s'annulant sur toute chaine dont le support ne rencontre

pas X; ; cet isomorphisme augmente les degrés de N-k.

4 Espaces pseudo fibrés, images réciproques par certaines applications.
Application {.

Soient X et X deux variétés de méme dimension N munies des partitions (X;) et (Xj)‘
On suppose qu'il existe une application f de X sur X, continue, conservant les ouverts
et possédant les propriétés suivantes :

Sa restriction & chaque gi‘ est une application sur unevariété X;‘ qui est localement
un homéomorphisme. *

Il existe un complexe (K) qui triangule tous les fi' qui vérifie I'hypothése definesse,
et qui est tel que la restriction def A& l'adhérence de chaque composante connexe
de /'X(Kh) soit un homémorphisme.

On démontre alors :

PROPOSITION 6.

1°) Que I'image réciproque de (K) définit un complexe (K) qui triangule tous les X, et
vérifie I'hypothése de finesse.

20) Que si (D) est une triangulation cellulaire duale de (K) dans X, son image réci-

proque définit une triangulation cellulaire duale de(K) dans X (Nous avons démontré dans
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un travail antérieur que D" coupant canoniquement tous les X;, son image réciproque
est une variété),

3°) Que le degré topologique local de [ au voisinage de tout point de X; est le méme,
m(X;), et que les points ou le degré topologique local est >1 forment un sous-complexe

de (K) dont la dimension est N- 2.

Notons que [ est une application simpliciale de (K) dans (K) mais nullement de
(D) dans D.

On désignera par E(Dh) le degré topologique de la restriction de f & Qh (laquelle est
une application sur un Dh).

(4) siD" VKNP cxk onam@)=mxb
Cette formule est un cas particulier de la suivante :
Si Dh N }_(;1 # @ la restriction de f & cette partie est une application sur une partie
D" M X9 dont nous désignerons le degré topologique par ﬁx(l_)hﬂ}_(;'l) 3 on vérifie que :
(5) m(g“)=z m@" N XD x m &
j
pour tous les X? ﬂQh ayant méme image.

Image réciproque € 2. & par f.
((: est un espace pseudo fibré dont la base est X munie de la partition (X;) et du com-

plexe (K). L'ensemble des points de { sera la partie du produit X x € formée des

couples (x, z) tels que f(x) = W(z). La projection W du point z défini par le couple (x, z)
sera x, d'ot I'isomor phisme canonique de T—1(x) = £ (x) sur WMx) = &), x=1(® qui,

a z défini par (x,z), fait correspondre z. Quand x décrit X on obtient une application
canonique 7 de £ sur €.

Cartes sur £ (L) : La restriction de f & L estun homéomorphi sme surune partie
L de méme dimension ; en la composant avec 1'identité, on obtient un homéomorphisme
b de g_£= q\jk @ N XD x & sur L = q\=Jk (L N XD x - Par ailleurs la res-

q9=Pp q9=P

triction /' de’fé g_ (L) est une bijection, elle a donc un inverse [’ —1.

Si une carte sur € (L) est définie par l'application g de of, on définira la carte
correspondante sur £ (L) par l'application ' —1.g.b de ?_i sur C_ ().

On vérifie que la topologie définie sur _Q par ces cartes, est la topologie induite
par celle de X x £ .

Image réc iproque d'une section.

L'isomorphisme canonique entre £ (x) et é (x) pour f(x) = x permet d'associer

canoniquement a une section s de { au-dessus de A CX, une section s de € au-dessus

de [~ A).
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Image directe d'une chaine.

Soit fx I'homomorphisme de C,4(X) dans C,(X) défini par

6) /'(Di) = ﬁ@i) f(l_),)

D™ étant orienté, (D) est une cellule orientée D;. Cette chaine simpliciale ®(D;) =D

coincide avec la chaine singulidre définie par 1'application [ de D; dans

On vérifie que {4 commute avec |'opérateur bord :

—
i $ - — - { < B
f+@¥V) = & [ 7= 2 QYT I@EM B
i j j ‘ 2T
en groupant tous les D\; ! qui ont méme image D\}"—'1 c pY , la D}

e e N s
étant le degré topologique global m(DY) de la restriction de f“é’fﬁvf’\on a, avec Idy
NS Ty

. . . TEy T o jj
orientations des bords : w{,

f+(DY)= % a(g")nZ“: @(RY) DY = bord f.(DY)

Image réc iproque d'une cochaine.

f* est I'homomorphisme de C*(X) dans C*(X) transposé de fa ; il conserve donc les

degrés, commute avec |'opérateur cobord (df* = f*d) et induit un homomorphisme T’ de
H*(X) dans H*(X). On a donc, si c €CY(X) :

™ <f%e).DY > =m(@Y) <c. f(DY) >
Homomorphisme f;sde C «(X;) dans C4(X;). 1l est défini par :
/i.(gj N Xx) = ﬂ-l(D’ nxi) /(D, ﬂXi)
/Dj " X)) estun D, A X;.
Homomorphisme /i‘ deC*(X;) dans C*(X ;). 11 est défini pour c € C'(Xi) par :

(8) <fr@.D) NX;> =& NX) <c. /@' NX>

Appliquons la propriété 6 et les formules(5) et(8) avec c €CYV(X.) et X. tels ue

v ! ! 9

(DY N X)=DVN X. ; il vient :
Y .

l »

<f*urcD > =m(DY) <|,J.l?c.Dv> =

Y m(X) @(R¥ ) X)) < . DNX; > = Z“‘(xi) <fr@p’NX; >
j j

¥

=Lm(X) <y*fi(a).D>

donc : J

©) frur = §§ P 2L pour  AXD = X;
i
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5 Systeme obstructeur dans certains espaces pseudo fibrés.

Si N-p+1 est la dimension d'obstruction, le systéme obstructeur s'il existe se
composera pour chaque Xik d'une classe c(XE{) € Hk"p +1(Xi)' Les deux conditions

suivantes devront étre vérifiées :

o
(0) Pour qu'il existe une section de & au dessus de (O)N-° +1, il faut et il

suffit que tous les C(Xli() soient nuls.
(0,)  Si [ est une des applications de X dans X étudiées dans le paragraphe précédent,

si é__ est l'image réciproque de & par [ et si L e §_ possédent des systémes

obstructeurs, ceux-ci doivent étre liés par les relations :
(10) fre(X;) = c<(Xp avec X; = j{.9)

Systéme de cocycles obstructeurs attachés a une section s | pN-°f.

Un tel systéme, s'il est défini, sera formé par un cocycle ¢ (s, X;) de chaqueclasse

C(Xi) . Nous noterons :

&(s,X}) = pre(s,X;) ecN-PH1(x
1

CAS PARTICULIER. soit un espace £ de type tangentiel, X étant différentiable et,
dans le cas complexe, presque complexe. Il est plongé dans l'espace "E de tous les
r - systémes tangents & X, une section s ‘ DN-P definit classiquement un cocycle
obstructeur c(s, X) ; la condition (0'3) suivante devra étre vérifiée :
Condition (0" 3) :
(11) c(s,X) = E ¢(s, Xy

i
Définition du systéme obstructeur pour un espace L de type tangentiel complexe

lorsque tous les X; sont des sous-variétés presque complexes.

Ny

On peut écrire -)—(ik = e )%q pour Xiq C -).(ik ; réciproquement a chaque Xik on peut
]
faire correspondre un systéme d'entiers positifs ou négatifs eij et eii. tels que :

>
(12) )(ik= ‘&-‘ ei, -%q"" X j; eii'i?' avecOSq'<D-1 Sq Sk
J

On a 6;; = 1. Remarquons que si X1 C i:( toute cochaine de X qui s'annule sur
)

les chaines ne rencontrant pas X s'annule & fortiori sur celles qui ne rencontrent
J

pas X%‘ donc vi,‘ =W*-1 [U*aun sens et estun homomorphisme de c*(X9) dans C"(Xl.()
] i ] ] 1

augmentant les degrés de k-q et conservant les bords ; il définit donc un homomorphisme

¥+ de H*(X9) dans H*(X9).
1) ] 1
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Définition des classes c(x}) Soit (XY) la classe de Chem de X9 pour la dimension
}

q-p+1, on pose : !

(13) c(x}‘) = l eii vi‘j «X9) € Hk'p"'l(x'{)
i ]

Définition des cocycles (s, X attachés a une section s l(D)N' P Cette section, par sa

restriction 3 (D) N X9 (qui est une triangulation cellulaire de X9) définit une section
J J
de I'espace de tous les r-reperes tangents & X9 au dessus du (k- p)-squelette donc aussi

— ]
un cocycle obstructeur de la classe o«X9). Posons :
]

XY = 2 o(s, XD e cN-PH1(x) e
] )

]
(14) osx =2 6; ¢ (s, XD =ur" (s, xH
i . j i i
)
la derniére égalité, justifiée par le fait que p* est injectif et que 'c‘:(s,X!‘) est dans son
i i

image, définit le cocycle obstructeur c(s,X!‘) ; sa classe est c(X!() définie par (13).
i i

Définition des cochaines différence attachées a s !(D)N' P s’ l(D)N'p et a l'homo-
topie Y l(D)N' p-l‘ Les restrictions de s, s' et ¥ a )—{q définissent la cochaine dif-
)
férence &(s,s',¥ ; X9) dont le cobord est c(s', XD - c(s,XI) (cf. [1]). On pourra
) J
écrire : ’
~ - -1
(15) &s,s' v ; X5 =Z O urb(s,s'w; Xh=pnr 6(ss,y; x5,
i . j j i i
]
Chaque cochaine différence 6(s,s',V¥ ; X!‘) € C'k'p(X‘_‘) est ainsi définie de maniére
i i

unique, et l'on a :
(16) db(s,s" ¥ ; X)) = c(s' X)) - c(5,X;)

Vérification de la condition (0;). S'il existe une section s | (D)N'p+1, elle définit

sur chaque X9 une section de 'espace fibré de tous les r-repires tangents 2 X9 au-
]

dessus du squelette de dimension q-p+1=q-2r+2; donc, d'aprés la théorie de

I'obstruction :
cXD =0, v* (XD =0 et «(xky=0
) 1) ) 1
Réciproquement supposons nuls tous les c(X‘f) ; il résulte de la formule (13) appli-
quée pour des dimensions croissantes de k, que tous les c().(‘!‘) sont nuls ; en effet
supposons c(i%‘.') = 0 démontré pour k' <k, k? p-1 (c'est toujours vrai pourk = p-1) ;

la formule (13) donne :

0=cx)=8; vy, (X5 +0=c(XH
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Définissons alors une section au dessus des (D)N-P+1N le en opérant par
dimensions k croissantes : pour k< p - 1 la trace de (D)N"‘H'1 est vide ; pour k = p-1
elle est formée de points en nombre c(f(ip' Ly = o. Supposons donc que
le n (D)N' L # ou sinon, que s y est déja déterminée ; c'est alors une. section
de l'espace fibré de tous les r-repéres tangents 2 5(‘5 au dessus d'un complexe de

dimension < k-p -1 ; comme la classe de Chern c(xk) de degré k-p+1 est nulle,

cette section est prolongeable au dessus du (k- p +1) - squelette Xk N (D)N'p +1 et
le prolongement étant fait au-dessus de Xik reste bien dans ( (X]f). D'ol la proposition.

Remarquons que le systéme des classes de Chem c(xk) vérifie aussi (0;) ; mais

il ne vérifie ni (02) ni (0'3).

Vérification de la corzdition (0'3). La formule (12) donne :

XN=x-= .L_—,x Zyex+2 2

l
ij - j ij '1

=g[ij§;8-]+ z[i-vZG

i ] i
Le coefficient de XN est 1 ; celui de chaque autre ii ou X. estzéro; en effet raisonnons

par récurrence pour des dimensions k décroissantes, supposons l'assertion vraie

pour k' tel que k < k' < N et considérons un point intérieur a X;‘ ; seuls interviennent

alors le coefficient 1 de XN et E G lequel est donc nul. D'aprés (14) on a donc :

i
Z &(s,x)) = z E: eii é(s,)_(j)= Z c(sX)E 9 = (s, = c(s,%).
! i j j
Condition (0,). Soit f une des applications définies au g 4 et telle que les X et les X
soient presque complexes et que si "{ et ’E sont les espaces pseudo-fibrés des
r-repéres tangents, 'é_' soit l'image réciproque de g3 par f. Alors les c(X;) et
C()—(i) étant définis par la formule (13), il faudra vérifier la formule (10). Nous ne don-
nerons pas cette vérification qui résulte d'une définition directe des < e(s,X) . pN-Pt1>
par les classes d'homologie de certains cycles.
UNE FORMULE. Si s est I'image réciproque de s et X; l'image directe de X;, on ob-
tient aussi : /’i’c(s,Xi) = c(g,Xi). Désignons par Xi les images réciproques de X;, ona
en vertu des formules (9) et (10):
(17) e(s,X) = z m(X ) e (_S_,}_i,) pour f (Xj) =X
)

En sommant alors pour tous les X; on obtient, compte tenu de(0' 3) :
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f*c(s,X) =£€- m(X,) &(s, X,) pour X, C X

(18) ou

f*c(s,X)-c(s,X) = g {m(xt)' 1] &(s, X))

C'est de cette formule, démontrée dans un cas particulier que nous avons déduit les

les classes de Chern d'une quadrique complexe.

Détermination du systéme obstructeur pour un espace 1 £  de type tangentiel réel

lorsque tous les X; sont orientés.

Nous avons vu que l'on peut encore prendre la cohomologie & valeurs entiéres

Soit c(i{i‘) la classe de degré & qui, sur le cycle fondamental défini par Xli‘ orienté est

égale a la caractéristique d'Euler Poincaré du complexe if (que l'on peut supposer
connexe). La formule (12) est valable et 1'on définira C(Xik) par la formule (13). Les
conditions (01) et (0'3) se vérifient comme précédemment et la condition (02) résulte

d'un théoréme déja démontré (cf (2] ), ou peut se vérifier par un décompte de simplexes.

REMARQUE. Mentionnons briévement trois méthodes qui permettent de définir des sys-
tdmes obstructeurs pour des espaces | € de type tangentiel complexe dans des cas
moins restrictifs que le précédent.

10 Lorsqu'il existe une application f deX dans X par laquelle les espaces ” £ des
r-tepéres tangents se correspondent, si l'on connait les c(X;) on peut dans certains
cas démontrer que les [* c(X,) vérifient la condition (0;) et définir les c(X;) par la
formule (10).

20 Définition directe des cochaines différences et des cocycles obstructeurs :

les < 8(s,s", ¥ ; Xi),DN' P> et les < é(s.Xi).DN' P+ 1> son¢ définis directement par

les classes d'homologie de certains cycles.
30 Détermination de sections s’ particuliéres telles que, si pN-P+1nge- le xP

- . )
on ait nécessairement :

<es,xk). DN-P+1> =9 sixl-f#xip
(19)
< a-(s',xf’).DN'p"b =<e(s",X).DN-P+1>

Cette méthode généralise une méthode déja employée dans [2] pour la structure
réelle lorsque r = 1.
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