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Séminaire de TOPQLOGIE
ot de GEOMETRIE DIFFERENTIELLE 3 ot 10 juin 1958
(C. EHRESMANN)

Année 1957/1958

POLYEDRES CONVEXES DANS IES ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIOUES
par Mlle A, BaSTIANI

CHAPITRE 1. GENERALITES.

1, Introduction.

Soit E un espace vectorisl sur R . Nous savons que, sur un-tel espace,
on peut mettre diverses topologiem compatibles avec la structure d'espace
vectoriel c'est-d-dire teclles que les applications $

x,y)=>x+y ot (@, x) =+nx

soient continues. Etudions certaines de ces topologies..

2. La topologie finec,.

DEFINITION, — E étant un espace vectoriel, la topologie fine ou topologie ‘CSF
est la topologie localement convexe la plus fine compatible avec la structurs
d'espace vectoriel de E .

Un ouvert convexe pour cetté topologie est un enscmble dont la trace sur
tout sous-espace de dinmension finie est un ouvert convexe e co sous-espace, qui
a une topologie bien déteruinée. Les ouverts convexes forment une base pour
cette topologie. Dc plus, un systéme fondamental de voisinages de l'origine est
forné des perties convexss, symétriques, absorbantes de E .

Ainsi un voisinage convexs quelconque ds O est un ensemble convexs dont
1'intersection avec toute droite passant par O est un segnent contenant O
conme point intérieur car l'intersection d'un tel ensemble avec son synétrique

posséde les propriétés précédentes. Il en résulte qu'un ouvert convexe de CIEF
est un cnsemble dont l'intersection avec toute droite est un segment ouvert.

Rappelons que QSF est séparée.

REMARQUE 1, - G cst linite inductive localement convexs de la fanille des
sous-espaces de dimension finie do B (BOURBAKI [3] et [4].
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REMARQUE 2, - S1 E est somme directe de sous-espacesvectoricls Ei de dimension
fihie, E muni de la topologic QBF 68t évidenment la sorme topologique dirscte
des E; .

REMARQUE 3., = On pourrait penser que la topologie fine est identique & la topologle
dont les ouverts sont les ensembles dont la trace sur toute droite est ouverte ;
il n'en st rien en effet : considérons dans l'espace R? 1'cnsenble obtcuu
eh supprimant du plan la portion de parabole 3

y= = y X>0 3
1l'ensemble qui reste a son intersection avec toute droite qui est un ouvert de la

droite et pourtant cet ensemble ntest pas ouvert pour la topologie compatiblc
avec la structure d'esp-ce vectoriel de R? .

THEOREME. - Toute forme linéaire sur l'espace E muni de 1n topologis QZF
egt continue ; tout sous-espace vectoriel de E est fermé 3 toute base algébrique
est une base topologique (c'est=a-dire un systéme total topologiquement libre)

et réciproquement.

DEMONSTRATION, - Soient f une forme linéaire sur E , U un intervalle ouvert

de R ; ffl(U) a pour tracs, sur tout sous-espace de dimension finie, un ouvert
convexe de ce sous-espace, c'est-a-dire £7(U) est ouvert. Il en résulte que

tout hyperplan est fermé et tout sous-espace vectoriel est fermé scomme intcrsection
- d'hyporplans.

Caractérisons les ensembles fermés convexes pour la topologie %ZF e« Si un
ensemble est fermé et convexe pour cette topologie, son intersection avec tout
sous-espace de dimension finie est fermée ¢t convexe dans ce sous-GSpacé. Inverse=
nent, soit F un ensemble dont l'intersection avec tout sous-cspace de dimension
finie soit fermée et convexe dans ce sous-espace, F est convexs, car s1 x et
¥y appartiennent & F , 1l'intersection de F avec le sous-espace & une dimension qui
pesse par ces deux points sera convexe, donc contiendra le segment [x, ¥v] ’

ce Segment tout entier appartient & F , ce qui prouve que F est convexs. De
plus si E posséds une base dénombrabley F est fermé dans E pour la topologis

G, .

En effet E est alors limite inductive stricte des sous—espaces vectoriels
E! engendrés par (8; 5 05 5 oo ep) ou los e; sont les vecteurs-de la

base de E ; ces sous-espaces sont tels que 8

Ei CEéCo-oCEﬁC_... H
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soient Fy , Fy y eee 4 F 5 oes les intersections doc F avec chncun de ces sous=-

n
espacesy -soient x ¢ F , x €EI') y X ¢E£)_1 ; Fp étant fermé dars EI') s 11

exisbe un voisinage convexe Vb de x dans Eé qui ne roencontresra pas Fp 3
supposons que nous ayons défini, pour tout k <1 -1 un voisinage Vk de x

dans E} avec les propriétés

V.V .. Cvp+2c XY Cvi"l

P ptl
Vk=Vk+1f\E1'£ : pgck<i-1

Définissons alors un voisinage de x dans Ef avec les mlmes propridétés. L Y

est un hyperplan de Ei » donc on peut contrmlre un voisinage convexe de x ,

Vj'_ ’ dans Ei dont la trace sur Ei_, est V. 1 ¢ Il existe un hyperplan Hy

de E{ i qui sépare 1l'ensemble convexe Vi -1 de 1'intérieur de F et par

suite Fi est contenu dans la fermeture dé 1l'un des deminaspaces déterminés par
H:l Ltintersection de V:,L avec 1l'autre demi-espace ouvert déterminé Hi

sera un voisinage convexe de x ‘qui ne coupe pas Fi et dont 1l'intersection

avec Ej_; est Vyp § soit Vi le voisinage de x dans EJ ainsi construit.

Considérons les suites de voisinages Vp Vp+l 9 eoo s Vyy oo o0 ps=i

(1 £ini ou infini) telles que 3

L'ensenble de ces suites est inductif et par suite il existe une suite maximale
nécessairement infinies Soit (V‘_')) une telle suite et

V "a son intersection avec tout Ei qui est un voisinage de x da.ns; cet Ei y
donc V est un voisinage de x pour la topologie Gp st

VAF =§
par suite F est férmé pour ‘1% . D'ou 3

TH.Ti’)_OREPE. - L'intersection de tout ensemble fermé convexe pour la topologie
localement convexe la plus finc sur un espace vectoriel topologique, avec tout

goug=espace de dimen inie est fermdée convexe dans ce SOUS=GSpPACACE. INVErse—

ment, s1 E a2 une base dénoumbrable, tout ensemble tel que son intersection avee
tout sous-espace de dimersion finie soit fermée et convexe dans ce gous-espace,
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est fermé pour la topologic GF .

IEMME, - Soient E un cspace vectoricl, H un hyperplan affine, B un fexnmé
contenu dans H ; lc cbne de sommet O engendré par les demi-droites 8'appuyant
sur B est ferné dons le demi-espacc ouvert contenant H o '

DEMONSTRATION, -~ Désignons par [0 4 x => ) 1la demi-droite d'origine O passant
par x €E , soient x' =[0, x=>) NH, f 1l'application x—>x', E; 1le
demi-espace ouvert contenant H ; f est une application continue de E, sur
H : en effet soit H ={x : A(x) =1j ; pour tout x eE_ ona x'= & X

ce qui prouve que x' ost fonction continue de x o Alors f“1 (B) est un femé
de E_ + En général f-l (B) , complété par 0, ne sera pas ferné dans E

(en particulier si H = B). Toutefois, ce leme reste vral si on suppose de plus
B bOI'Déo

- \
THEOREME, - Donguk: cspace & un nombre fini de dimesnsions, un ensemble A , dont
1'intersection avec toute droitc est fermée convexs, est fermé convexe.

DEMONSTRAZION, - Le théordme est évident dans lo cas n =1 . Supposons qu'il
soit vrail pour gl , montrons qu'il l'est pour R' . Soient x €%, x &4,
H un hyperplan passant par x ot tel qu'il existe y et y'€ E , de part
ot d'autre de H (ce qui est toujours possible si dim A > 1) . A NH estconvexe
fermé, donc les cbnes C et C' de sommet y et y' , de base A NH, sont
fermés dans les demi-espaces ouverts limités par les hyperplans paralléles & H
ot passant par y et y' , contenant H (lemme précédent)s xest danms Q (cvwcer),
done 11 existe un voisinage de x dans l'intersection de ces demi-cspaces ouverts ef
par suite dans E , qui ne rencontre pas C et C' ; ce voisinage contient au
moins un point z de A (z ¢ HNA) ; un des segnents [z, y] ou [z, y']
coupe H en un point non gitué dans H N A ce qui est contradictoire. :

COROLIAIRE, - _S_l_ E =& une base dénombrable, tout ensemble, dont 1'intersection
avec toute droite est un segment fermé, est fermé pour la topologie fine.

'
DEFINITION, = Soit M un ensemble convexe contenu dans un espace vectoriel E,
x € M. La facette 'ﬂ?x de x en M est la réunion des segments contenus

——————

dans M et dont x est point intérieur.

THEOREME., - La facette Jr. de x st un voisinage ds X pour la topologie
———————movee p.4 —

fine dans le sous-espace E engendré par % -




19-05

En effet f}x ND = segment ouvert contenant x , pour toute droite D s poasent
par x , située dans E o

Roppelons que s1 M estde.dimension finie (c'est-a-dire engendre un sous-espace de
dimension finie) s 11 contient au moins un point intéwicur dans le sous=-ssSpaoe
engendré par K ,

3. Ensembles bornés.

THEOREME« ~ Tout ensemble borné B pour ‘GF engendre un sous-espace de dinension
ﬁ.nie.

DEMONSTRATION. - Soit O € B . Supposons queB engendre un sous~-cspucede dimenzion
infinie EB' Pronons une base de EB eb complétons-la pour en fuire une base de E .
Choisissons une suite dénombreble (e;) 4 €N, ds veoteurs de la base de Eg 3
11 existe un point M, € B dont la coordonnée %43 par rapport & o; est
différente de O 3 soit V wun voisinags de O s enveloppe des segnents

X X
[ - -f'- oy 5 * E-jé ei] et de segnents arbitraires sur les axes de la base, autres
que les 8 o Pour que B soit borné, il faut qu'il existe A tel que "AV contienn
B , c'est~d-dire que l'on ait en particulier

-;\-!r—l->lxil Vier,

I1 en résulte que A> 1 ’ Vier s et B n'est pas borné.

Nous allons donc introduire, puisque seuls des ensembles contenus dans des
sous-espaces de dimension finie pourront &tre bornéspour ‘G’F s Une notion
moins restrictive de "borné" qui sera suffisante pour les questions traitdes
dans la suite.

/
DEFINITION, - Un ensemble contenu dans un sspace vectoriel de dimension infinie
sera pseudo-borné si son intersection avec tout sous-espace de dimension finie

est borné dans ce sous-espacee

REMARQUE, - Cette définition n'est pas équivalente 3 la suivante $ un ensenmbls
est pseudo-borné si son intersection avec toute droite est bornée ; en effet,
dans R2 » on peut construire un ensemble non borné dont 1l'intersection avec
toute droite est bornée, en considérant 1'snsemble compris entre les deux
paraboles y =x2 et y = x2 +1 .
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THEOREME. =~ Un ensemble convexs P est psecudo-borné si ct sculenent s'il pe
cantient pas de demi=droitece

DEMONSTRATIONs = Si P ost pseudo-borné, akors 1l n'existe pas de demi-droite
dans P . Lz réciproque résulte du lerme suivant

IEMME. - Dans un espace vectoriel de dimension finis, un ensemble convexs
A quil ne contient pas de demi-droite est borné.

- '
DEMONSTRETION. - Supposons qus A contienne un point intérisur O . Soient
D une demi-droite issue d¢ 0, B unec boule de centre O .

DNA=[0,M] MeX
DNB=[0, M]

Ltapplication f ¢ M! = M est un homéomorphisme (SEIFERT-THRELFALL [10]) done
l
la rapport : low| est borné, c'est-d-dire |OM'| < A |OM| . Aimsi quel que

oM
soit la boule ]B j il existe ‘A tel qus A B contiegne A , et A est borné.
Cette notion a 1'intérét suivont ¢ si B est borné pour une topologie <G
quelconque de E , compatible avec la structure d'espace vectoriel de E ,
alors pour tout sous-espace de dimension finie H de E, B NH est borné
pour la trace de G sur H., donc B est pseudo-borné. Considérons 1z topologie
affaiblie de la topologie fine que nous appellerons topologie élgébriquement faible.

DEFINITION. - Ia topologis algébriquement faible est la topologie la moins
fine telle que toute forme lindaire soit continue. Cette topologie est bien compati=
ble avec la structure d'espace vectoriel de E ; pour cette topologis, tout
ouvert est réunion d'ouverts élémentaires de la forme suivante 3§ soit E1 + E2
une décomposition d¢ E ot E; est de dimension finie ; alors les ouverts élémen-

taires sont les ensembles V=T +E, ou U est ouvert dans E .

THEOREME., - Un ensemble borné pour cette topologie est contenu dans un sous-
espace de dimension finice

En effet soit B un cnsemble engendrant un sous-espace de dimension infinie.
Nous pouvons extraire deé B un ensemble dénombrable de points
€1 5 85 5 seey 65 5 eee y 1 €N . Complétons ce systéme par des vecteurs (eo()

pour en faire une bases Soit e} =6, = A 6 ; (ei) y oy ) fornent une base

i
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Soit H le sous=ecspace cngendré par les vecteurs (ei ’ eo() ou 1I>1; considéron
la projection de E sur oy parallélement & H . Le point e 4 aura pour
projectien '/\i o, 3 la projection de B contient donc les points ‘)\i 6 3
supposons que les A i forment une suite croiasante tendant vers 1'infini. La
projection de B sur Re 4 1De sera donc pas bornée et par suite B n'est pas

bornée pour la topologie algébriquement faible car la condition nécessaire ot
suffisante pour qu'un enssmble soit borné pour cette topologie est que 8a
projection sur tout sous-espace de dimension finie (pawalldlenent 4 un sous-espace
supplémenteire) soit bornée.

Ce dernier résultat est d'ailleurs une conséqucncs du théordme géndéral affirmenb
qué les bornés sont les m@mes pour toutes 1lss topologics ds. E ayont le méme
espace dual topologiques

4+ Espace projectif et espacs sphériques

L'espace projectif ‘PE associé & un espace vectoricl topologique E est .
1'espace des droites passant par 0 4 c'est=a~-dirs 1l'sspace quotient de l'sspace
Ey » complémentaire ds O dans E , par la relation d'équivalence P s

xny (mod P) € x=my neR, m#0

Aux sous-espaces vectoriels de E correspondent les sous-sspaces projectifs de
B, (ils sont fernés).

. L'espace sphérique SE associé a un espace vectoricl topologique E est
1'espace des demi-droites d'origine 0 , c'est-a~dire l'espace quotient de E0
par la relation d'équivnlence Pt

Xy (mod p) <> x=ny meR, n>0
Soit ¢ 1l'application de E, dons Ey 3
X =y =X

Cette application est compatible avec la rel-tion d'déquivalence f' y80it, si
x (mod p) =%, & l'applicotion s

X = = X
o0 est une application de Sy dans S et ¢

5'-—,5:‘ = 4dendité .
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Soit P la relation d'équivalence dans S 3

Twy (wod P)e@y=-%
Alors P

E ©b SE / o s¢ corrsspondsnt biunivoquenent.

Ainsi & une clssse de Sp (mod £*) on associe une classe de E (mod ¢)
d'une fagon biunivoquee D'aprés la transitivité des espaces quotients, cette
application biunivoque de SE/ p" sur PE est un hondomorphisnme et B, est
identifié & l'espace des clnsses d'inbransitivité de SE par rapport au groupe
des automorphismes d'ordre 2 cngendré dans SE par o e« De plus soient
x ek, H un hypsrplan supplémentnire de [0,x =% ) . Los deml-espaces ouvsrts,
déterminéa dans E par H , sont des ouverts saturéspour §' 3 on pourra trouver
un ouvert saturé pour f" contenant x et contenu dans un demi-espace ouvert 3
le symétrique de cet ouvert par rapport & O ost un ouvert saturé pour (= x)
qui ne coupe pas le premier ouverts Donc il existe un voisinage ouvert de
X et un voisinage symétrique ds ~ X qul ne se rencontrent pas. La projection de
chacun de ces voisinages sur P est un hom¢onorphisme, et par suite ¢

TIII;:OREME- - SE est un rev8tement & deux feulllets de PE .

Soit H un hyperplan ds E , E_ un des demi-espaces ouverts déterminés par
H; Sj l'espace quotient de E, par ¢ (demi-sphére), alors Sg est hondonorw
phe & Hy ;3 en effet, l'application, qui a un point xeE_ falt correspondrs le
point d'intersection x' de [0, x], avec une variété H' contenue dans

E, et déduite par transletion de H , est une application continue ; en prenant

un ouvert V' de x' dans H' , le cOne épointé de sommet O engendré per

V' sera donc un ouvert quslconque saturé pour Pt L'application X =x (mod P> x

est donc un honéomorphismes .

On en déduit la séparat;ion de SE $ soient & ot a' deux points de SE o S1
al =& (mod p), nous avons construit deux voisinages de & et a' sans points
communs 3 sinon, dans E , soient D et D' 1les demi-droites correspondantes, il
existe un hyperplan affine K supplémentaire d¢ D et qui coupe D' j supposons

a=KND et a'=KnOD' ,

Dens H , 11 existe un voisinaege U de a et un voisinage U' de a' ,sans
points communse. Les coOnes épointés de sommet O , engendrés par U et U' ne
se rencontrent pas 3§ 1ls correspondent A deux voisinages de & et a' sans
points communs.
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De mfme, le complénentaire d'un hyperplan dans EE est homéonorphe & H ,
On en déduit que E, est séparé.

De la néme manidrs, nous définissons l'espace des demi-plens [O!l1 y By = )
tournant autour d'une demi-droite [0, 4; =% ) fixe et plus généralenent,
l'espace des demi-spus-cspaces [0A1 coe A:l. ’ Ai a ) tournant autour d'un
hyperplan [044 5 eee 5 Ay 5 Ay —> ) fixe, En tout point x de E, on
peut définir 1l'espace des demi-droitecs issues de x e«

5. Espace affine topologiquec.

Un espace affine réel est un ensemble E muni d'un groupe dc transformations

~ abélien simplement transitif, appelé groupe des transl-tions : les éldments de |
E sont appelés points, un couple de points (x , y) est c_xppelé vecteur
d'origine x , d'extrénité y 3 la classe d'équivalence d'un vecteur (x s ¥)
par rapport au groupe des translations est appelée vecteur libre 3'!? e« On
suppose de plus que l'snsenble EO des vecteurs libres est muni d'une structure
d'espace vectoriel sur R telle que @

FeR =2 .

Si x est fixé, les vecteurs d'origine x correspondent d'une maniére biunivoque
-oux vecteurs libres et forment 1l'espace vectoriel Ex o Réciproquenent tout
espace vectorisl définit aussi un espace affine.

L'espace affine E peut &tre considéré comme un hyperplan ds l'espoce
vectoriel E! dont les éléments sont les points metéricls de E , c'est-a-dire
les couples (A, x), AeR, x ¢E ot los vecteurs libres. L couple
(1, x) est identifié & x , les couples (0, x) , pour tout x, & 0.
L'espace E est somse directe de E, et de Rg'o » ey €E . En prenant une -
base (e;) dans E,, E est lthyperplan défini par Xg=1 .

Si Eo 68t muni d'une structure d'espace vectorisl topologique 1'application .
(x y V) -435) définit une topologle sur E , indépendante de x . Muni de
cette topologie, E est un espace affine topologique. Remarquens que E' est

alors un espace vectoriel topologique, somme topologique de E0 et de Re .
0
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CHAPITRE 2,

POLYEDRES CONVEXES DE DIMENSION FINIE,

1, Pyramides convexes [11],

Soient R 1l'espace vectoriel & n dinensions, d'origine 0, S un systime
de points de K', I 1lensemble des demi-droites [0, z=3) , 3 €S appold

clne dec sommet O s'appuygnt sur S o Soient h(S) et h(z) les ensenbles
convexes de S et do }: .

Rappslons qus h(z:) est 1l'ensemble des combinaisons lindaires positives,
finies des points de S , pour la structure vectorielle. h(S) oest 1'snsenmble
des combinnisons lindéeires finies de points de S rel-tivement & la structure '

af'fine de R® (c'ested-dire 1'ensemble des points 3 e, A g =°3
2:31:1 y &€ S) .

Un appui de Z est un demi-sspace fermé linité par un hyperplan passant par

0 et contenant = 3 cet hyperplan cst appelé hyperplan d'appui j uns forme
d'eppul est une forme lindaire £ sur E tello qus A (x) =0 définisse un

appuie Ie polaire de Z est l'ensemble des formes d'appui ; est
aussi un cBne convexee
DEFINITION, ~ 51 S est un ensenble fini de points, h(S) est appelé polyddre

convexs bornd et h() s pyremide convexe de somist O o Si S est formé de
(n +1) points indépendants, h(S) est un simplexe.

Supposons désormais que. S soit un ensemble fini de points. Soit p 1a dimension
du sous-espace vectorisl engendré par 2. +Si p=n, on dira que Z st
non dégénéré.

Si 2_ est dégénéré, un appui extréme de r est un appul de pu limité par
un hyperplan d'appul extrfme H qui contient (n - 1) droites lindaircnent
indépendantes, de 2 3 une forme d'appul correspondante est appelée forme
extréme., Soit Z’ l'ensenble de ces formes 3 Z’ 63t conposé d'un nonbre
fini de demi-droites car il ne peut y avoir qu'un nc')mbre fini d'bhyperplans
~d'appul extréms.
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Si = est dégénéré, soit H le sous-sspace de dinmension p engendré par P .
Un appul extréme de P est un appui de 2 dont la trace sur H est un appui
extréme de >z dans H ou un appui de Z linité par un hyperplan contenant H .
Dans le premier cas 1'appul extrfme sera dit propre, dans le second impropre.

”, Y
THEOREME. - L'enveloppe convexe de Z est l'intersection des apruis extrlmes

0
de Z, c'est-a-dire ) =h(z) .

COROLIAIRE &, ~ h(z) cst l'intcrsection de tous les appuis de Z c'est=a=dire

=% b)) (co 7
= h(&) (co résultat st vrai pour tout cbne convexe fermd).

) '
COROLLAIRE 2, = Le polaire ds Z est l'enveloppe convexe de Z c'est=a=-dire

= onE).

S 2 est non dégénéré, il résulte du corollaire 2 que Zo est une pyr=mide

. :
convexe, pulsque 2 est composé d'un nombre fini de demi-droites. Si 2:

est Aégénéré, de dimension p , & un appul extréme de > NH on associe une
forme extrfme propre § on obtient ainsi un nombre fini de formes _propres K g °
De plus on prendra (n = p) formes extrémes impropros, 'Qo& engendrant H ,

6t la pyramide Z-- est l'ensemble des x tels que 3
<x,f{i>30

<X ’ed>=0

1]
h(Z) est 1'enveloppe convexe des formes li ’ Q“ et (-2 oﬁ) .

COROLLAIRE 3. = Lec poleire d'une pyramide convexs cst une pyramide convexse

COROLLAIRE 4, - Pour qu'un ensemble fermé de R° soit une pyramide convexs 1l
faut et i1 suffit que ce soit l'intersection 4'un nombre fini de deni-cspaces.

. _ ~ - '
DEFINITION., - Une face de h(%=) est 1l'intersection dé h(«) avec un hypsr-
plan d'appuil extréme propre.

Toute face de h(z) est une pyramlde convexe de dimension p -1 engendrée par
une partiec de Z .
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Les faces d'une face sont les facettes de dimension p =2 , Plus généralement
toute facette de dimemsion .k est face d'une facette de dimension k +1 « Si
d est la dimension de la facette de O dans > y quel que soit £ tel que
de</d <p -1, il existe au moins une facette de dimension 1.

Dens 16 cas ou d =0, O est un point extrémal de h(z) + I1 existe alors
des facettes de dimension 1 ¢ ce sont des demi-droites appeldes arétes de

(Z) , uné arétc est une demi-droite de 2 qui n'est pas combinaison linéaire
des autres demi-droites de 2. .

81 d >0, cheque facette de dimension d + 1 &st un demi-sous-espace limité
par la facette ds O « Les points des facettes de dimension d +1 sont les

formes extrémes de Z 3 les points de la facette de 0, autres que O , sont
les formes extr@mes improprese.

si h(z:)‘ 6st de dimension p , la pyramide polaire 2:0 est telle que la facette
du sommet soit de dimension n = p ;3 s1 d est la dimension de la facette du
sommet O de hg) ’ ZO engendrs un sous-espace de dinension n = d .
L'ensemble des formes d'appui de h(z) » qui s'anmulent sur une facette de
dimension k de h(z) ,. est une facette de dimension n -k de h(Z') .

]
> est la réunion des facettes de dimension n - p +1 , dont on enldve la
facebte de l'orgigine de h(Z') .

Toute pyramide convexe dont le sommet est point extrémal est l'enveloppe convexs
de ses arétes.

2. Polyédresconvexes.

Soit E un espacs aff‘ine a4 n dimensions.On peut définir un espnes vectoriel
& n+1 dinensions dont E est un hyperplan affine ne passant pas par l'origine.
‘On peut identifier cet cspace vectoriel avec Rn+1 s de telle fagon que E soit

1'hyperplen affine défini per Xy =1 .

Etant donné un polyddre convexe borné P de E , on peut lui associer la
pyramidé convexe P' de somuet O ., s'appuyant sur P ; le point 0O est
point extrémal de P' . Les points d'intersection des arftes de P' avec
E sont les somnets de P 3 lss faces de¢ P sont les traces sur E des faces de
P' . P est 1l'intersectiondunnomrefini de demi-espaces. Plus généralement, posons
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DE%‘INITION. - Ltintersection d'un nombre fini de dexﬁi-espacss quelconques de
E sera appelde polyédre convexcs.

Un polyédre convexe cst 1l'intersection d'une pyranide conveme P! de sormet
0 avec E 3 P' scra l'intersection des demi-espaces vectoriels déterminés par
les demi-espaces affincs qui définissent P . Appelons P! 1'intersection de¢ P!
avec le demi-espace x,” 03 P=P'NE = P! NE .

PROPOSITION. = Pour que le polyédre convexe soit bornd, il faut et 1l suffit que
le point Xy solt intérieur au polairc ds P! ,

Soit E 1l'espace E complétd par les points & 1'infini, correspondant dtune
maniére biunivoque aux demi-droites d'originc 0 situdes dans By Lea points
ds E sont dits points propres de E s les autres points sont impropres. Un
- polyédre convexe P dons E cst alors 6onplété dans E en ajoutant les points
correspondant aux directions des demi-droites contenues dans P j soit P 1s
complété de P+ P correspond d'une facon biunivoque a P! .

Nous définissons la notion de segnent dans E de 1a fagon suivante $ soient
"X et ¥y et . '

1°5f x, ¥y éont des points propres, le segnent qui les joint dans E est 4
le segment qui les joint dans E

2° 81 x est propre et y impropre, le seguent qui les jo‘int. est 'la deni-
droite d'origine x , paralléle 3 la demi-droite d'oririne O définissant y .

3951 x et y sont impropres, le segment qui les joint est 1'enscmble
des demi-droites du cdne engendré par les deni-droites d'origine O définissant
x et y .81 x et y sont diamétraleument opposés, le segnent qui les joint
se réduit par définition au couple (x , y) .

Etant donné un ensemble A contenmu dans B , son enveloppe convexs h(A) sera
1a réunion des segments qui joignent deux points quelcongues de A « Les points
impropres & h(A) forment l'enveloppe convexe des points impropres de A .

THEORE‘ME. - Tout polyédre convexe P de E st la trace sut E de 1'enveloppé
convexs d'un nombre fini de points (propres ou impropres) de E .,

" En effet, P} ~est 1'enveloppe convexe d'un nombre fini de demi-droites, donc
F est 1'enveloppe convexe d'un nombre fini de points de E.

On peut décrire d'une fogon plus précise la forme du polyédre P .
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Soit Fb

Pt = P! N E0 o Soit H un sous-cspace supplémentaire de F# dans i e « HOP!

la facettc de O dans P!, Ff = F)NE, est facette d¢ 0 dans

est une pyramide convexe, enveloppe convexe d'un normbre fini d'ar8tes [O ’ Ai ) ’

Ay €E et de HNP"., P! est 1l'enveloppe convexs des arftes [0, Ay —=») et

de P" . Les points Ai sont déterminds modulo Fg o

Les points A, engendrent un polyédre convexs borné P, dans E, P est

i
la ‘somme dans Rn"'1 de Pl et d¢ P" , qui correspond & l'ensemble des points
impropres ds P . Le facctte dans P d'un point A; est ls sous-espace affine
trenslaté de la facette Ff de O dans P", de dimension d . Ce sont les
facettes de dimension minima. Toute autre facette est la somme d'une facette dans

P et d'une facette dons P! ,

‘Pour que P, soit réduit 3 un sormet, il faut ot il suffit qus P soit une
pyramide convexs.

Ce cas est caractérisé par la propriété suivante ¢ la facette en O de P' n'est
pas contenus dans EO .

3« Nouvelle caractérisation des polyedres convexess

DﬁFINITION. - Soit P un ensembls convsxe, X € P ; le c8ne d'appul Gx ds P

en x est la réunion des demi-droites qui joignent x aux autres points de P »
Nous désignerons de la mfme fagon 1l'ensemble qui luil correspond dans l'espace sphée-
rique au point x .

I1 résulte de cela que l'adhérence du cbne d'appul est identique au contingent
Le cBne d'appui en x de P est cussi le cdne d'appui en x d'un voisinage
46 x dans P . '

TIIﬁORfEME. - §_:_L_ P est une pyramide convexs, le cbre d'appui en tout point est-_

fermé,

DﬁMONSTRATION. - Le cbne d'appui en chaques point est ltintersection d'un nombre
fini de demi-sspaces, donc est fermé.

RE;GIPRDQUE. - Un cBne convexe fermé P tel qu'en tout point le cBne d'appui
soit fermé, est une pyramide convexs.
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V4
DEMONSTRATIONs = Nous pouvons ncus romencr au cas ou O est point extrémal du
cBne en considérant le quotient de P par la facette ecn O de P .

Supposons vrei, pour les pyramides de dimension n -1, ce théoréne, et
démontrons=le pour la dimension n . .

Montrons dlabord que P de dimension n est l'enveloppe convexe de ses ar8tes.
Soit [0, x =) unc demi-droite de P ; si ce n'cst pas une ar8te, tout plan
qui passe par [0 , x —>) coups P selon un angle de c8té [0, x, ->),

[o, X ~») + Alors 1la facettc dé x est un cBne convexe de dimension inférieurs
4 n et dont le cBne d'appul en chaque point cst fermé 3 c'est donc une
pyramide enveloppe convexs d'un nombre fini d'arftes, qui sont aussi des arftes
de P« Donc [0, x; =) ot une combinnison linénire positivé de ces arftes ;
11 en est de méme pour [0, x, =») et par suitc pour [0, x =) .

Montrons maintenant que P ne peut avoir qu'un nombre fini d'artes. S'il y en
avait une infinité, on pourrait en extraire une suite d'ar8tes [0 , x; =)
tendant vers une droite [0 , A; =) appartenant & P . L'ensemble des demi=-
plané limités par [O R Al —~») et s'appuyant sur un point de P est aussi un
ensembls fermé (dans 1'espace des demi-plons limités par la droite OA].) o Par
suite on peut extraire de la suite [0 , x; =) une suite infinie [0, :ti ~&)
telle que les demi—plans [OA s XL = ) tendent vers les demi-plans
[OAl, A, =) « Dens cette suite 11 y a une infinitd d'arftes non situées dans
1a plan OA1 A2 s car les ar8tes situdes dans ce plan sont des arftes de 1l'inter—
section de P avec ce plan et, d'aprés l'hypothése de récurrence, il ne peut y
en avoir qu'un nombre finie Ayant déterminé les génératrices

[0, 4 =), «.,[0, Ap_“1 g ose)
6t une suite extraite de (xi') s (xg"z) s bells que ¢

[OA]'A. cee Ap_2 'y xj(.p-2>"*) -+[0A1 oloo Ap_.z » Apﬁl —-)r)

~Nousdéterminons [O Ap —~+ ) par la condition qu'il existe une sous-suite

(xip 1)) g (x(p )) telle que ¢

[OAl,ooo Ap-l 'Y xip.l) — ) +[0A1 (XX Ap—l » Ap "+ )

Par récurrence, nous déterminerons ainsi les gdénératrioes

,[O,Alﬁ),...,[O,Aﬁ—)—);
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la suite (xin-l)) est alors située dans le demi-espace [QA; ... A s A=)
(n-1)

Montrons que, pour i assez grand, Xy a des coordonnées positives par

rapport & la base formés par 51'?1 ) see g mt; .

[0, xP a0, 4 +) ,
(n-1)

donc pour 1 asez grand la premidre coordonnde de x4 est positive.

[OA eoe Ap 9 x(n-l) ) '-‘-[OA see Ap ’ Ap—l — )

la trace de [OAl veo Ap ’ x(n'l) -3 ) sur lc sous-cspace (OAp

a4 ~2)3 1 (pH )=i.8me

a2 *cc An)
est une demi-droite [0 s Ty —> ) qui tend vers [0, Ap
zoordonnée de xj(_ cst égals 4 1a (p+1 )=itme coordonnés de vy qui est

positive pour 1 assez grand. ,
Il en result_e que [0, xy => ) ne peut pas 8tre unc aréte.

COROLLAIRE. - Un cnsembls fermé convexs T ac E tel qu'en tout point (propre
ou impropre) le clne d'appui soit fermé est un polyédre convexe. En particulier
S un polyedre convexe borne est caractériaé par cette conditione.

Le cbne P' engendré dans B par 1les demi-droites d'origine 0 qui
s'eppuyent sur P vérific la condition que le c8ne d'appul en tout point de P!
est fermé, donc P! est une pyramide convexe st P un polyidre convexe.

DEFINITION « = Un ensemble convexe fermé P de E , tel qu'en tout point le
‘ cng d'appui soit fermé, est appelé polyédre generallsé.

I1 résulte de cettc Aéfinition que le cdne d'appui en chaque point est une pyra-
mide convexe. On voit facileuent 3

PROPOSITION. = Pour qu'un ens:mble convexs fermé soit un polyédre généralisé,
11 faut et il suffit qus son intersection avec un polladre convexe borné quelconque,

goit un bo"'*edre.

PROPOSITION, - Un polyédre généralisé est 1'enveloppe convexe d'un ensemble discret

fermé de points de E

Il suffit de prendre un pavage d¢ E par des cubes, et les traces d¢ P sur
chaque cube sont des polyédres ayant un nombre fini de sommets.
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PROPOSITION. - Un polyddre généralisé est sussi caractérisé par la propriété

suivante ¢

La trace d¢é P sur un ouvert borné U quelconque est identique & la trace
sur U d'un polyédre bornée Ceci pernct de dire qu'un polyddre généralisé est
"localenment un polyédre'.

4. Autre caractérisation.

Soit P un clnc convexs, H un sous=espace quelconque ; nous noterons l'enveloppe
convexe d¢ H et dc P par h(H UP) .

DﬁFINITION. ~ Le c8nc d'appui de P autour d'un sous-cspace H est la réunion

des demi-sous-espaces limités par H et contenant un point d¢ P autre que O o
I1 s'ensuit que le cBne dtappul de P oautour d& H est h(H U P)..

PROPOSITION, - S1 C est un cbne convexe fermé, le cOne d'appul de € ecutour
- de tout sous=-cspace dont 1l'intersecction avec C s8¢ réduit 4 la facette de O

dans C est fermé.
Cette proposition est un cas particulier d'une proposition que nous établirons dans
la prochain chapitre.

PROPOSITION. - Soit C un c8ne convexe quine coupe aucun gim selon un demi-plan,
et tel que le efne d'cppul autour de chaque droite soit fermé. Alors C est fermé.

'DEMONSTRATION, = On peut supposer queé 0O est point extrémal de C , en se rame=-
nant & l'espace quotient de i par le sous-espace engendré par la facette de
0 . Soient alors d une généretrice d¢ C qui n'appartient pos & C, H
le sous~-espace engendré par la facgtte de d dans C o Raisonnons par
récurrence sur la dimension de l'cspacee Soit C' 1o trace ds C sur H 3 O
admet O comme point extrémal et, pour toute droite D' de H , l'enveloppe
convexe de C' U D' est fermée. Comme la dimension de H est inférisure a
la dimension de R° s par hypothése C' est fermé et ne contient pas d j on
peut trouver une droite D' telle que le demi-plan limité par D' et passant
par - d ne contiennne aucunc génératrice de C' 3 dans ces conditions h(C U D')
est fermé, ce qui est contraire & 1'hypothése.
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PROPOSITION. - Soit C un cfne convexe fermé, tel que le c8ne d'appui autour

de tout sous-espace de codimension 2 soit fermé ; alors h(C v D) ' est fermé pour
tout sous-espace D , et C est fermé.

THﬁ‘.OREME. - Pour qu'un céne convexe fermé P soit une pyramide eonvexe , i1

faut et il suffit que pour tout sous-espace H de codimension 2 , h(H U P)
soit fermé.

DEMONSTRATION. = D'aprés la proposition précédente la propriété est suffisante.
Elle est nécessaire car, si P est une pyranide convexs, h{H UP) est 1'enve-

loppe convexe d'un nombre fini de deni-droites, donc une pyramide convexe et
le cBne d'appui en O est fermd.

Ce théoréme peut aussi s'énoncer ¢

THEOREME. - Pour qu'un cbne convexe soit une pyranide convexe, il faut et il
suffit que sa projection sur tout plan g0it fermée.

Ce résultat a été démontré par MIRKIL [ 8] d'unc autre manidre,

CHAPITRE 3.

POLYEDRES DE DIMENSION INFINIE.

Soit E un espace affine topologique, runi de la topologie localement convexs
G, Eo l'espace vectoriel corrsspondant des vecteurs libres, E' 1'espace
vectoriel topologique correspondant admettant E comme 1'hyperplan Xo =1,

1, Définitions .

DEFINITION 1. - Une pyramide convexe est un cdne convexs fermé tel qu'en tout

point le cBne d'appul soit fermé dans l'ecspace des demi-droites muni de la
topologie associde & A5 .
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DEFINITION 2+ - Un polyédre convexs P de E est 1l'intersection avec E d'une

pyramide convexe P' de E' , de sommet O

I1 s'ensuit que toute intersection fink de pyramides de néme somnet cst une pyra-
mids.

Nous considérerons essenticllement des polyddres convexes pseudo-=bornés de E
(c'est-a=dirc ne contenant pas de demi-droite). La pyranide correspondante P!
ne contient pas de demiwdroite dans B

2 ' : ,
DEFINITION 3.. - Un polyédre convexe généralisé est un ensemble convexs fermé de
E tel qu'en tout point le cBnc d'appul soit fermé.

IEMME, - Un ensemble formé convexs est l'intersection des cbnes d'appui de ses
différents pointss '

DE':MONSTRATION. - Le cOne d'appui de P en x contient tous les points de P .
Inversement, soit y un point qui appartient & 1l'intersection de tous les cfnes
d'appui 3 soit ze€ P, sur [z, y], il existe x € P, x eoxtrfmal sur cet in-
tervalle ; le cOne d'appul en x contient [x, z =¥ ) donc y appartient a
[x,2=>) et 2 [2,x=>) ot par suite ye[x, 2] ot y P

Désormais nous munirons E de la topologie (GF (qui correspond & la topologie
fine sur E). En effcte ‘

VN o
THEOREME,. - Tout polyedre P pour unec topologie 9 localement convexe sur B egt

un_polyddre pour ‘(SF «S1i P est borné pour 45, P cst pseudo=borné.

DI*EMONSTRATION. - La topologie associée & ‘{;F sur l'espace des demi-droites
issues d'un point est en effet plus fine que celle associde a C .

2. Polyédrespour la topologiec fine.

TI-IéORﬁME. - Un polxédre pour la topologie fine est un ensembls convexe dont

1'interseotion avcee tout sous-esprce de dimension finde cst un polyddre dans ce

sous-esPace.: Réciproquement cette propriété caractérise les polyedres dans le

£as ou EO a une basc dénombrable.
s es——
X _

DE;MONSTRATION. - La trace d'un polyédrel sur tout sous-espace de dimers ion finie
65t un ensemble convexe formé et le cbne d'appui en tout point de cette trace
est fermé comme intersection d'un sous-espace de dipension finle et d'un cbne
fermé 3 par suite ccttc trace est un polyédre convexs. Si E, a une base
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dénombreble, un enscrblce convexc, dont l'intcrscetion avce tout sous-espace de
dimension finic cst formée, cst forné dans E (chapitre 1) ;3 le théordme en

découle s

PROBLEME, - Cctte propriété carnctérise=-t-cllc lcs polyédres dans tous les cas ?
Soient P unc pyranide convexe dc sommet 0, x<€ P, H un sous-espace

vectoriel passant par X .

DEFINITION, - Le cBnec d'appui autour dc H st 1l'ensemble des demi-especes limités
par H , qui contiennent un point de P .

hinsi, le cbne d'appul est un cnsemble de l'espncc des demi-espaces associés & H ,
et aussi un ensemble de E , cnveloppe convcxe h(HOP) de¢ HUP . C'est
encore l'ensemble sorme directe de H et P o Dire que ce edne est fermé signifiec
qu'il est fcrmé en tant quc sous=-cnscnble dc l'un ou l'autre espace.

PROPOSITION. - Soit C un c8ne convexe formé 3 lo cbne d'anmpui autour de tout

sous-eggacé de dinension finie M, tcl que: M Ne = {OE cst ferné.

DEMONSTRATION, = Soit D une droite adhérente au cdne d'appui, mais qui n'y
appartient pas ; pour tout voisinage symétrique V de 0, V+C et
h(D UM) ont une intersection non vide § soit N = h(D VM) , Cy = T+FVJ NN ;
CV est un ensemble fermé dans N ; lorsque V varie, dans l'sspace comnlet
- N de dimension finie l'intersection des enscnbles fernés CV est non vide j
corme C +V C C + 2V , cette intersection appartient & C , donc il existe un
point y dans (C NN) ¢t le ebne d'appui considéré contient le sous-espace
passant par y et M , donc par D, ce qui est contraire & 1l'hypothése.

On en déduit en particulier qus, dans les m@mes conditions, le cbne convexs
fermé  C, a un hyperplan d'appuil qui passe par M .

PROPOSITION. - Soit C un cbne convexe quine cmipe aucun planselon un demi-plan 3

sile cned'appui de C cutourde toutc droite est fermé, le céne C est fermé.

DEMONSTRBTION. = Soit d une demi=droite qui n'appartient pas & C , mais qui
est adhérente & C o Supposons que O soit point extrémal de C « Scient D
la droite qui ccntient d , M la facette de l'origine d¢ h(D UC) . 9T, .un

plan contenu dans IV qui conticnt D ; par hypothése, h(D LUC) est fermé et
M NC ne contient pas D 3 il y a unc droite 4d'aspui D1 de ‘\Tl NC dans T
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telle que le demi-plan.ouvert, linité par D et contenant D , ne contiennc
aucun peint de C 3 alors h(DUC) n'ecst pas fermée Si 9¥ se réduit a la
droite D, 1l existe un plan passant par D qul nc rencontre pas C ; si

D, est une droits quelconque de ce plan h(D; U C) n'est pas fermd.

De nombreux résultats valables dans lc cas fini ne scnt plus vrais dans un
espace de dimension infiniec. Ainsiwm cBnoconvexs dont toutes les projections
planes sont fermées pout ne pas &tre fermé. En effet, soient E un esprce

vectericl de base (ei) s dénombrable, C 1le cBne des points x = & X, 64 4

dont la dernidre ordonnés non nulle est positive 3 les variétés d'appui sont les
ensembles de points x tels que X, = 0 pour 1> p ; la réunion des variétés
d'appui cat E tout entier, donc C n'a pas d'hyperplan d'appui car un tel
hyperplen serait une variété d'appui de codimension 1 ;' C est partout dense
dans E muni de 1q topologic fine et sa trace sur vout hyperplan est partout dense
dans cet hyperplan 3 si K est un sous-cspace de codimension 2, h(K UC) est

E , donc C est un cfne non fermé dont toutes les projections planes sont
fernées. Dans cct exemple, les variétés d'appui sont toutes ds dimension finie 3
si on considére le cbne C, » ensemble 4es points dont la premidre coordonnée non
nulle est positive, toutes les variétés d'appui sont de dimension infinie j
lthyperplan x; = 0 est hyperplan d'appui de Ci « La question se pose de savoir"
sl toute pyramide convexe admet des hyperplans d'appul ;3 nous verrons que pone

Dans le cas de dimension finie, les projections d'ume pyramide convexe sur tout
sous-sspace sont fermées. Des exemples montreront que cette propriété n'est plus
vraie dans un espace vectoriel de dimension infinie. Nous poserons donc 3

DEFINITION, - Une pyranide convexe stricte est une pyrémide convexe dont les

o8nes d'appui autour de tout sous-espace sont fermds.

Ceci revient & dire qu'unec pyramide convexe stricte est un c¢bne convexe formé dont
les projections sur tout sous-cspace sont formées. En particulier, un demi-espace
est une pyramide convexe stricte.

PROPOSITION, - 51 P est une pyramide convexe stricte, ses projection et tracs

sur tout sous-cspace sont des pyramides convexes strictese.
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DE;«ONSTRATION. = La premiére partie résulte du théoréme de conposition des
projections 3 si P! = PNE! ,
h(P* UH!') =h(PU H)NE!
est fermé puisque h(P UR) est fermé pour tout H'.

Scit E uﬁ espace vectoriel muni de la topologie fine.

DEFINITION. - Une fanille de formes lindaires ({,) , £, définic sur un
sw&%mwﬁm&ﬂd»% de E, 1e€I, est compatible s'il existe une forme
lindaire £ sur lc sous-espace engendré par les Fi dont la restriction & tout
F, soit £ .

Alors cette forme £ cst unique et sera appelée forme engendrée par la famille
(£) .

Soit P une pyromide convexe de E 4, qui engendre E .

, .
DEFINITION, - Une forme d'appui extréme (£) de P est une forme linéaire
- d'appui de P, vérifiant la condition suivante 3

Si Ei est un sous-espace de dimension finie de E , 1l existe un. sous-espace

de dimemsion finie Ej contenant E, , tel que la restriction £3 de £ &

E, soit une forme d'appul extréme propre de Pj = P f\Ej .

3

PROPOSITION. = La condition nécesuaire st suffisante pour qu'une forme d4'appud L

de P soit une forme d'appui extréme est que la trace de P sur 1l'hyperplan

H défini par cette forme engendrc cet hyperplan.

DﬁMONSTRATION. - Si 1 est une forme d'eppui telle que H NP engendre H ,
il existe unc base de H formée d¢ vecteurs portés par des génératrices de
P 3 soit Ei
finie contemant Ei , cngendré par les vecteurs de cette base. Soit Ej 1le

un sous=-cspace de dincnsion finise, Ei un sous-espacace de dimension

sous-espace engendré par Ei et par un vecteur situé a l'extérisur de H j
sur Ej ’ { induit une forme d'appui extréme propre. Si Ei n'est pas contenu

dans H , on se raméne & ce cas en prenant 1o trace de Ei sur H .

Réciproquement, si £ est unc forme d'appui extréme de P et si H P n'sngendre
pas H, soit H" supplémentaire dans H du sous-espace engendré par H (P,

E1 est contenu dans H" . Il existe ‘Ej contenant Ei tcl
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que la trace de Ej sur H contienne Ei et que PﬂEi engendre E_}L s i1y
& donc contradictione

THEOREME« - Si P gst une pyranide convexs stricte, il existe des formes
d'appui extréme pour P .

DEi:ONSTRATION. = Soicnt Eo( un sous-espace quelconquc de E,. "fa une forme d'appui
extréne de P N = PNE x dons Eyo, supposé engendré parx Py o+ L'ensemble des 20(
eést un ensemble ordonné inductif pour la relation A'ordre

2 & By 3 en effet, soit

une famlle totalement ordonnée (£y) , € €A . Ces formes engendrent une forme

linéaire ﬂA sur E —ZE w3 cette forme 2

A
PA =P (\EA ¢ c'est unc forme d'appui, car si x et y appartiennent a PA

2 < Q 1 8iet sculement si 2 Kest la restriction de Q B

est forme d'appui extréme de

et sont de part et d'autrec de 1l'hyperplan H de EA défini par la forme I‘A ’

i1 existe E, contenant x et y ot oi x et y sont de part et d'autre de

H« = Hy N E(& ce qui est impossible 3 de plus si Ei est un sous-espace de dinensior
finic de E, 1l existe un E, , contenant E, ¢t dans cet E x » E j contenant
Ei tel que la restriction ,9,3 de ’QA et par suite de ,Qo( a Ej soit forme

dteppul extrlme de Pj . :

D'aprés le théoréme de Zorn il.‘y aura un é1lément moxinal t 4 dans 1'ensemble des
2 3 £ est forme d'appui extréne d'un certain Py « Montrons que P, =P
en raisonnant par l'sbsurde  si Py # P, soit Ef =E, + Reg oo ¢ E,5 soit
H 1'hyperplan de E, déterminé par [ . & partir d'ici, nous utiliserons le
fait que la pyramide est strictee. Le clne d'appul autour de H de P.N E’ dans
Eo'( est fermé pﬁr définition (volr proposition prec'\dentg) 3 donc sa trace sur
E! /8 (qui est un plan) sera un angle saillant fermé ; un des c8tés de cet angle
n'est pas situé dans E o Soit H' 1'hyperplan de E;( qui lui correspond,
x e H' N Poz sy X¢E . H' est un hyperplan dtappii de P' par comstruction.
Montrons que la forme L qui définit H!' dans E' est une forne d'appui extréne

de Poz $ en effet soit x CEI') = Ep + Reo ’ Ej,O un sous-espace contenant Ep

-tel que la trace H’0 de H sur Ej o Soit une face de 13 Alors Hj,O ’

trace de H!'' sur Ej 0 est une face de Pjo puisque c'est un hyperplan
R _

] : 2 - ° -
d'appui qui conticnt Hjo et X « Supposons donné Ej'_ = E:l + Rso 3 dans Eﬂ\

11 existe E_ contenant E, +E.o tcl que H =HNE_ soib unc face de P
n i j n n n

Hé- 6st un hyperplan -1'appui de B! qui contiunt H, ot la-face H'jo de P30
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c'est une face de Pgl ¢ Linsi le théorénme est dénontré. Cette dénonstration prouve
de plus que toute forme d'appui extrfne sur un sous-espice est induite par une
forne d'appui extréne.

THEOREME . - Si Le ¢sb une forme d'appui extréme pour P , pyranide quelconque

[0,¢ =) est uns exlte de P,

4
DEMONSTRATION, - Supposons qu'il existe f£' et £" &léments de Po tels que

t?:tf'+(1-t)f" Ot <1 o

Soit Ei le scus-espace engendré par les vecteurs 8 s Oy quelconques 3§ il

gxiste E 3 contenant Ei tel que la restriction ‘?j de ¢y a E;] soit

forne d'appui extréne de Pj =PNE j 0 dene les restrictions f3 et f:j' de
fr et fn a Ej sont proportionnelles-a \PJ. ou -3

=N 4

o=
35 W ¥y
c'est=a-dire @
<Le, y £'> = ’/\J<62 » >

Si nous prenons pour e, un vecteur tel quec ¢ <& f1> et <8y f"> goient
strictenent positifs et différents, nous pouvons écrire ¢

: <o ,f! > <
< e e =
20> 75, 7> S22 0 >
et pour Xx gquelconque ¢
<81yf' >
] S RS ———
<x,f>—<el’\?> <x,\{'7

dome f' et f" sont proportionnels & \ , ce qui prouve que e s f > ) est
une aréte du polaire de P '

Ce théoréme prouve l'existence d'arftes pour le polaire d'une pyrsnide convexe
stricte.
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THEOREME+ = Une pyranide convexe stricte est 1'intersection de ses nppuis extrénes,

DE’J«:’ONSTRATION.--Soit qY 1'ensenble des formes d'appui extréne dc P o« F est
éviderment contenu dans le polaire de M (ou le polaire est pris dans E , c'est=a=-
dire que c'est l'ensenbls des points de E qui rendent positives ou nulles toutes
les formes qui appartiennent & 4Y ).

Inversement, soit xe TIQ 3 alors x éEi 3 la restriction a Ei de l'ensenble
des formes d'appul extréme de¢ P sera l'ense ible des formes d'appui extréne de

P:I. qui par suite cppartiennent a Pi (chapitre 2) ; ainsi x €P et ‘TTO =P .
On pourralt penser que ls polaire de¢ P est l'enveloppe fernée convexe de ses

arétes, ceci est faux comme nous le montrerons sur un cEerplecs

Nous avons utilisé explicitenent le fait que P soit une nyranide convexe
stricte dans la déuonstration de 1l'sxistence des formes d'appui extréne. Nous
do;inerons toutefois des exemples de pyranides non strictes ou 1l sxiste des formes
d'appul extréne.

- REMARQUE. - Dans le cas oh la pyrauide convexe n'est pas stricte, un élénent
meximal de 37 peut ne pas 8tre un hyperplan d'appui extréme, cormne le nontre
1'exenple suivant ¢

Soit E un espace ‘vectorisl & base dénombrable (eo ’ eo 2 ©4 5 ese sy O o)
Soit (E, ) une famille de vecteurs ne contenant ni g » ni eo , telle que

chaque Ei soit combinaison linéaire positive de ey et GO et que 9 et
e} soient adhérents & la réunion des €; o Posons 3

' =
of =6y + “i gi qi.>0

Les vecteurs (ei ’ 80 66) fornent une base de E o Soit P 1e cBne convexe
engendré par les vecteurs (ei ’ ei ) « Soit Ei un sous-cspace de dimension
finie, E} le plus petit sous-espace (de dinension finie) contenant Ei engendré
par les vecteurs (e{ ile1), ©o » e(!)) ’

|| - ]
Ei..Ei+Reo+Re(‘)

Eg est aussi engendré par les vecteurs (e:l (i eI)", ey » e(')) o La trace de P

1"
sur Ei

une pyramide convexs et la trace de P sur tout sous-espace de dinension finie

est l'enveloppe convexs des vecteurs (ei ’ ej'_) , 1 €I, done clest

6st une pyramide convexe, donc P est une pyranide convexes Soit H le sous-
espace engendré par les vecteurs (ei) , 1€ N . Le demi-hyperplan limité par
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par H , contenant e, n'appartient pas & h(H U P) 4 puisqu'il ne contient aucune
génératrice de P , mais ce demi-hyperplan cst linite des deni-hyperplans linités
par H et contenant ef , donc h(H UP) n'est pas ferné et la pyranide

convexe P n'est pas stricte. Nous allons nontrer que H est un $lénent nmexinal
de eﬁ ; en effet, s'il existait un hyperplan d'appui extréne de P passant par

H, sa trace sur le plan (ei ’ ei) serait un appui de la trace Py de P sur

ce plan, et contiendrait R+§0'(ou R+§6). Or la trace d¢ P sur 1'hyperplan Hy
engendré par H et 6y 86 réduit & H , donc n'engsndre pas cet hyperplan, et

HO n'est pas un hypsrplan d'appui extréme de P .

3. Exemples de Byramides convexes.

PROPOSITIONs = Toute pyramide convexe pcut 8tre définis 3 1'aide d'un systéeme
d'inégalités.

/
DEMONSTRATION. - Une pyromide convexe P est algdbriquement faiblement fermde
done P° =P et P = (%)° s C'est=a-dire
P:{x:<x,f>>/0\7’feP°} .
Dans le cas ot P .est une pyramide convexse stricte, nous avons vu que 3
P -_-{x t<x,¢>»0 Y :forme dlappu extréme} .
Ceci nous conduit & étudier les ensembles définis par un systéme d'inéquations.

,
DEFINITION 1. - Un systéme St de formes lindaires 'Cui défini sur un espace
vectoriel E est incompatible si ¢

= c Q.
<X, > oV oy €

entraine ¢ x=0,

Deux systémes de formes sont dits équivalents si leurs poloires dans E  sont
identiques.

DEFINITION 2. - Un systéme S de formes cst irrdductible si
{x t L X s> = 0 \f«uﬂ-, 3 e }

68t strictement contenu dans

{x:<1,cﬁ>=0 vaﬁfai,aﬁ,aﬁea}
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Soit Sv 1'cnsemble des x pour lequels toutes les formes de O. s'annulent. Alors
la définition 2 est équivalente a ¢

(‘*-1 - 00)-'. > ’ Vooe Ql

PROPOSITION, = i un systéme ’ﬂl irréductible et incompatible est associé un
systéme de vecteurs (ei) tels que

<ei,wi‘7 =1 wieﬂl
<059 o> =0 Vj;éi,cuseﬁll
1l'ensemble de ces vecteurs s'appelle la pseudo base associds & & .

4 \ [N . . LN
THEOREM_B. - Si on peut extraire d'un systéme inc-mpatible un sous-systine

irréductible maximal, ce sous-systdme est incompatible.

7/
DEMONSTRATION. = Scit £X' 1o scus-systéme irréductible maximal extrait de <L o
S'il existait une forme u € R'tellc que ¢

<xg4,u>=0 avec éx,mi> £0 .

Soit £ le systéme obtenu en adjoignant la forme u ou systéne Q' ., Montrons
que QY serait alors irréductible, ce qui établira la contradiction voulue. En
effet, soitwe S, o fu j

(S = (' = )r 0 o3
ot (X" st hyperplan de ¢ ($)'= u)*
(a2 (- et
et
(@ =[(Q - ) Vu Vol
= (- w)"‘“u"’ﬂaﬂ'

. b
comme 3TN U #d ona s

(Y # (= o
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A ce sous~-systome on peut associer les vecteurs ey 3
€. . =1
(.l,wl>

0 Yi#1

ces vecteurs existent et sont uniques par construction. Ils forment uns psecudo-
base de QX .

<:8i ’ cx5>>

On peut se¢ demander si de tout systéme,on peut extraire un systéns irréductible
équivalent. Je vais donner un exemple montrant que la réponse est ndgative, on
partant d'un systéme inconpatible.

Scient F un espace wvectorisl st (pi) une bass algébrique de F ; construisons

les hyperplons K, (48finis par les formes fi)

ol 75 sont les termes d'un déterminant de Van der Monde @

By eee P ees
i

Pz o:o )lz see

'-lj cee P;. eee

avec i # Pj si 1#3 . Aucun des mincurs de ce déternincnt n'est mul donc
tout sous-systeéme infini des fi aura pour seule solution O ; il est inconpatible
mois non irrédustibles Soit P un cBne fermé convexe. Cherchons les conditions a

inmposcr au polaife de P pour que P soit uns pyranide convexe. Solt Sl ce polaire

THEOREME. - Pour qus P = 20 Scit une pyranide convexe dont O est un point
extrémal, i1 faut que $L goit incompatible et que le systéne de restriction des
formes de 2 & tout ' e dinension finie soit dquivalent 3 un systéme

fini de formesa
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DEMONSTRATION, — S'il existc une droite D commune a tous les hyperplans définis
par les formes wy &Sy D serait dans P et O ne serait pas point
extrémals De plus, la trace de P sur tout sous-espace de dimemsion finie doit
8tre une pyranide convexs, done définie conue l'intersection d'un nombre fini de
demi-espaces. Ainsi la restriction des formes de <. A ce sous-cspace cst équiva-

lente & un systéme fini de formes sur ce sous=-espacs.

Dans le cas oh l'espace E a une base dénombrable, la condition du théoréne
68t nécessairs ¢t suffisante pour que P soit une pyramide convexec.

Le plus simple exemple de pyranide convexe. est le suivant 3

/
DEFINITION 3 = Une pyrenide simplielels C ds E est l'envelopps convexe
des vecteurs d'une base alzébrique de E .

Soit (ei) uné base donnée de E , C sera l'ensenble dss points dont toutes
lss “coordonnées sont positives ou nulles par rapport & cette base. Le clne
ainsi déterminé est une pyromide convexe war le cbnc d'appui en chaque point
est fermé nais ce n'est pas une pyramide convexe strictes Cependant les fornes
%gik sont les formes d'appui extréme de C , et C est 1l'intersection de ses
appuls extrémes ; son polnire n'est pas l'enveloppe convexe fernée de' ses
4arétes. In facette de tout point x est de dinension finim car ¢ tout segment
" dont x est point intéricur est entiérement situé dans le sous-espace de
dimensicn finie auquel aprortient x , engendré par tous les vecteurs 6; sur
lesquels les coordonnéss de X ne sont pas nulles. Les deni~droites (o CH -)
sont les ar8tes de cette pyramide qui est ainsi l'enveloppe convexe @e ses arétes.
I1 est évident que les vecteurs (ei) forment une pseudo~base pour le

systéne Sl:i(xi v i} .

Cette dernidre propriété nous suggére l'cxemple suivent ¢ soient E un espace
vectoricl nmuni de la topolcgie finee {1 un systéme incompatible et irréductible
(ei) la pseudo-base associée, quec nous supposerons engendrer E o Supposons pour
gimplifier (ei) dénombrable

Construisons l'espace'vectorisl topclogique E' , somme directe de E et de
Rey , dont (eo ’ ei) c8t une base algébriqus. Soit oy la forme dont la
restriction a E appartient 3 () et qui satisfait sux conditions

<Gy oﬁi)-v= 1
<&y 5 copy =0 N 3141, 340

<eo » U-)i):l



19-30

Soit Q'= {wig

PROPOSITION. = ' est un systine incompatible et irrdductible.

DEMONSTRTION, = Soit X un point tel que t <x , co; > =0V yee.
Un tel point ne peut pas appartenir 3 E puisque la restriction de 2 a E est
incompatible, donc @

X=Xye5+y ycE .
Soit yeEn s sionprend 1 >n:

dy,wi):O
et

<X, cy > =X Ley aui> + <y, ey >

Ainsi le systéme X est incompatibles

De plus soit oy, ume forne de K g pour 1 >p, co s'annule sur tous les
B 9 ssey ep s donc sur Ep $ 2insi 1l'ensenble des x tels que ¢

<X, ey> =0 Nifp

est contenu d-ns Ep $ 1'ronulateur de 1z restriction de £2 & E_  est strictenent

contenu dans celui de 1o restriction de Si- - cop A Ep .

Etudions le cbne C' = Q,'O « L'intersection de ce ¢bne avec E est la pyranide
simpliciale C de E , cnveloppe convexe des vecteurs ’)\i e » ’}\i 20 « Soit EI'1
un sous-espace de dimension finie ; le demi-espace £ X , wy> > O pour 1 >n,
coupe Ep suiv.nt le demi-espace de E} bordé par E, ot contenant e, les
demi-espaces <X y woy> >0 pour 1 «n définissent n demi-espaces dans E}
limitéds par 1 hyperplans de E' ayant une droite en commun ¢ /ﬁ . L'intersection
c- de €' avec E! sera une pyr'-zmide convexs & (n + 1) aretes. Ainsi C' est
u.ne pyramide convexe stricte (on pourrait démontrer ceci-méme dans le cas ol Bt
n'a pas une base denombrable), mais ce n'est pas une pyra.mlde stricte 3-néanmoins, elle
est 1'intersection de ses appuis extrémes.

Etudions la faesette dlun point x de E' j soit x ¢ Er'x . E;l ecst cngendré por
les vecteurs de la base (eo ’ e.i) sur lesquels les coordonnées de X sent
différentes de O .
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Deux cas se¢ présentent

19 si x annule presque toutes les formes de Q , x E‘En et par suite
appartient & uns face de Gn =C f\En .

2° 81 x n'ennule qu'un nombre fini de fornes ey s

iel, x#E;abm
x appartient a une face de Gﬁ s de dinmension supérisure ou égale & 1

la facette
Sax de x cngendre le sous-espace déterminé par l'intersection des ¢

<Xy 4> =0 iel

qui contient x , c'estei-dire leé sous-espace de dinension infinie déterminé par
x ot les o5, J ¢I.

En particuliér les demi-droites [O , 6y —¥ ), 1#0 sont des ar8tes de GC!
mais C! n'est pas l'envelopps convexe de ses arltes.

Les formes extrémes de C' sont les formes cgie,jl' » Cet exenple pourrait

&tre généralisé.

DﬁFINITION 4+ = Une pyranide simpliciale générale de E!' est 1§ polaire d'un
systéme irréductible et incompatible S’ ayant la propriété suivante :

I1 existe un sous=-espace de dimension finie -H de E'. tel quoc la
restriction de L & H' supplémentaire de H dans E' admette pour pseudo-base
une base d¢ H' , qu'suouns des formes de £ ne s'annule sur H , et que la
restriction de & H soit équivalente 3 un systéme fini incompatible.

PROPOSITION. - Une pyramide simpliciale générale C' est une pyramide convexe
qui admet des ar8tes ; dams C' 1l y a des points dont la facette est de dimension
finie et des points ol elle est de dimension infinie.

REMARQUE., ~ H peut 8tre de dimension infinie, en ajoutant des confiitions supplé-
mentaires pour &,

4 Lr8tes et faces des pyremides convexes.

Dans le cas d'un espace A un nombre fini de dimensions, une pyramide convexe était
1'enveloppe convexe de ses arétes ; le dernier exemple nous montre que cecl n'est
pas toujours vrail dans un espace vectoricl de dimension infinie, nous pouvons

done nous demander si une pyranide convexe a des arétes.
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Un cBne convexs fernéd peut ne pas posséder d'ar&tes. En particulier si le cfns,
polaire du systéme F qu paraBraphe précédent n'a pas d'arites $ en effet s'il
existait une arte alle devrait &tre 1'intersection d'un systéne infini d'hyperplans
- K et tout sous-systeme infini a pour seuls solution O . Mais ce c8ne 57’0 n'est
pas une pyranide ccnvexse En effet, il faudrait que 1l'intersection de 370 avec tout
sous=-espace de dinmension finie soit une pyranide convexe, or soit

0 _
F2 = Rp0 + Rpl + sz

0 0

(F°), =F, N (F)

et 0 ~ . - i ‘ -
(Ge )1 ={x P <x , 5> 0 VY £ ; restriction de fe¥F 2 F2§

{’f’} , dans F; a pour enveloppe fermée convexe le cdne de sormet O dont la
base dans X5 = 1 est la parabole y = :c2 s donc {}‘7 n'est pas équivalent a.un
systeme fini.

THE OR}\BME. - Une_pyranide gonvexe P contenue dans une pyranide simpliciale est

1'enveldppe convexe de ses arftes 3 la facette de tout point est de dinension

finiee

’ .
DEMONSTRATION, = Soit (ei) les vecteurs de la base dé E tels que P soit
contenu dans la pyramide simpliciale enveloppe convexe des (’Aai )1 A >0 . Ainsi,
quel que soit x € P, on aura 3

Considérons les 'ensembles P
Pi= Eif\ P ’

Ei sous-espace de dimension finie de E . Pi ést une pyranide convexs enve;
loppe:: convexe d'un nombre fini 3'arétes. Soit [0, x =».) unec aréte de Py »
Montrons que [0 , x =) est unc arte de P . En effet, sinon, 11 existerait
y! et y" avec ¢

x=ty + (1 -t)y" 0<t<l, ',y eP, y £Ax

En projetant cette égnlité sur les vecteurs de la base 8
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= - 1
x = tyﬂ + (1 t)yﬁ avec yﬁ » Ip = 0

donc ¢
Iy =, =0 si x =0
et y', y" sont dans E . D'od
LEMME, = Toute ar8te de Pi est une arftec de P .
De plus, un point X quelconque de P appartient & un des sous-espaces Ei »
puisque tout point n'a qu'un nombrc fini de coordonnées non nulles. iinsi x est

barycentee d'un nombre fini de points portds par les arftes et P est 1l'envelopps
convexe de ses arétes.

PROBIEME, - Si P a des artes, il se peut qu¢ P ne soit pas contenu dans une
pyramide simpliciale, pulsque P peut ne pas 8tre snveloppe convexs de ses
arétes, comne le montre 1'exemple de la pyranide simplicialc générale. la
condition nécessaire et suffisante pour que P ait des ar8tes n'est-clle pas que
P " soit contenu Jans une pyranide sinsliciale géndérnle ?

Etant donnée une pyramide convexs dont O est point extrémal, quand peut-on
construire une base de E telle que les points de P aient des coordonnées
positives ou nulles ?

Construisons une fanille d'hyperplans wectoriels tels que P soit d'un méne
-c¢8té de checun d'eux. Pour cela, soit D , une droite quelconque dont l'intersec=
tion avec P est O j A'aprés le théorénes de Hahn-Banach, 1l existe un hyperplan
H, passant par O et qui ne rencontre pas l'intériecur de 1'ensemble fornd par
l'envecloppe convexe de P et ds D1 ..Si cet hyperplan ne contient pas D ’
congervons-le, sinon, soit h1 un plan passant par D1 s 11 coupe P selon
un angle saillant et par suite on peut trouver une Aroite Di qui ne rencontre P
qu'en O et D{ n'appartient pas a H1 puisque le\ P=0,

Par Di il passe un hyperplan Hi qui ne rencontre pas l'intérieur de 1'envelop=-
pe convexe de l'ensemble forné de P ot de D, et qui ne contient pas D, , sinon

H} contiendreit h, et H! NP £0 .

Considérons tous les hyperplans Hi jouissant de cette propriétd. Supposons
qu'il exisbe une droite D contenus dans tous les hyperplans Hi 3 on pcurrait
recomnencer la construction précédente avee D et il existe un hyperplan H, .
Par suite l'intersection de tous les hyperplans Hi est 0 . Soit S:1¢ gysténe
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des formes qui définissent les hyperplans Hi 3 co systeme est incompatible.

S1 S2 contient un systéme inconmpatible et irréductible et si 1o pseudo-base
qssociée 4 ce scus-systéme engendre B , alors P est contenu dans une pyranide
simpliciales Mois nous avons vu un exenple de systéne inconpatible qui ne posséde
pas de sous-systeme inconpatible et irréductible. Le dernier théoréme ne s'appli-
quera donc qu'a des cbnes trés particuliers.

5 Polyédres CONVEXES ¢

THEOREME -Si P est un polyédre convexs pseudo-borné, il n'sxiste pas, dans

P , de suite convergents de points extrémaux.

DﬁMONSTRATION. - S1 une suite (xn) de points extrémoux était convergente elle
serait contenue dans un sous-eéspace vectoriecl de dimersion finie (chapitre 1). I
trace de P sur ae sous-espace est un polyddre conveke borné qui ne posséds qu'un
nombre fini de points extrénaux ; tout point de cetic trace qui est point
extrémal dans P est extrdncl dans p , donc on a contradictione.

Tous les résultats précédents se transportent au cos des polyédres convexes
pseudo=bornés e

THROR'ME, - Un polyédre convexe strict est 1l'intersection ds ses formes d'appui

extrBme et son polaire a des arétese

THEQREME. -~ Un polyédre convexe pseudo-borné contenmu dans un simplexe est l'en=

veloppe convexe de ses points extrémaux et touts facette est de dimension finiee

THEOREME, = Un simplexe est l'envéloppe convexe de ses- points extrémaux. Un sine-
plexe généralisé a des points extrémaux et la facette d'un de ses points peut

8tre de dimension finie ou none

CHAPITRE 4.,

POLYEDRES TOPOLOGIQUES

1. Définitionse

Soit E un espace vectorisel topologique, G sa topologie.

DEFINITICN 1w - Une pyramide topologique P de l'espace vectoriel .E o muni.de la
 topologie %G . est ltadhérence pour 45 d'une pyramide convexe P de¢ E muni
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de la topologie fine.

Cette définition est plus générale que celle donnée au chepitre 3. Si on munit
E de 1a topologie fine, pour cette topologie, toute pyramide convexs est une
pyramide topologique, et réciproquement.

8i 1'intérieur de P n'est pas vide (pour la topologie %) , il est identique
dcelui de P,

r'4
DEFINITION 2, - Un polyddre topologique C est la fermeture pour %5 d'un polyédre
convexs  C o

51 C est la trace d'une pyramide convexe P sur un hyperplan fermé affine H ,
ls cBne engendré par G est une pyramide topologiques P . Inversenent, si 3
est unc pyremids topologique ,H wun hyperplan fermé affine qui rencontre toutes les
génératrices 8 P , la trace d¢ P sur H est un polyddre topologique pseudo-borné.

2. Psendo=bases et bases topologiquese.

Soient E un espace vectoriel topologique, SL un systéme de formes oy income
patible et irrdduestible (voir chapitre.3}:

’ .
DEFINITION 1, - La pseudo=base (ei) associde au systéme £ est une pseudo=-base

topologique.

Etant donné un point x quslconque de E s on lui associera lss nombres
x, = <x, oy> , qui seront appelés ses coordonnées. Deux points différents auront
des coordonnéecs différentes.

REMARQUE. ~ Un systéme de vecteurs total et topologiquement libre (c'esb=a~dire
qul engendre un sous-cspace partout dense dans E , ¢t tel qu'un vecteur &y
n'appartienne pas au sous-espace fermé Hi engendré par les autres) n'est pas
toujours une pseudo-base topologique 3 les sous-espaces: Hi sont des hyperplans
fermés 3 soit oy le forme continue qui s'annule sur Hi et qui prend la
valeur 1 pour e4 § pour que 1l'ensemble S de toutes ces formes soit un systéme
incompatible, 11 faut et il suffit que 1l'intersection des Hi se réduise a lfori-
gine 3 11 n'en est pas forcément ainsi ecomme le montre l'exemplé suivant 3
soient E un espace vectoriel topologique muni d'une pseudo=-base topologique,'qui
soit un éystéms total (ei) » By un espace vectoriel topologique quelconqus,

Eb 1l'espace somme directe de E et de Ei s P 1la projection canonique de E2
sur E j munissons E, de la topologle image réciproque par p de la topologie
de E ; soit (ei) une fanille de vecteur de‘ E2 tells que ei se projette sur



19-36

ey 3 alors le systeéme (ei) est total et topologiquement libre mais non inconmpa—
tible, car un point quelconque de E1 a ses coordonnées sclon les (ei) nmulles 3
remarquons cependant que dans cet exesmple E2 n'cst pas un espace séparé.

Supposons désormais l'espace vectoriel topologique E muni d'une pseudo-base
topologique (ei) 3 soient E' le sous-espace engendré par les vecteurs ey » St
le cdne engendré par ces mlmes vecteurs, S 1'ensemble des points x tels que

<X 5 o> > 0 pour tout 1 el

S est un cbne fermé qui conticnt 1l'adhérence de S' et S' est une pyramide
convexs, enveloppe convexe de ses arétes.

THEOREME. - Un point quelconque de S' a méme facette dans S' et dans ls cbne

fermé S pplalre du systéme S- 3 en particulier les arftes de S! sont arétes

'de S 3 l’“dhb*ence de_la f:cctte d'un point quelgcengue de S est l'interscgtion
deshypmwplans ~Hi qui le contiennent.

En effet, soient x wun point de S S}x sa facette dans S « S1 x appartient
a Hi , tout segment qui 1s contient comme point intéricur est contenu dans Hi 3
réciproquement tout segment contenu dans l'intersection des Hi appartient & S .

DﬁFINITION 2. = Unc base topolozique est une pseudoFbase topologique tells

que tout point de l'espace se décompose sous la forme ¢

*E4T1™ G
I1 en résulte qu'unc base topologique est un cystéme total et que X, = <x, 441>
en effet, x est limite des sormes finies :[:Eﬁ.ei , suivant le filtre J* des
sections dens l'ensemble des parties finies de I et ¢ :

Conmme <SJ>, “’i> —xi, <X, ai) =:s:i .

Toute base algébrique est une base topologique pour la topologie fine. Dans un
espace de Hilbert, toute base orthonormale est une base topologique ; ce dernier
exemple montre que si 1'on se donne a priori les nombres e iln ex1sts pas
toujours un point =x dont les x1 soient les coordonnées puisque, ici, il
faut de plus que la famille (xi) soit sormable (1e théoréms de Cramer ne
g'étend pes & un eystimo de formes limdeires incompatible infini).
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S1 la pseudo-base (ei) est une base topologique, S est l'adhérence de S' j
S est donc une pyramide topologique, qui sera appelée pyramide simplicials topolo=

giquee En général, S n'est pas une pyramide convexe car lg restriction du systéme
L1 & un sous-espace de dimension finie n'esp pas équivalente 3 un systéme
fini de formes. De ce qui précéds, il résulte le théoréme suivant s

7z N . .
THEOREME. ~ Une pyramide simpliciale topologique est ldenveloppe fermée convexe

de ses arftes.

COROLLAIRE, =~ Une Exzamide convexe topologique P, adhérence d'une pyranide con=
vexe contenu dans S' , est l'enveloppe convexe fernée de ses arftes.

DéNONSTRATION. - Soit Y la pyramide convexe dont P est 1l'adhérence « West
contenue dans une pyramide simpliciale, donc est l'enveioppe convexe de ses arétes qu
sont aussi arétGS'de la pyramide P , et P est l'cnveloppe fermée convexe de
ses arétes.

Le simplexe 2:: ayant pour sommets les points ay = 7& e, a pour adh¢rence

un simplexs topologique 22 qui sera la trace de S sur l'hyperplan affine

fermé contenant les points 8y 3 = est 1l'enveloppe fermée convexe de ses sommets
qui sont les points a, « Tout polyedre topologique, adhérence d'un polyédre

. convexe contenu dons le simplexs, est également l'enveloppe fermée convexe de

868 sommetse |

Soit E, e dual topologique de E , (fi) y 1 £k un nombre fini 4!'éléments de
E . Soit Hi 1'hyperplen défini par <x, fi>> =8y ; nous allons étudier les
ensembles C contenus dans S , intersection d'un nombre fini d'espaces et de
demi~espaces, c'est~a-dire l'ensemblc des points x de S qui vérifient 3

<x,%>=ai ie I,

LuLcX
z fini
<X ijsaj Je 12

C est un ensembls fermé dans E . Ia trace Hi de Hi sur E' sera un hypere
plan affine de E!' et la trace C' ds C sur E' sera l'ensemble intersection
de S' avec les hyperplans et demi-espaces limités par les Hi donec Ct ,
polyédre convexe dans S! est l'enveloppe convexe de ses points extrémaux,
8'il est pseudo-borné. C cst la fermeture de C' o Ainsi, C est un polyédre

topologique, envcloppe convexe fermée de ses points extrémaux.
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PROPOSITION. -~ Si l'ensembls C d<¢fini par ¢

xizo pour tout 1 eI

<x?fi>=ai 1$iék
é.X,fi>é ay k<i<mn

&3t _pseudo-borné, c'est un polyedrs topologzique, enveloppe formée convexe de ses

points extrémaux ; tout point extrlmal a au plus m -ceordonné différentes de O .

DEMONSTRATION. = Soient x un point extrémal ds C , Ey un sous-espace de
dimension finie qui contient =x 3 la trace GN ds C sur EN est un polyédre
borné de Ey » dont x est un sommet ; il passe au moins (N = 1) .hyperplans
-d'appui extréme par ce sommet § ces hyperplans sont définis par certaines
équations

xi=0
<x,fi> =8y leign
(car 1a trace de Hi est un hyperplan affine de EN) « I1 y a2 donc au plus n

coordonnées Xy qui sont différentes de O .

Nous avons supposé dans la proposition précédente que C était pseudo-borné.
S1 on supprimait cette condition, on pourrait encore montrer l'existence de
points extrémaux pour C en utilisant le fait que C est somme directe d'un
ensemble pseudo~berné et du clne de sommet O ; dont les génératrices sont
paralleles aux demi-droites contenuss dans C . Mais C n'est plus 1l'enveloppe
fermée convexe de ses points extrémaux.

REMARQUE. = On pcut sec demender dans quel cas G sera borné. S E est un espace
réflexif (BOTORAKI [3]et [4]), on a 3

THﬁOREME. - Soient E wun espace réflexif, C un ensemble intersection des

‘deml-cspaces ¢

<x, f;»<0 (£,),1el=F

<z , fj>$l (fj) s J€J =F,

La condition nécessaire et suffisante pour que C soit borné est que 1'enveloppe
convexe de la réunion des enveloppes convexes ds,,F1 \){O} et ds F, soit up
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voisinage de O dans le dual de E o

¢
DEMONSTRATION. = On ne change pas C en renplagent Fi par le cBne C1 = U A
A=Z0

Les propositions suivantes sont équivalentes 3

<X, fi>§-_0 pour tout feF; & xecf

. 0
<x, fj>$ 1 pour tout _fjer <> X er

(1e polaire a été défini au chepitre 2).
Pour que C soit borné, il faut et il suffit que son polaire soit ¢n voisinage
V de l'origine dans le dual de E (3]et [4]),6t ¢

Co = (C?ﬂFg)o =V

0(1) et Fg * sont des ensembles convexes faiblement fermés ; par suite @
GO = enveloppe fermée convexe de (CflJo ®) Fgo)
avec $
G:O = enveloppe fermée convexe ds O
Fgo = enveloppe fermée convexe de F, U iO}

Tous les résultats précédents s'appliquent en particulier & un espace vectoriel
muni de la topologis fine, & l'espace de Hilbert et & l'espace ! (N) , ((£) dans

[2]), espace des séries absolument convergentes, avec la norme :
o)

lall = 2= la |

n=20 n

dont une base topologique est constituée par les vecteurs ei , 8éries dont tous
les termes sont nuls sauf la i-itme qui est éPale & 1, Cet espace est le dual
fort de l'espece F(N) ((c) dens [2]), espace des suites x = (:51) , de nombres

réels, avec la norme :
Hxll = sup Ix | -

- Son dual est IP(N) ((m) dans [2]), espace des suites bornées y = (yn) avec

la norme ¢

lly ] = sup |y,|

F
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L'espnce ! (N) n'est pas réflexif. La pyranide sinplicinle topolozique de cet
espece a son intérieur vide (on ~ plus : son intdricur est vide pour la topologie
fine). Une partie des résultats de ce chapitre a été dénontrds directement dans ce
cas per P. ROSENBLOOM [8],

3. Espace des charses.

Soient S wun espace topologique ou non, @ une nlgébre booléenne de sous ensenbles
de S fermée par rapport & l'opération de la réunion dénombrable j;(rappelons
qu'une telle nlgébre booléemne est une fanille de sous-emmembles de S contenant,
avec un sous-ensemble, son complémentaire, et avec deux sous-ensenbles ,. leur réunion).

DEFINITION (ALEXANDROFF [1])s = Une fonction q Aéfinie sur (L, additive au
sens restreint et bornée sera appelée une chargs.

A partir de cette chargze, nous pourrons définir une intégrale s soit b(@) 1e
sous-ensemble de  (R(S » R) (ensenble des fonctions mmériques Borndes définies
sur S) formé des fonctions f telles que gt (I)e . , quel que soit 1'intervalle
I . Ia restriction 3 b() de la norme de la converzence uniforme $

Hell = sup |£(x)]
xeS

falt de cet espoce un espace de Banache Posons ¢
Ey ={x ta, ; <flx)<ay , 1 <4 sn}

od f£eb(@), 8] 8 KA sve KBy eee 58 AVEC 3

< inf £(x) =n
X €S

&

a > sup f(x) = M
I xes

Par définition ¢
n

T o )

On peut demontrer l'existence de cetBe intdgrals et prouver qu'il y a correspon=
dance biunivoque entre 1l'ensemble des charges q et le dual de b(\) ; 1'élénent
Q qui correspond & q est défini par s

Jf dg =
maxlai-ai_l‘—y- 0
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qE) = Q(GE) y EEW, Cp fonction caractéristique de E .

Enfin si on pose ¢

lal =q" =a7, a"@)= suwp_q(8), a(E) = inf  qff)
E CE

E, C E,
B ea E, €@
on a ¢
1l = lal ()

L'espace b*(@) sera appeld espace des charges, lorsqu'il est muni de cette

NOIMC o

EXEMPIES de charges. — Lorsque S est nuni d'une topolozie  d'espace compact
et que (A est enzendré par lcs ouverts de S , touts mesure dc Radon sur S
est une charge  j ces charges particulidres sont complétement additives. Si S
est un espace topologique et si (A est le corps des enscnbles K-boréliens,
toute capacité bornée elternde ot monotons d'ordre infini (G. CHOQUET [5]) est une
charge dans ce sens. Nous verrons plus tard que les résultats obtenus a l'aide
des charges permettent d'avoir des résultats sur les espaces réflexifse

7
DEFINITION. - Une charge proenidre est une charge qui ne prend que les veleurs O et
1 . Un élément atomigue de (A est un ensemble appartenant & A et dont aucun sous—

ensemble n'appartient & (L . Si une charge premiers q est telle que qB) =1
si ot seulement s{ E est un élément atomique de (A, un dit que c'est une

charge atomique,

’ ]

THEOREME. - Si on ne peut trouver plus de¢ k cnsembles disjoints Ei avec
q(Ei) différent d¢ 0, q est combincison lindaire de k charges prenieres au

Elus ..

Vue 1l'importance de ce théoréme dans 1'étude des polyedres topologiques de

1'espace des charges, nous allons le démontrer [9 1
 DEMONSTRATION, — Posons pour E € b 3
q () = qE NE)/AQE) l<isk

ou les E:l sont k cnsembles disjoints tels que leur charge ne soit pas nullee

Les q, sont des chorges prenidres ¢ on effet si - qi(E) est différente de O
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et 1, q(Ei NE) et q(Ei - E) ne s'annulent pas 3 il y aurait (k + 1)
ensembles disjoints qui ont une charge non nulls, donc pour tout A & (o3

a(a) = qls - (&) B,) +qa N () E,))
Ng By 1
i=l 1
s1 qa - B)#0, (8) ot (4 -\ E) sont (k+1) ecnserbles disjoints
1 1
de charge non nulle,

a(s)

1}

qa 0 (\llf) E,))

o\l @n E,)
1

q(a mEi)

k
2
1
k
2 q(B,)q, )

Fixons k fonctions dans b((Q) « Soit M 1'ensenble des charges non négatives
telles que ¢

gfidm::ci el

<m,fi>=5fidm{=ci 1612

Ln £3f>

(I1 ’ 12) formant une partition de 1l'ensemble des entiers compris entre 1 et k »
M est un ensemble réguliérement convexe (c'est-a-dire un ensemble convexe qui
peut &tre séparé de tout point extérieur 3 1'aide d'un hyperplon défini par une
forme linésire qui appartient au bidual de b((@)). S'il est borné, il est

enveloppe fermée convexe de ses points extrémoux [7].

PROPCSITION, - Un point extrémal my de M est combinaison linvnire de k
- charges premiéres au plas.:

DéMONSTRATION. - Il suffit de dénontrer qu'il existe ou plus k ensembles disjoints
de charse non nulle. Supposens qu'il existe (k + 1) ensenbles E tels que ¢

mo(E) £0; soit @

k
E' =8 -{) B, D
1 1 Ek+l
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par définition ¢
mO(E')>O

Considérons la correspondence biuniveque de 1'ensemble Jss charges et de Rk+1 qui

a la chargs ¢
k

n(E) = 2o, 5,6 VE,) +a,, oy(ENE")

associe le point (ao 9 8 g esey ak+1) e A M correspordle polyédre M! défini
par ¢

ay =20
k
fo= £, dn "'Z dm - i I
<m, fy 1 MEEY L f; dmg =04 €1
E ' B A
i
(m-»’ fi> see éci i 612

my &5t extrémal dans M‘, donc le point (1 , 1 , eee 4 1) ost extrémal dans
M!' et, en ce point, on doit avoir (k +1) hynerplans d'appui extréme j par
suite un des a, au moins est nul, soit a4 . On aura @

k
ny(8) =& a, a(E NE,)

Soit F 1le sous=-esprce engendré per les charges premidres. La trace de M sur
ce sous-espace est un polyédre convexe, intersection de la pyremide simpliciele
de F awec les demi-espaces en nombre fini traces sur E des demi-espaces qui
définissent M . Cedba trace est l'envcloppe convexe de 8es points extrémaux et
ss fermeture est M . Donec M est un polyedre topologique, enveloppe fernde
convexe de ses points extrémaux (d'aprés le théoréme précédent ).

4+ Extremum d'une fonction sur un polyédre.

Déterminer 1'extremum d'une fonction lindaire £ & valeurs réelles, définie sur
un ensemble ccnvexe C , revient & trouver un hyperplan d'appui de C , parallele
3 une direction donnée. Dans le cas ol l'ensemble est compact, on sait qu'il existe
toujours un tel hyperplan et'qu‘il contient un point extrémal de 1l'esnsemble G .
On peut plus généralement se demander quand une fonction convexe & valsurs réelles

atteindra. son maximum sur un ensemble convexe donné et s'il existe un point
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extrémal ol ce maximum est atteint.

PROPOSITION. - Soit C un ensemble convexc dans un espace métrisable, enveloppe

fernée convexc de ses points extrémoux, f une fonction convexe qui atteint son

paxinum sur C 3 alors ce maximum est atteint en un point extrémal au moins.

DEMONSTRATION, - f est une fonction continue 3 supposons que l'on ait ¢
f(x) = M

Par hypothése x est point d'accumulation de points coubinaison linéaire

X
i
d'un nombre fini de points extrémaux, donc

k
f(x) = lin f(; x1) =M
b

i

Si pour tout x
f(xi) <M
0

on en déduit aisément que f£(x) <M, ce qui est impossibles

CCROLLLIRE. - Si P gest un polyédre borné dnns un espace de dimension finie,

i1 existe au moins un somaet de P ou une fonction convexe atteint son maximum

(on voit facilement que l'extremum est atteint sur une facette toute entidre).

On déduit acussi de cette proposition qu'uns fonction convexe qui atteint son
maximum sur l'ensemble C dJdéfini au paragraphe 2 l'atteint en un point dont au
plus k coomdonnées sont différentes de 0 . Toute fonction convexe faiblement
seni-continue supériecurenment dc¢finie sur le polyédre topologique M du paragra=-
phe 3 atteint son maximunm en un point combinaison linéaire de k charges premiéres
au plus (M est faiblement compact) 3 de plus ce point est unique si ¢

6(n) = Sf o febl@)

et si le systéme (f; y oee £y s f£) est compldtement régulier.

VAN .
THEOREME. = L'imnpe d'un polyedre convexes strict par une apnlication affine est

fermée. En particulier, toute forme lindaire définie sur un polyddre strict y

prend des valeurs infinies ou atteint son extremum sur une veriété d'appui.

(Rappelons qutun polyedre convexe strict est la trace d'une pyramide convexe
stricteayant O comme point extrémal sur un hyperplan affine, ou cncore un
ensembls convexs tel que le cbne dleppui autour de tout sous—espace soit ferné)e .
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DéMONSTRATION. - Soiecnt P un polyédre convexe strict, f une application
affine de¢ P dons un espace vectoriel F 3 P est 12 trace sur E d'une
pyranide convexe stricte P1 s contenue dons l'espace E1 =E + Reo (chapitre 1).
L fonction f se prolonge 1'unc naniére unique cn une fonction ¥ application
de E, dans F, =F + Re} ; le noyau de T ost le sous-espace translatd du
noyau de¢ f dans E . L'incge de Pi par F pecut 8tre identifide & la projection
de E& sur un sous-espace supplémentaire du noyau de T « Cette projection
est fermée par hypothése 3 l'inmage de P , trace de l'inage de P1 sur F est
done fermée. En particulier, si F est la droite réells, l'imags de P est 1z
droite entiére ou un scgient fermé (si £ est toujours finie)e Soit x wun point
ol l'extrermun e¢st atteint 3 1l'inmnge réciproque par f de cet extrerum contient
tout segnent dont x est point intérieur ; c'est donc une variété d'appul de P .
Renr~rquons que toute variété d'appui est une intersection d'hyperplans d'appui
extréne puisque le systdme des formes d'appul extréne est incompatible.

PROPOSITION. = Si 1'ensemble M du paragraphe 3 n'est pas borné, il posséde
quand nlme un point extrémale

DEMONSTRATION. - Soit M' 1'intersection de M avec le deni-espnce $
Sdm fg.Sdm' +1 ou n'eg M

M' est un polyeédre topologique borné dans b*((g) 3 dn atteint son ninirun
en un point extrénal de M' , soit my 3 my st combinaison linéaire de k +1
charges premieres au plus. Dans le sous-espoce Ek+l engendré par ces (k + 1)
charges, m, est point extrémnal de la tracs Mi+l de M' , eb par c® point
11 passe k faces du polyedre Mi+l 3 comme

0

Sdm < dn! +1
cecl revient & dire que m, 6st combinaison linéaire de k charges premidres

au plus.

REMARQUE. - Il ne semble pas que l'ensemble M ainsi défini soit un polyédre
topologique.
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