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SUR LES DEUXIEiES OBSTRUCTIONS.

par Carlos A, A, de CARVALHO.

1. In.roduction.

Soit E un esprce fibré localement trivial, de projection ., dont la base
K est un complexs localement fini connexs et dont la fibre F est un complexs
fini asphérique en dimensions <«n, n »2 . On utilise le symbols &, W K) .

Soit G un groups abélien. On désigne par G 1s faisceau, localement simple,
4

de base K et de fibre G utilisé pour construire la cohomologie de Cech dans

(E, v, B) « Le plus souvent G = ool Ty = Tfi(F) pour i=n,n+1,

Soit Ko un sous=-ommplexe de K . Soit £, une section de E sur K0 .
_ Supfosons que 1'obstructlon (dans le sens d'Eilenterg-Steenrod)

(£,) ek, 3T,) soit nulle. Soit £ 1lextension de £ 2
K UK el ! ou K designs le squelatte de dimension n >0 d‘'une subdiv:.sion
cellulaire S de (x, K, ) o lLa deuxiéme abstruction & l'extension d‘une
section qui coIncide avee f sur K uK est sz(f) eHn +2(K K s n+l) .
n+2 (£) a 1'a1de des invariants définis pour des dimensions

Nous devons exprimer C
plus petites.

Dans le cas ot F =8" (n 22), Se Do LIAC [1] a trouvé des formules qui
généralisent des résultats de STEENROD., BALTYANSKII et HOPF. La méthode de LIAO
consiste 3 plonger d'une fagon convenabls &, ¥ K) dans un espace fibré associé
a (E, ¥ K) dont la fibre est s® » 8% car sl (s™ = Sn) =0 (cfs para-
graphe 4)e

Pour étudier le cas général avec la méme méthode on utilise les résultats de
J. H. C. WHITEHEAD [3] comme ils ont été présentés par LIAO en [2], p. 545-549.

On introduit une obstruction réduite R (s) e ¥ (x , K 3 ¥,,) ob
ey = 1 n+1/ YT, s B8 T, (F) = 0, (F) étant définie d'unenfagon naturelle
(cf. paragraphe 4). la condition (f) = 0 remplacs QA (s® +s® =0.
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Nous nous bornons & démontrer le théoréme d'extension de Liso.

REMARQUE. - Nous ne revenons pas sur les hypothdses qui ont été faites dans ce
paragraphe. Ainsi

1 (B, ¢, K) dlsigne toujours un espacc fibré dont la tase K et dont la
fibre F ont les propriétés indiquées ci-dessus j

n+l

20 ¢ n+l

(fo) =03 si Ko = 0 alors la classe fondamentale OC (E) =03

3° la section f est une extension de fo a Ko UK

nil sl K°=O alors f

est une section de E sur Kn+1 H
4° F désigne toujours un complexs fini asphérique en dimensions < n y D =23

5° K est un complexe localement fini connexe.

2+ Plongement régulier.

Soit (E:2 ’ ‘fz ’ K ) 1l'espace produit (cartdsien) de (B , ¥ » K) par lui-
mémee Soit (ﬁ » ¥~ 5 K) 1tespace fibré, de fibre F° , restriction de
(E2 ’ &fz ’ Kz) a 1l'image de K par 1l'application diagonale K —> K2 o Le
groupe cyclique Z, opére sur o de fagon 2 induire 1'identité sur la base.
Par passage au.quotient on obtient un espace fibré (EEZ] ’ '\?[2] s K) dont la
fibre est le produit cyclique 2 =F *F ot dont le groupe structural est

by

isomorphe & celui de E

Soit T F2 -#FEZ] la projection canonique de F2 sur l'espace des orbites
« Soit 2. un point donné de F . Désignons par z(F) 1n partie de F{:z]
formée de tous les points Ty , z) , y €F . Ltapplication y = T(y , z) est

un homéomorphisme de F sur z(F) « Elle définit un plongement régulier de F

dans F[2] °

Le groups 22 qui opére sur F2 est engendré par la transformation
te (7 s 7)) =, 7)), y; € F o Soit £ ¢ m9@F° 5 o) = HIE® 3 G)
1'homomorphisme induit par t o Scit 1F € HO(F $ Z2) 1l'unité de 1'anneau de
cohomologie de F 4 La classs u x 1j € Hq(F2 3 G) pour chaguo u €HS(F ; G) .
Soit T : HY(F ; G) —)-Hq(F"a 3 G) l'homomorphisme qui 3 chaque classe u
associe la classe F(u) = (1 + ‘b*) (u x ]F) élément d'un sous-groupe'de.
Hq(F2 3 G) « Soit T 4 Hy(F 2]; G) --)Hq(Fz $ G) 1l'homomorphisme induit par
la projection T+ Lo considération des groupes de cohomologie (de Cech)
invariants par 22 permet d'assurer que * est un isomorphisme de
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Hq(B£2] $ G) sur F HY(F 5 G) . Soit we HYF ; GB-)HQ(F['?'] $ G) 1'homomore
phisme u—> w(u) = 7 *-t F(u) « Soit 1* ¢ HY( s GE —> HY(F ; G) 1'homomor-
phisme induit par le plongement réguliecr de F dens » Pour montrer que
1'homomorphisme W posséde la propriété 1* p = 1l'identité, il suffit do consi=
dérer le diogramme 8

18 2] | o) L5 1) ;5 0)

(1) Tf*l ‘\K l”ﬂ'* h;
2@ 5 ) —p 5 )
S

ou h: 6st l'homomorphisme induit per 1l'application hs s y>(y,8), yeF.

En générel le plongement dégulicr de ¥ dans FEZ] ne s'étend pas a tout
l'espace E o Pour qu'il en soit aimsi il faut l'existence d'une section g de
E sur K .En offet, soit ht E =B 1tapplication définie par
z=>(z,¢g y(z)), z €E. ]'.S]plongement rggulieﬁ'zji de E dans 5[2] est
défini par 1= Ths E->E ou Tr: E ~>E est la projection
canoniquez. Le plongement i est compatible avec les structures fibrées de E
et de E .

La condition Gn+1 (fo) =0 donne une section £ de B sur K, U Kn bq ¢ 0n

est obligé, si on veut utiliser l¢ 1 , d'introduire un plongement partiel parti-
culier. .

Supposons que din K =n + 2 , Soit S' une subdivision simpliciaie de S
(cf. paragraphe 1) définie de la fagon suivante : pour chaque (n+R)-simplexs

5?2 ds S, ,a'ng' Ko s 11 exists deux (n+2)-sinmplexes 6‘;!:2 ot 6'21‘2
tels que ¢ c‘n+2 ’ 6‘n+2CInt 5‘n+2 3 = s o_n+2 =0 4 S50it K 1ls sous=-
i- i+ i i+ i~ -
n+2

complexe de K obtemu en snlevant en X 1les intérisurs de tous les 6 jm  *
De méme, pour K , ¢ Lo bord de chaque o‘iﬁz (¢2+2¢ Ko) est un rétract

de déformation de 6':+2 - Int ey‘?jz « Ie relévement des homotopies donne une

extension f de f qul est une sectionde E sur K_ . On a de fagon analogue
une section f, d62 ]E suE-2 ]K , ¢+ Alors (E_, Py K_) peut &tre plongé régu=-
lidrement dans (ﬁE » 3774 KD .

Sojg K! le sous-complexe de K  obtemu comme réunion de tous les 66‘?_*2

n - -

: * 2

(G_'i ¢ Ko) . L'hox:omorphism | R Hq(Fg ]]; G) ~=>Hi(F ; G) adnet une exten-
sion naturelle ¢ i” HP(K_ s Kt Fq(F[ 3 ) > HP(K_, XK' 3 TE(F 5 6)) o

“e
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IEMME 1o = I1 existe un homomorphisme
pe o Hp(K_ s Kt 3 HU(F ;.G))v-—-sH"(K_ s K' 3 ﬁq(F.[?'] 3 G))

qui, composé avec 1* s donmne 1'identité. Pour g =10, ) ainsi que 1* s Sont
des lsonorphisncse.

DEMONSTRATION. = En effet, 1'homomorphisme pt HI(F 3 G) —)Hq(F['?'] ; G)
donne un isomorphisme ‘A‘S Hp(K_ s K! 3 M ; 6) %Hq(K_ » K' 3 pﬁq(F ;3 G)) .

L'inclusion lqu(F 3 G) C Hq(FEZJ 3 G) donne 1'homonorphisne

Wr PR, K pTE 5 6) = B, K5 TERT S 0) et o= o

3. Extension Je 1'homonorphisne B oo

Supposons désormais que tous los faisceauxde coefficients sont sirples<On pose pour
simplifier la notetion %[2] = ‘{v’ H B2 ‘f"l () .
Si F=8" (n2) 1a suite de Gysin généralisée par THOM et CHERN-SPANIER,

donne

dn+1 D o p o -
s S B LK, @) > EE, ¢ (K) 5 6) > (K, X 3 E'(F ;G))
(2) » 4l

4y Pk, K 5 G) —> ...
Corme ¢ (fo) =0 et coome K est connexe, un raisonnement classique permet

d'écrire la suite exacte ¢

-1

(3) 0 —H(k , K 3 G) i:)Hp(E ¢ (K) 5 G) B, wony » K5 HYF , G)) =>0

On seit que pour p =n , (3) est une suite exacte ménme si F # s?‘ .

Encore sans l'kypothdse F =8" , soit 1 € E°(K ; 2) nE°(K 5 HY(F 5 2))
1'unité de 1'snneau de cohomologie de K . Dtaprés (3) il existe © e (B s 2)
tel que p(0) = 1y o On sait que- (3) donne la décomposition ds HP(E , \.F—l (Ko) ; G)
en sorme directe due & CHERN-SPANIER 3 :

(4) PP @E , \(1(Ko) ;0) =q¢" P&, K ;G s0U \f* P , K 5 6)

ot 1ls cup-produit est défini de fagon naturelle (G est un Z-module & droite)s
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Corme pour deux ecspaces de néme type d'honotopie leurs produits cycliques ont
aussi le méme type d'homotopie et comme F est un conplexe fini et asphérique en
dinensions < n il en résulte que F 2 est un complexe fini asphérique en di=-
mensions <n . Sous 1l'unique hypothése de 1l'asphéricité de F J on sait que pour
p=n, (2) contient une partis d'une suite exacte. On a donc &

0—H(K , K_; G) -\gﬁn(\‘»-l(K) V) ;@) bvx, k3 BE21, o)

(5) A
& g K 56 .

Supposons qus dnK=n+2 . 0n fait en (3) et en (5) ¢ K=K_ et Ko=0;
p=n et G=2 . Le plongenent régulier 1 ds (\f—l (x), ¥ K ) dans
(\!J-l (X)), ¢, K) induit un homomorphisme entre les suites exactes i

0 - H'(X_; 2) ﬁn“(\f»'l(x_) 5 2) &5 B ; 2) =0
2

0= HY(K_; 2) -“L’-;Hn( \P‘I(K_) 5 2) HE®_; H”(F[”; z)),ir-l-inn“(x_ 3 2)

od } est l'homomorphisme du lemme l. Soit J = p HO(K_ 3 BB(F 3 2)) . dm‘l(J') =0

car ™ T*J = ®* (@ (x_;H(F372))) =0. I oxiste donc un sous-groupe J' de

H( \p"lfx_) 32) telque P(I') =J.Pour F=5", soit © eHn(\f'l(K_) s Z)
tel que p(6) =1y o Il existe b, 8 €J' telque 1* p, 6 =0,

IEME (fondamental) 2, = Si F =S (n »2) il existe un homomorphisme
b BP(OED) , ¢THED 5 6) = EP(ED 9K 5 6) tel que
e ek\f*(u) = \(’*(u) pour chaque u 6Hp(K_ s KV 5 G) 3

be @6 v \f*(u)) = pq © U\f*(u) pour chaque u er-n(K_ » K* 5 G) 3

e

Ce i*}u = 1'identitd,

nontre que l'homomore
G) est injectif. La

J
DEMONSTRATION. - La suite (3) avec K =K_ et K =K
: -1 -1
phisme ¥ 1 HPEK_, K! ;3 G) > E (¢ (K) , ¢ (K!)
commtativité du diagramme ¢

‘y P(K_, K'

BP(§E) , ¢ &)

!
-
.
3

G) Q’*

“we

mﬁ?ﬁq4m3,¢4wp;q>

‘oo
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donne alors ¢ 1* ¢ ¢ H(K_, Kt 5 6) w @ BP(K_, K 5 G) et ¢ ) = 1% ()
pour chaque u € B (K_ ’ Kl s G) . Auesi

¥y 0 VyFE) =1 gy o vt Yrw) =6 v )

pour chaqus u € HP™(K_, K! 3 G) . On a donc

2y o VY TR LK ;O M0 L gt PR, K5 0) .

.e

Dieprés (4) 1* définit alors un isomorphisme :

Fr TP, K50 e gy 0 U EPRE_ L, K15 0)
(6)
) Hp(tf'l(K_)l ’ f'l(Ki) 3 G) .

I1 suffit maintenant de définir W comme 1l'inverse de 1'isomorphisme (6). I1 est
évident que les propriétés (a), (b) et (c) sont vérifides.

4. Obstructions réduites.

Soit w ¢ shH ~ 5" uns application donnée qui représente un géndéreteur de
1(Sn) , avec 1'invariant de Hopf 1 dans ls cas ot n=2 (S et g+l
Spheres orient.ess). A chaque application x 3 S© ~>F ,, on associe 1'applica-

tion W X ¢ n+1 —)Fn 4. OU Fn désigne la Squelette_de dimension n d'une
subdivision cellulaire du complexs fini, asphérique en dinensions <n, F .
L'ensenble des classes [w x] forme un sous-groupe ¥ el = \5n+1 (F) de
l(F 1) s et est un invarient topologique d¢ F « J. He C. WHITEHEAD a étudié
en [3] des opérations cohomologiques H (X , X 5, ) -—7Hn+2(X X3 ?.‘n-fl) .

I1 s'aglt du carré de Pontrjagin p, pour n = 2 et du carré Sg pour n >2 .

Soit Vi Y 4 (F) = Vel (F) 1o restriction & X n41 46 1'homomorphisme
induit par 1'inclusion Fn 1 F . Soit

=, +2 . +2 .

Vi B@, K g g E &, X5 wy,)

1'homomorphisme inciu_it par v .« Soit P = ] p, ot soit qu = §>S o LIAO a
montré en [2], p. 545-549 que (Kz) = 0 et que, pour n >2 , Sqw(K ) =0 ou
K & Hn(F H ) est la classe fondamentale (obstruction & la const.ruction) de
l'espace F . Soit.
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(7) oo = 13@E2] 5 0) -J;HQ(FEZJ; 6) L5 B 5 G) = ..

la suite exactf associée au couple (F[ ] s F) obtenu par le plongeuent régulier
ds F daons sz « Pour n>2, Sq r\( )‘-Hmz(F[ 5 n+1) eat tel que

3* qua_,}*(K ) i:Sqi(K .) =0 . Do néne pour w\L(Kz) & H4(F[2] 3 Ty ) + Dieprés
t7) 11 existo K., € Hn+2(F[2] Fjom,) tel et §5(K5) = Sq>,, t.v(Km)
pour n>2 , et § £K4 =P,, P&} .

Comme (por 1'asphéricité de F en dimcnsions < n) 1T (F )T (F) , chaque
classe [X] € rrn(F +1) détermine univoqueient une classe ds - (F) « Ltapplica-
tion @ définit un homonorphisne o T (F) = ¥ el (®) qui, conposé avec ¥
donne 1'homororphisme Y = o T, (F) A- LU (F) . Désignons encore par
Yot = 9T, (F) et soit =71 (F)/grn(F) « Do 1la suite exacte 3

0= ¥na > T4 L 'l 77 0
on déduit la suite exacte ¢

o-»u‘”z(xb, K 3 Ypu) - ¥ , Ky 5 Fpuy) -L;HI”‘?(K 3F ) =0

On appslle obstruction réduite (1) o? +2 (£) eHn+2(K , Ko 3 F 1) 1l'image par
3* de la deuxidme obstruction cn+2 (f) « Lorsqu'on suppose que o® 2(f) =0,

essentiellenent on ne considére que les deuxiémes obstructions & coefficients en

¥n+l F) .
Supposons que F = st (n>2) « Pour n=2, F; =p est renplacé par le
oup-produit défini (avec les hypothdses usuelles sur 1'invariant de Hopf) par
1'accouplenent m, @ -é T n+l (qu'on utilise asussi pour n >2). Sq . est
remplacé par le carré de Steenrod qu . K ¢ Hn(S Hn) est un générateur
(st Hn+2 gh n
de (8", 2) et K, estun generateur de (S , S 3

+1) ¢

F 4 =0, et 1'obstruction réduite 0™2(£) =0 . 0na s ™ (S 2 s") + 0

(ctest ici que la condition n 2 sst essentielle). En effet, s° £ 5° est 1s
plen pro,]ectif complexe et TT (S * s ) =0 « Pour n >3 on utilise la subdivi=-
sion de " 25" en cellules ouvertes due a STEENROD : c, v Cn LG, . Soit

=0 v C,  qui est homéomorphe & s® , I1 est évident que H (Sn*sn n'Z) =0
pour q4 n+2 o L'isomorphisne de Hurewicz donne T el (S + s” , wn) =0 .

(1) Cette notion résulte d'une suggestion qui nous a été faite par S. De. LIAO.
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L'honomorphisne d 3 T ., (s » s® ’ W) > ‘“n+1 (™) est surjectif. La suite

exaote d'honotopie donne alors‘ T.Tn a (Sn * Sn)= 0 « Ceci permet d'énoncer

LEMME (fondanental) 3. = Soit £s 8 dﬁ_n+2 - s? l'appllcatlon qu'on obta.ent
3 partir de la restriction dé la section £ a 4 &8% pour chaqus (n+2 )=cellule
orientée o g6 X ’ n+2 <f K + £, se prolonge dans S" # S® sur

3
P | 81 fao o8t uns tells extension, alors f3 "’(Kn +2)'¢=511t""*3(v“’“2,dé‘"‘z W)

est l'elcment représenté par la cochaline oxf(op ) o ¢ est la classe de
Tt (s®) représentée par £5

Le cas générel peut 8tre obtemu 3 partir du lemmes 3 en y ajoutant ls condition
n+2
(£) =0,

5¢ la classe O(f) .

Pour cheque x €K , soit Ki E.Hn( L{ (x) AN ) 1la classe fondenentale de
(x) o Y est lo projection de (E , v, K) . Soit K" ¢ HO(K ; H*(F ; ™ ))

la classe dont la valsur en chague sommet x €K est K_ o La suite (3) avec
kK, =0, p=n et G=T| , permst d'assurer 1'eJd.stence de a ¢H(E ; TT‘n) tel
que {b(a) =K . Par définition t 6(f) =a - ¢* £5 0 ¢ H*(E ; ) « La classe
0(f) est indépendants de a € H(E ™, ) tel que p(a) = K® . Il est évident
que 6(f) est l'unique élénent de H'n(E L ) qui satisfait aux conditions @
¥ 0(£) =0 ot p(O(£)) =K . (£ est dc_finie sur K ..) . *

Soit 9* : H'(E ; ‘r ) = HY( ' (x) 3 Trn) 1'honomorphisme induit par
1'inclusion ¢ 3 'f (x) CE, xe¢K . On peut renarquer qus la condition
P(a) =K® o) a € Hn(E 3 T, ) est équivalente a f (a) = Kn pour un point
arbitreire (K est comnexe) x €K .

Supposcons désormais que F = s® (0 22) et quoc din K=n + 2 . Cette derniére
hypothese n'est pas essentlelles En effet, tous les invariants topologiques H
e(f) , (f) s stcey ainei que les opérations cohomologiques dont il sera
question comrmutent avec 1'homomorphisme induit par 1'incluaion K ni2 © K. Dun
autre cbté, l'inclusion 1 ¢ K 4 € (x +) 4 donne i* f = ¢* , Alors e(f) et

n+ D o
6(£,) , ainsi que ¢ (f) et ¢ (£,) sont chaque couple, deux ococyclss de la
méme classe ds cohomologiee On peut doncraisonner come si £ é&tait définie sur K .

Soit K" 1e sous-complexe de K réunion de tous les o—g *2 | Soit B'= El.)\l:'1 (x) .
E et ‘l’ (K ) sont des sous-ensembles fermés de E*. On peut alors considérer

le diagramme : -
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-l -1
f/,.-ﬁp(nf (K, ¢ (K1)56) \

B (E, ¢ (€1)50) e BPEY, ¢ (kn) v ¢ (x1);0) 2P (k) ¢ (K2)50)
1% h
(8) y 1* 7 %
HP(E;G) i Hp(E* ; G) <-L-—HP(E*,E;G)
1* %
2

P );e)‘——-%npue (x_)s)

o $ G= Trn(Sn) ou G= T . (s®) . Les honmonorphisnes g de (8) dont définis
dans le lemme 2. Tous 1lss cutres homomorphismes deé (8) sont induits par des
4inclusions. On a donc la commutativité dans les carrés ot dans los triangles du
degramme (8). Ltexcision donne 3

s BE, @ 5 0 R BP(PT ), ¢ () 5 6)

*

vt PE, e am vyt 5 o) AP R, YR 5 )

L'application des homomorphismss de la derniére ligne de (8) donne, d'aﬁrés la
condition (c) du lerme 2, 13 pi o(f) = 1* a(g) . Un argunent usuel permet
d'assurer 1'existencc dtun © (f) EHn(E 3T (S )) tel que 11 9 (£) = o(f)
ot 12 o (£) =p 1% a(s) . I1 on résulte que 1¥ s¢° o (£) = = 82 o(f) et

12 Sq eo(f) = pi* Sq 8(f) pour n >2 ., De fagon analogus pour ls cup=produit.
On suppose, pour simplifier que Sq représente aussi le cup-produit lorsque
n=2.

Sott 1'% : H'™(E ﬁfi-l(K") 3 17n+1(3n)) » % ; Trml(,sn)) .

a* 1) s o(e) e R (y (k) , V‘I(K') g om 6™ .

Diaprés la commtativité de (s), 1 g et @t o*h) ¢ o(£) = 5¢% o(£)
et alors 1:[342 Oo(f) - jl 1 P (:!. % ) Sq e(f)]) =0 + I1 existe donc
vn#Q € Hn+2(E* » B3 Tha (s®)) tel que

% n+ *—1

%
3* PR = s 6, (f) - 3;
Soit £ 1la section de Ko v K+ o Comue L (Sn * Sn) = 0 ,, la rgstriction de

w* 1*) sq e(e)
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f & K _nK_ ee prolongs & une section f' de «\1-1 (k) sur K_+ Soit £7

1l'application K = E* qui coIncide aveec £ sur K" et qui coilncide avec £!
sur K_« f" coincide alors avec f sur K, et définit des applications
(K, K)=> ‘B* ,B) ot (X, k)= (e* E) On cbtient ainsi le diagrarme
conmutatif ¢

%
2@, B 5 T, 6™) et v, 57)

en* en*

(9)

2, K5 T, (67) j—;;)ﬂ“*z(x JK 5 T, 6") .

n+1

A partir du lerme 3 on peut montrer [3] pe 175, par un raisonnenent typique
pour les obstructions, que ¢ 2(f) ¥ (v n+2)
le 26 triangle du diagramne (9) pour cbtenir: C

« Pour KO = 0 on peut compléter
n+2 * n+2
(£) = e (3* v)

IEME 4. - £ § 17 6(£) =0 ot Y0 (£) =0, ob P, est défini dans ls
lemme 2.

/
DEMONSTRATION, -~ Les carrés et les triangles du diagrarme @

B (K 5w (™) > (K 5 (5.))

en* ik
(10) - HEE* ; 14’)) T‘f* Tf'* \ ;If‘(\l*"l(x ) 5 m (7))

\ HE 5y (5™) 5 H (o7 ) 3w, 6%)
gont commutatifs. Alors
i 1) = 0% 1 o(e) = 1% £ o(p)
et

f*‘e(f) =0 .

gn* e'(f)—f e(f)-f 8(f) =0 .

IEME 5. - Sott K =0 .Soit T': R, x5 6) w2 (x_, k' ;5 0)
1'isomorphisme induit par 1'inclusion I : (K_, K!') < (K, K") . Soit
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T*; g +2(K , K" 3 G) — 1 R (K 3 G) 1'homomorphisme induit par 1'inclusion

T's (K, 0) C(K, K") . Corme K" est la réunion des sinplexes disjoints,
T'* est aussi un isomorphisme. Soit g )=@71D *-1) Cn+2'(f) (avec
6=, (8%) . hlors : TR(£) = - 1% et 1*7) s° (o) .

/
DEMONSTRATION + = D'aprds ls lems 4, £1* Sq° 0 (f) =0 . 0n a alors 3

" (g) = en*(3* **2) = - o0 et et 1'}’) Sq° 6(£) . La dé onstration

s'acheve par la considération d'un diagramme cormutatif convenable ol on mont.re
qe £1% = @ T pot gF p*t

6. Théordne d'extension de Liao.

Le faisceau de coefficients T, (S") est siuple. En effet, pour n =2 , cela
résulte du fait que si g est un automorphisne de S2 et h s’ 83 — 82 alors
h 2gh . Pour n>2, il est évident car LU (S ) = Z, » Pour élininer
1thypotbése qus ')T (s™) soit sinple, on considere la classe 6(f) ¢ H'(E ; ZZ)
inage de O(f) par la réduction modulo 2. O(f) peut 8tre définie & partir de
la classe unité K- =TK € H°(K ; Z2) .

THEOREME d'extension. - Soit (E s ¥, K) un espace fibré sphérique de fibre
s? (b »2) dont la base K est un conplexe localenment fini connexs. Soit f
une section de E sur Kn a° Alors la deuxiéne obstruction Gn.h? (f) A l'exten~

sion d'une section qui coincide avec f sur Kn est donnée par les formules
suivantes

¢* 6™ (e) = 8(e) v ¢* p 8¢° 8(£) +84°0(€) , n >2

*oHe) = 8e)o ¢ BRIV 8(2) + B(e)L Ble), n=2.

EEMONSTRATION. - Soit 1" + HP(E ; 2,) — BP( . (K ) 5 7)) l'homomorphisme
induit par 1l'inclusion ag (K ) CE ., 11 est évident que p(i o)) = 1 .
La suite (3) permet d'éerirs le diagramme commutatif @

(11) 0 = H°(K_, K! ; 2,) iin(?"l(K_) kD) 5 2,) DEPRE_, K 5 5,) >0

TI* Ta¥ TI'*
*
(12) 0 > ¥k , kv 5 2,) HEPE , ¢ &) 5 2,) B g, gy Z,) >0
l]_‘:* ¥ ' l}_‘y*
* A 4 :

(13) 0 — HP(X ; Z,) LN HP(E;zz) Lt PR Z,) >0
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ou ¥ R ™ ’ 1* ot T'* gsont les isomorphismes définie dans le paragraphe 5.

i

BU* 8(e) v gt p(* 1*) sq® e(e)) = P(* B(e)) v e 1™ s B(e)

p* 1%y s B(e)

S1 1'on pose. |
22— 1% §(e) Lg* pat 1*) sq B(e) - (1F 1Y) 5P B(e) e
enn*z(\f'l(x_) , xy"l(KL) 3 Zy)
_alors

n+2

pz=") =0

Dreprés (11), il existe 2™ e K™3(k_, k' 5 2,) tel quo 2% = $*@m®) .
La section f' de ¢'a(K_) sur K_ (cf paragraphe 5) donne :

n+2

f,* P’Z - f,* P‘Y*(Z'n+2)

qui, d'aprés la condition (a) du lemns 2, donne

f'* \P*(Z‘n'.'Z) = Z‘n+2 .
La condition (b) du néme lemme 2 donne ¢ |
% kel 2w t L x N % 2
£ w1 B(e) Ly * B * 17) 5 B(e)) = £t p, 1 SRy et WY pat 1 s o)
=%y 12 6(e) upE* 1*) s B(e) = 0
car ls lerme 4 donne
f'* Py i* g(f) =0 .
On a donec
n+2

2™ = oot @t ™) s B(e)

D'aprés s lemms 5, 21°%° = §%*2(¢) . Alors :
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*-P*(T* T'*-l) cn._-.g(f) _ 1* g(f) U L(l» P(i* i'*-l) Sq2 a'(f) - (1* 1,*—1) qu "é(f)

Mais les isomorphismes 1¥ ot T entre (11) et (12) donnsnt

1*8(e) v 9* pa* 1% 8¢° B(e) = 1*(B(2) vyt pL*) s Ble))
et
1t 1t 56 8(e) = @) s Bee)

donc 3

¢ T T () = 8(e) v ¢t £t s Ble) - @) s Ble)

La démonstration s'achéve par la considération des isomorphisnes 10* et 3."*
entre les suites (12) et (13),

7. Remarques (LIAO),

1° Le théoréme d'extension (absolu) permet d'obtenir par un raisonnement classi-
que, ol on utilise 1'homomorphisme de Steenrod, le théoréme (d'sxtension) rela-
tif et le théoréme de classification correspondant.

2° D'aprés les résultats de THOM, {5(Sq:K ?))(f)) = let , O Wg désigne la
k-1&me classe ceractéristique de Stiefel-Whitney (réduite modulo 2).

3° Dans ls cas orientable (groupe SO(n)) -on peut utiliser certains rdsultats
sur les transformations antipodiques pour sinplifier les formules obtenues.
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