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SUR IES ESPACES DE BANACH AUTOADJOINTS
par Kurt IEICHTWEISS

i. Introduction,

' le sujet de cet exposé est la considération de certaines sortes d'espaces de
Banach, Commengons par la '

DEFINITION, - Un espace £ est nomé espace linéaire normé, si

by

10 :t est un espace linéaire & coefficients réels et
20 L est un espace normé, c'est-i-dire que pour chaque élément x e il
existe un nombre réel non-négatif ||x || avec les propridétés suivantes :
x|l =0=2x=0,
x|} = lat] lIx || (b= rée1) et

oo x+yll gllxll #llzll .
Alors ou bien :

.3° L est de dimension finie et nous 1'appelons espace de Banach de dimension
finie ou plus court espace de Minkowski F1j ,

ou bien
40 f est de dimension infinle. Dans ce cas, on peut supposer de plus ¢

50 f est camplet par rapport & la topologie de la norme ou,autrement dit,
L est wm espace de Banach (de dimension infinie) 73 .

60 L est séparable par rapport & cette topologie.

Dens la théorie des espaces lindaires normés on considére les applications
lindaires et borndes d'un tel espace £ dens 1a droite numérique appelde les
formes llnealres sur £ . Elles forment un espace lindaire norme, 1'espace
adjoint ou duel £* de 1'espace £ s 81 1'on définit :

£+ =£6) + g, 1,ged™,
x£)(x) = af(x) ot
el = suwp  |£(x)] .
lx [i=1

X
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x € 4’ étant £ix6 et fe L™ Stont variable, f£(x) = F, (f) estwe forme lindairo sur
4% . Alors x —~>F, (f) est une application canonique de A4 dans L** qui

est linéaire et preserve la norme. Si cette application est une bijection sur,

A est nomé réflexif i

DEFINITION, -

7° L'espace lindaire normé A est réflexif, si pour n'importe quel F & :f,‘ *
il existe un x € tel que F(f) = £(x) pour tous fe L™ . Chaque espace
de Minkowski est réfléidf, puisque on a la représentation

£(x) =w, 81 RTTIX-W én (xz (Sl y eed ;Jn)) i

Le plus simple exemple d'un espace de Banach séparable est I‘eepac_e d'Hilbert
réel dont voici la

bEFmITION. - On dit qu'un espace de Banach séparable est un espace d'Hilbert
réel ,Sf y 8'1] satisfait aux conditions supplementalres s
8° Pour deux éléments quelconques x et y de " on a défini un nombre réel,
le produit intérieur <x , y> , avec les proprietes suivantes
{x, 37 =<y, %>
be <X +y,2>=(Lx, 2} + <y, 2
Co X , y> = &<Kx , ¥y et
% <x, x>y =lx)*.
De méme le plus simple exemple d'un espace de Minkowski est l'espace euwslidien
dont l'espace de Hilbert (réel) est la généranlisation pour une dimension dénombra=-
ble. '

Alors on peut se poser le probléme de caractériser ,1:; sans utilisation du pro=
duit intérieur parmi les espaces de Banach séparables. Il y a beaucoup de telles
caractérisations dans la littérature. Nous en voulons citer les deux plus
importantes : v '

t 10 J, von NEUMANN démontra-en 1932 qu'un espace de Banach séparable (de Minkowski
avec 1a relation ||x + y I +llx = y 12 =2(llx[I® + Iy I®) est wn espace de
Hilbert (eualidien).

20 W, BLASCHKE et M. M, DAY démontrérent en 1341 qu'on peut remplacer la
relation de (1) par le postulat de 1o symétrie de la transversalité, si la di-
mension de 1l'espace est plus grandeque 2 . Ici x est transversal & y , si
ly +axll > |ly |l pour tous les ¢¢ . Dans le cas de dimension 2 , J. RADON aveit
construit des espaces exceptionnels en 1916,
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Ie commencement de nos considérations concernait la question : Existe-te-il datrtrus
propriétés caractéristiques de 1'espaceds Hilbert (euclidien) parmi les espaces
de Banach séparables (de Minkowski) ? Dans ce but remarquons que 1'espace du’'Hilbert
(euclidien) est réflexif, puisque chaqus forme lindaire f£(x) de cet espace
peut 8tre représentée comme produit intérieur : f£(x) = (x , y) . En posant
fy'(x) =<x, y> , on a une application A de l'espace dual sur 1l'espace
fy -~y , qui est lindaire et préserve la norme, Car |f (x)l =|<x, y>1<lixll Iyl
(inégalité de Schwarz {) et |fy(y)| =l<y, y> =y IT lly | + Nous exprimons
cela en disant que ces eBpaces sont autoadjoints, et nous définissons plus géné=-
relement '

DEFINITION, -

100 L'espace lindaire normé £ est nommé autoadjoint, si - et I sont i80-
moi'phes, clest-a-dire s'il existe une application A de £™ sur £’ lindaire
et préservant la norme.

Au premier moment on pourrait croire qu'un espace de Banach séparable, réflexif
(de Mikowski) et autoadjoint est un espace de Hilbert (euclidien), Mais E.R.
LORCH a déja construit des contre~-exemples en 1945, Néanmoins 1'étude des espaces
de Banach autoadjoints fournira beaucoup de résultats et en méme temps une foule
d'exemples non~triviaux, qui ne sont pas des espaces de Hilbert ou des espaces
euclidiens,

2. Quelques propriétés générales des espaces autoadjoints.

10 Selon des :théorémes bien connus de Banach chaque cspace lindaire normé
autoadjoint est nécessairement complet et donc un espace de Banach ou de Minkowski.
De méme pour chaque espace linéaire normé, séparable, réflexif et autoadjoint,
1'ensenble ||x || <M est faiblement compact. v

'2° I1 est commode de généraliser ud peu la notion d'espace linéaire normé de

la maniére suivante 3

DEFINITION, =
11° Un espace 4 est appelé espace linéaire normé généralisé s'il satisfoit a

tous les axiomes d'un espace linéaire normé sauf 1l'axiome _Hchc = Isf Il
fo. = réel), qui est remplacé par 1'axiome plus faible [lxx || =o|x |
(o positif réel),

Dahs la suite nous ne parlerons que des espaces lindaires normés généralisés
sans toujours l'indiquer. Nous remarquons que l'ensemble de toutes les formes



404

linéaires et bornées d'un espace lindaire normé généralisé forme aussi un espace
de cette sorte, si 1l'on définit la norme de f par

11a. ||£]] = | suﬁ) , f(x) qui est identique & la définition donnée pour les

X |i=

espaces linégires normés ordinaires. On n'a pas besoin de changer la définition
de "autoadjoint" et de réflexif" pdur ces espaces, parce que le théoreme d'extension
dea formes lindaires bornées de Banach est également valable dans ce cas.

30 I1 est possible d'introduire wn produit intérieur dans les espaces autoadjoints

de 2,2 , par 1la

DEFINITION, -
120 <x ) y> =A"'x(y) (complite la définition 10).

On a les propridétés suivantes s

as <x , y> est bilindaire,
be su <x,y>=1,si||x”=1,
ly fl=t
c. pour tout £ € {4 il existe un x de ,:(,'.‘ avec f(y) = <x,, 37 o
Inversement, s'il existe un produit intérieur avec ces trois propriétés pour un

espace linéaire normé généralisé, 1l'espace est autoadjoint.

DEFINITION, =
13° L'espace <, autoadjoint est symétrigue, si een prodwlt intéricur est
symétriqua. ‘

PROPOSITION 1, = Il est facile de voir que chaque espace autoadjoint symétrique
ost réflexif ona s A=A, od A% est l'application de +£™* sur {** qui
est duale do A et qui est définie par 1'équation 3 (A’g) (£) = g(af) .

En effet, f——x et g—F, enﬁrainent, d'aprés la définition
A
y=al®lr
F(£) = A% (a7 x) = g(as™lx) = (W) () = 87y (x) = ¢yyxy = <x7> = 47 2x(3) = £(y)

pour tous les fed * ., Puisque { est réflexif, on peut identifier F ot y ,
d'oy A = A% ., De méme 1'inverse de notre proposition démontrée est vrai. D'une

plus grande importance est la

PROPOSITION 2. = Pour chaque espace autoadjoint et réflexif A 1'application
C = A(Am)"1 est un automorphisme, c'est-a-dire, une application de 4 sur lui-méme,
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linéaire et préservent la norme. Elle est 1'identité, si et seulement si 4 est
symétrique,

Ce fait est évident, puisque l'application A¥ préserve aussi la norme & cause

Na* gl = glar) = sup glar) =llgll.
I T=1 ar J|=1

4° Nous répartissona les espaces autoadjoints en classes d'espaces isomorphes
par la

~ DEFINITION. -

14° Les deux espaces linéaires normés . et ,Cz sont appelés isomorphes,
8'il existe ume application T de "Cl sur :C'z lindaire et préservant le norme(
On éerit Cl“ o et ,f _T,C'

[

PROPOSITION 3, = Si 1,1 ot :1,2 sont isomorphes et si ;Cl - est autoadjoint
avec l'application Al ’ ;fé est aussi autoadjoint avec l'application

*
A2 = TA1 T
DéMONSTRATION. - Comme dans l= proposition 2 on voit que ™ est un isomorphisme

de .C; sur ,C; o Alors A, = TA, T est un isomorphisme de ﬁC; sur :(; .

5° On paut introduire un produit (cartésien) pour les espaces lindaires normés

par le

DEFINITION, - |

159 L'espace des couples x = (x1 , x2) d'éléments de deux espaces linéeires
normés avec la combinaison linéaire ox + ﬁy = (« X, +/.’;y1 ’ Ol'x +/3y2) et
muni de la norme [|x|| = (Hx ||2 + sz "2 1/2 est dit le produ:.t (cartésien)
;E'l x ,Lz des deux espaces ,\,1 et :[,; . -

:Cl x ',.C; est aussi un espace linéaire normé, il est algébriquement la somme
directe de ,CUI et ,Cé « De plus, on a
FROPOSITION 4. ~ (€] x :0)* ¥ »:3 |
' A\ * Rt N ad | . .
Ia correspondsnce fe€ (;[,'1 x,(;) <-—>(f1 y £5)€ Ll x ;Cz est déterminée - par

£f(x) = £ (xl)_ + £, (x2) . Alors elle est évidemment lindaire et
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1
2 2 ? = su X + su =
" (f]_’ 2) ” = (Hflu "f2“ ) puflu | fl( 1) ﬁ"f u fz(xz)
e, | = —L— b, | =
leyo2 ) e, t)]

= “xjuz (£, (x)) + £,(x,)) < xy m ;ll _, ) £,(x,)) = lel

“12“ = e

T (ARARE A B RS
clest-d-dire |f|| = 200 .

C.Q.F.D,

PROPOSITION 5, = Si les espaces :Cl ot 'f‘,; sont autoadjoints avec les appli=

cations A, et A, , leur produit est autoadjoint avec l'application A , qui
est la somme directe des A, en ce sens que A(f) = A(fl,fz) = (A1 £154, fz) .

i

REMARQUE , =D~ undis la proposition 4 Lp x LO1 est un exemple non trivial d'un
espage autoadjoint (% + -% =1) .,

3. Application A et exemples d'espaces de Minkowskl autocadjointse.

A pertir de maintenant nous faisons la restriction que 1l'espace cutoadjoint
est de dimension finie n , c'est-a-dire qu'il est un espace de Minkowski Ml .
Alors on peut représenter : x = (il, oo ,zn) et £= 6, eeep0n ), 8l
f est donnée par f£(x) = ok E)l + ees +°‘n€n s et x = Af s'éerit "en coor-
donnédes" s ‘gi =2f_l:_'.‘.air &, (=1, ..., n) . L'application A est donc induite

par le matrice A avec les éléments Ryp s et inversement chaque application
A . induit une telle matrice carrée. Si g= (B , «.o , A) , on conclut de

(A% g)(£) = g(af) = F(£) = £(y) que 5:3 AT = Sy, )Py = IE.(ZiZ Ay )%,
Donc 'v]k E“ir/‘l“l , 81 y = (1?1 y vee ,r? ) et on voit que la matrice tré.ns-

posée ,A, correspond a 1'application A . Evidemment la metrice (= AQ\,* -1
correspond & 1'automorphisme C = A(A* ) de M ., Alors on a le théoréme fondaw
mental qu'on peut exprimer avec les définitions



DEFINITION, -

16° Deux matrices }\1 et 32 sont dites congruentes (resp. pareilles), s'il
existe une matrice non-singuliére & , telle que 1’2 =T A’Al& (resp..—]‘v2 =T ‘:A'l &)
Nous écrirons Z-'\,l z ]\,2 (recp. . .':f’}vz) .
sous la forme ¢

THEOREME 1, - Ia matrice & qui correspond & l'application A d'un espace de

Minkowski autondjoint M est congruente & une metrice normale A, , c'est-a-dire

& une matrice qui commute avec sa transposée.

DéMONS’IfRATION. - Ie groupe G de toutes les matrices correspondant aux auto=
morphismes de MM est compact, car la boule ||x|| €1 est compacte par rapport
& la topologie naturelle de 1'espace lindaire M, et par conséquent tous les
éléments des matrices de G sont uniformément bornés. Selon un théoréme bien
connu la matrice =2,(I\.*)'1 , élément de G & cause de la propcsition 2 , est
pareille & une matrice CO orthogonale., Alors 'Z\'O ='\;l>:?k @:* est congruent a
A ,etona

@ = @ATHTT A T =TCT! = ¢
* -1 N s -1 % * o=l ' ¥ - *
et CO=¢’0 , d'ob résulte 30 Z{O=_'6,O ﬂo ou ,’AO 3\,0_-: AO"AO .
Meintenant on peut démontrer pour les matrices normales

IEME 1, - Chaque matrice normale et non-singuliére de rang n est congruente

& une metrice de la forme

‘ cos (qj sin ) . <'[n]
ol DJ.: ; 0<kfj<’r(; 0, € Leeeg gy ot m<in].
| Nl C I ¢



4-08

DE,MONSTRATION. - On sait que chaque matrice normale est congruente 3 une mao-
trice de forme diagonale a élémentscomplexes par rapport & une matrice unitaire,
De cela on peut déduire que cette matrice normale est congruente & une matrice
réelle de la forme

Qoo I-j-2
L

L 4

*
O..o

avec
cos "?j sin \?j
Oy=A '
- 8in ‘fj cos (?j

({tj #0 et £N et o‘i ’ )'55 ’ Yk >0, par rapport 3 une matrice orthogonale

oh & , ]SJ J , ;S e - Yk sont les valeurs propres de la matrice
originale,

/ L N 0
En prenant T=\. )4;31 et utilisant la relation

-; 0 cos ng sin ‘?j -1 0 cos \?j ~sin k?j
0 1) \-stnyp, cos g,/\0 1 ~\sin ¢, cos g,
la démonstretion est achevée,

IEMME 2, = Si deux matrices .:/\(1) et ,?L(z) en forme normale du lemme 1 avec
les angles (1) Lg(z) (nombre des angles = (1) et m(z)) sont congruentes,

alors m(l) j (2) ’ (1) = 5(2) a T - ‘?(2) , et les rangs et

les indices d'inertie des matrices symetrlsees ?(;A,(l) ;A«(Z)*) et
7\(2) 2\(2)*) sont égaux.

DEMONSTRATICN, - Puisque a® - g 2%,(1)&'} (C non-singulidre),

2‘/(2) (A (2)l)-1 =Eﬁ(1(l) (‘A(l)*)-l)‘i*_l
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Mais 'A(l). et ‘;A,(z) sont. des matrlces orthorronales, c'est=a~dire

-1

R#=1
2 zet }»(2) }v(2) «Done (A (2)) =T A (1)) ou
(2\1(2) & (A (1)) « les valeurs propres de ('3.(1)) et (& (2)) 4 & savoir

®eL (1) _ ()

sont égales., Pour cette raidson mn , et chaque \le)

est égal & une des valeurs (f( ) ou (1 *?( ) (avec un autre indice j peut-
étre). En outre on a 1'dquation A(z) .7\1(2) ) = ( (7\(1) 7\,(1) NT ’

donc d'aprés un théoreme de Sylvester les nombres d'éléments posit:Lfa et les

nou(lb:;'es d'é1léments négatifs dans la diagonale principale de 2 (1) ot do
2 .
A

éont dgaux.
C'est & cause du lemme 2 qu'on peut regarder m , Min(n{p‘1 , TV = \h) , le rang

et 1'indice d'inertie de la matrice symétrisée comme des invariants de l'appli-
cation A par rapport & un isomorphisme de l'espace de Minkowskl autoadjoint.

En outre nous aurons besoin d'un théoréme de Kronecker de la théorie des
approximations diophantiemmnes ([2], p. 83).

IEMME 3, = Si les nombres réels 31 s see g Sp , 1 sont linéairement indé-
pendants sur le corps des nombres rationnels, alors les points

= (él(v) ) see E(g )) de l'espace affine :‘Pp avec les coordonndes
gﬁ") =¥, -[»3.] (w=0,1,2, ..., 1€ recp) sontdenses dans le

cube I x e x I, o I est lo segment entre O et 1 .
P fois

Naturellement il existe beaucoup d'applications A et par suite beaucoup de
matrices -A. définissant un isomorphisme d'un espace de Minkowski autoadjoint
M, sur son espace dual ; de fagon plus précise : si A est une telle matrice,
alors 1l'ensemble de toutes les matrices possibles est GA (G est le groupe
des metrices de tous tes automorphismesde M ). Le'théoréme suivant dit qu'au
moins ure de ces matrices est d'une forme trés simple '

THEOREME 2, - Un espace de Minkowski autoadjoint M admet toujours une
matrice d'iscmorphie de A" sur M de la forme
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1 o L N 0
*
a | = r sl
(4 e Dm b
.°. -1
0 e 1

cos g, 8in ‘?j\

| =8N _tgj ‘cos ‘?j/
impair ; O 4«% 4,2-}\-:I 3P < Qo € soe K Cpy 3 oL (\# o8t non=-singuliére,

ou Djz

avee ‘%:%W; lj et }\Jmi 21

DEMONSTRATION, = Scit A la matrice qui correspond A une application A
do AM* cur M , Diapris le théoréme 1 , A est congruente & une matrice
normale 140 . Puicque A et ;AO ne sont pas singulidres on peut appliquer
le lemme 1 et on trouve que AO est congruente & une matrice A de la forme
souhaitée, les 45 étant encore quelconques. Il reste & démontrer qu'on peut
réduire la matrice 'Al = 1~A @;; 4 une matrice, ol les \fj ont la

forme annoncés dens ce théoréme. (‘; -est la mairice de l'isomorphisme ¢

1
J:n*%‘ Tl 3“" °

ler pas, = Il existe une matrice 32 d*isomorphie de (Tl}.]m)' sur T13m, ’

S Y ‘
ou tous ies Sj = ?r'i-‘sont rationnels (0 Sj <2) .

Ou bien tous les 8j de 2"1 ont déja cette propriété et on n'a rien &

démontrer, ou bien ce n'est pas vrai. Supposons donc, dans le dernier cas,que
les § 3 soient ratioanels pour j < ig et irrationnel pour J = jo o Alors
'a'l (A:)“l = (4{,1 ). et pour.cela (_31 )2" (V = entier) font partie du groupe
G1 des matrizes des automorphismes de '1‘1 m, a savéir un sows=groupe cyclique
! . ?
Gl_ de G1 . Cr1 .
dans les sous-matrices Dj de ses matrices. En appliquant le lemme 3 pour les

nombres 83. et 1 qui sont lindairement indépendants sur le corps des rationnels
0 , . .

induit le groupe cyclique (2 ‘f;; U} mod 2T ou {)) Sj} mod 1
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et en remarquant que G, est compact, on trouve dans l'adhérence de Gi dans

‘ 1
G, wne matrice &, , dont la sous-matrice Dj est la matrice d'une rotation

0
d'angle \h + Puisque 5‘3 -ﬂ- (Sj R t entiers) d'aprés 1l'hypothése sur

les j« j,, les groupes cycliquss uS mod 1 ‘sont tous d'ordre fini et
0

donc compacts. Pour cette raison @' contient comme sous-matrice Dj pour
J <Jy 1o matrice de rotation dlangle V¥, ¥ = Ej ™, ou Ej est un nombce Tom
tionnel de méme dénominateur tj que &, , Alors (2531)'1 ]\.1 est matrice

3
d'un isomorphieme de (‘1‘ M* sur Tlam_ de lan forme de »:A‘l avec les nombres
correspondants Sj qui sont sf@rement rstionnels pour j < Jo (0< 83 <2)
car 33 = 35 - éj (mod 2) et g; = 0 « En continuant par récurrence par rapport

& J, la proposition du premier pas est vérifide.

2e pas. = Il existe une matricemmAB d*isomorphie de (Tli\n'l)' sur TI,BO'L,
od 1'on a 3 3;%: Sj =0 ou =é—, 0, et }‘j entiers, ’ej impair et

PR
N, +1 ,2
o<(3<23 .

D'aprés le résultat du premier pas nous pouvons supposer que les 3 j de
s

:Aé sont de la forme Sj = 't'j' oh s j tj sont des entiers non~-négatifs,
. I
Premiers entre eux j avec tj 2 ! j ’ Xj ’ u‘1 entiers, u‘_I = impair
m
(j=1,2:, see o M) , Alors u= T J.=2v+1et v = entier. Comme nous

: =1
avons vu déja une fo:.s, (3,2 )2V est la matrice d'un automorphisme de T, 3M, 3

pour cela AB = (A:2 2v+1 = QLz)
(T, )% sur T,¥ . Les angles ¢y de la metrice '1{ ainsi définie

est la matrice d'un isomorphiame de

satisfont 1'équation -1-% %—-— (mod 2) . De cette relation on conclut dans
g 2 o |
le‘casob}\.j=0: -_;3-: ou 1',etdanslecasou—)\>0:—1 —-1

Ao 2
ou l’j -est impair et 0« ﬂj L2 j (puisque T‘i— S.’i est impair dans ce.cas).
J

Ainsi la proposition du deuxiéme pas est démontrdée,
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3e pas, - 33 est congruente a une matrice 21,4 de la méme forme dont les
N
2

+1
pour lesquels 55 # 0 . Si par exemple 2 J< 2j< 2 9 pour un j fixé,

~ on remplace P'B par 2‘«5 (3) = 5;33 5;5 avec

-Sj satisfont aux conditions du théoréeme 2 .,

Nous montreronsd'abord que ,2\,3 = Jyé , ou 0< A pour tous les j ,

1 £
<
IR,

1 cee 0
.. 1 .
5% = E ¢ [% . E R
.. 1 .
0 e

-1 O .
ol Dj = (0 1) o L'angle ‘?5 de 33'(3) pour le j considéré est égal~

Xj+1 A
a8 21 - ‘fj (voir la démohstration du lemme 1), c'est-a~dire 95 = 2 - %

et 25 < .2 7 , En réalisant cette transformation pour tous les j , oh elle

est ne’c?ssaire', on obtient ’AB' « Enfin on peut éviter les cas 85 =0 ou

e' =29 , Clest-d=dire []; = (1 O) ou [], = ('1 0) , 81 1'on modifie 1'ordre
J J\o 1/ I 7\ o1 ]

des lignes et des colonnes de 2\3' pour amener ces DJ particuliéres dans la
suite des é1léments diagonaux + 1 ou = 1 ; cela revient & remplacer _7\3' per
une matrice congruente..Naturellement cela effectue une diminution du nombre des
indices j ! De méme on peut ordomner kes angles de la matrice d'aprés la
grandeur.

Maintenant .2\,4 = 5* J\’B 5 s et 2\'3 correspond & un isomorphisme de
(T1 my* - sur Ty M . Alors, selon la proposition 3 , Q//II .2\3 ((T;Il) =k?; }L4Cf'/ *

est une matrice d'isomorphie de AM™ sur M , et TH =S"1 (L{"l'l)* nlest
pas singulidre,
C.Q.F.De

Le théoréme 2 suggére la question de savoir si la matrice "canonique"

@ J‘\ﬂ E‘ de ce théoréme est uniquement déterminée par l'espace de Minkowski
autoadjoint 5"7.1 4 n dimensions sous les conditions annoncées, Ce probléme
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est trés difficile ; nous ne répondrons 2 la question posée que dans les cas
n=1etn=2,

Une deuxieme question est la suivante : est-ce qu'il existe des espaces de
Minkowski autoadjoints et non=triviaux qui poss@édent comme matrice d'isomorphie
de Bm; sur an n'importe quelle metrice de la forme du théoréme 2 ? Une
réponse simple pour cela est donnde par le

THECREME 3. - Chacune des matrices du théordme précédent est réalisée comme
une matrice des isomorphismes possibles de ()* sur Al dans 1lfespace de

Minkowski autwj oint

1y 1 -1 -1
= oD o)« ani L om®) « gy o ami))
{~fois (n= «ﬁ-—Zm)-fois

hY

ou
a. Bml(l) est un espace de Minkowski de dimension 1 avec y = ('91) et

Il = In,] s

b, ;m'z(']) est un espace de Minkowski de dimensiocn 2 , dans lequel la courbe

by

iyl = 1 est un polygone régulier du plan («}1 ’ 'Y)z) 3 29 somets de diamdtre

'2?.1 2(cos -}L) -1/2 , 8i ’X >1, ou & 6 sommets de diamdtre 2(cos g) 1/2

si . )\;j =.1 3 dont le centre est (0, 0) ;
c. ﬂml( ~1) est un espace de Minkowski de dimension 1 avec y = ('V)l) et
Iyl = 19,lp =982 @ =résret z1 1)
de T est 1%application correspondant & la matrice { du théoréme précédént. :

Avant la démonstration du théoréme 3 nous montrons d'abord

IEME 4, = Si Zmn est un espace de Minkowskl autoadjoint, les hypersurfaces
lxl =1 et fel =1 (xedM , fe gm*) sont polaires entre elles par
rapport. é la sphére d'unité Z (gl)

: i=1
DEMONSTRATION. - Soit f un élément quelconque de la norme 1 dv amn .

D'eprés la définition i1 (a) £(x) = }'_—’_,at -gi = 1 est un hyperplan d'appui

de 1'hypersurface |gll=1 . Mais £ est représenté par le point (@ 5 een s d‘n)
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qui est 1le pSle de 1l'hyperplan f£(x) = 1 par rapport & la sphdre :@)2 =
i-I

clestmd~dire |If|| = 1 est 1'hypersurface polaire de l'hypersurface Il = 1
par rapport & cette sphére,

DEMONSTRATION du théordme 3e=Dlaprésle proposition 5 , il suffit de montrer
-que Ml(l) , mz(j) et E(m’f"l) sont des espaces autoadjoints qui admettent (1)

" ( cos ‘?j 8in ‘fj

-8in qj cos ‘fj

et (-1) comme matrices d'un isomorphieme des espaces

duals sur eux, le reste de la prop051tion du théoréme 3 étant une conséquence
immddiate de la proposition 3 . Or Sm, 1)* o %) )* gont des espaces avec

- = fy . ()"
"f’l“ = |f91| et "ﬂl“ = 'Pl‘? , ot la courbe |Iffl =1 ae :'J(nz est
égale au polygone qui résulte d'une rotation du polygone “x[! =1 de Bm«z(j)

d'angle = \.? autour de son centre O (lemme 4). Donc il est clair que les
transformations des matrices annoncées appliquent ces espaces duals dans
Bm(l) 3“1("1) et Qm,(J) d'une maniére isomorphe.

C.Qe.FDo

REMARQUES, -

1° Naturellement il y a aussi d'autres exemples d'espaces de Minkowski auto-
adjoints que ceux du théordme 3 . Ainsi,soit §mn , l'espace de Minkowski ol
l'ensemble |x| &1 est un simplexe de diamdtre \2n + 2 et de centre de
gravité 0 , M est autoadjoint avec

-1 LX) 0
.

A =

QO eee

‘T eew® "1

et est différent de le('l) X eee X -1 qui admet 1a méme matrice A .
N 1 »

n-fois

2051 M est autoadjoint et symétrique, le théoréme 2 devient trivial et
m=0, Alors l'espace pfoduit du théoréme 3 est aussi symétrigue (voir propo-
sition 1), L'espace de la remarque 1 est symétrique et différent de cet espace
de produit. |
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3° L'espace produit du théoréme 3 est toujours un espace normé ordinaire,
8i n = 2- 2m = 0 , car dans ce cas tous ses facteurs sont des espaces normés
ordinaires (définition 11), Dans le cas n = ,z - 2m > 0 cela est vrai si et
seulement s1 p =1 .51 m= 0, 1'espace produit auenorme ordinaire seulement
dans le cas f= 1 et il est alors euclidien.la question se pose alors s
existe-t-11 des espaces symétriques de norme ordinaire qui ne sont pas euclidiens ?
On y répondra dans le- chapitre suivant.

4. Sur la caractérisation des espaces euclidiens parmi les espaces de Minkowski
autoadjoints,

DEFINITION, -
17° Un espace de Minkowski est appelé euclidien,e'il est,isomorphe & l'espace

éuclidien ordinaire, ou II(Z)1 y see s gn)u = \Eﬁ Qi)z .

i=n
Une caractérisation assez triviale des espaces euclidiens est la suivante @

PROPOSITION 6. ~ Un espace de Minkowski autoadjoint M. est euclidien, si
‘isomorphie de 40L® ot m

ot seulement s'il admet une matrice A = (O\ik) d

qui eat définie positive, c'est-a-dire qui est symétrique et dont la forme qua-
dratique X L %1 %{ est définie positive.

Car si A est définie positive, on a A=T€T" , od L est une
matrice non-singulidre et od (£, est 1a matrice d'unité. L'application de la
proposition 3 montre qu'on peu:t'supposer A =& sans perte de généralité,
D'aprés le lemme 4 les hypersurfaces x|l =1 et |f]l = 1 sont alors identiques,
Considérons un point x, avec ||xo|| = 1, dont la distance euclidienne au
point O est maximum., Il posséde un hyperplan d'appui fo(x) =1 avec
»“foll =1 qui est orthogonal au rayon '53;_0' 6u sens ordinaire, c'est-a~dire le
pble f, de cet hyperplan est situé sur la demi-droite passent par O et x, .
Mais & cause de 1l'identité des hypersurfaces.de norme 1 on a Xy = fo s donc
1'hyperplan passe par son péle qui est situé sur la sphére d'unité euclidienne,
De méme il est évident que non seulement le point de distance maximum, mais
aussi le point de distance minimum de l'hypersurface [x|| = 1 est sur la sphdre
d'unité, d'od 1l'on conclut que |lx[l|= 1 et cette sphire sont identiques,
c'est-a~dire que Il est euclidien.
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Si 1'on suppose inversement que M est euclidien, la proposition 3 montre
1'existence d'une matrice A = ’d’: € T qui est donc définie positive,.

COROLLAIRE, - Un espace de Minkowski autoadjoint 'l de norme ordinaire est
euclidien si et seulement s'il admet une matrice A définie positive ou définde
nég&tiveo

(Puisque la transformation de - (6" est un automorphisme de qn, ). Selon
la proposition 6 un espace autoadjoint symétrique, dont le produit intérieur
{x , x7 est défini positif, est euclidien et {x , x> = ||xﬂ2 (définition 12),

REMARQUE, - Quand 1'espace autoadjoint ‘\m n'est pas euclidien, on a
Q < n pour la matrice du théoréeme 2 , et 1'e3paee produit du théoréme 3 n'est pas
euclidien. Do méme, quand ?mn est autoadjoint, de norme ordinaire et n'est pas
euclidien, sa matrice canonique peut étre réalisée dans un espace produit de
norme ordinaire, qui également n'est pas euclidien. C'est évident si m# 0,
et dans le cas m = O, on choisit

LMD a3, . @l oL o)
(8-1)-fois (n-£ -1)-f01s

pour espace produit, oh m .est un espace & 2 dimensions, dont la courbe

Iyl = 1 est un carré de dlametre 24 V2 de centre 0 , situé dans le plan

(7)1 ’ '1)2) , tel que la symétric dtaxe ), (matrice (1) (1)\’ ) 1'améne
dans le carré polaire. (Alors sfirement f 1 et n —Q >1 & cause du corollaire).

Donc il existe des espaces de Minkowski autoadjoints symétrigues de norme ordi-

naire qui ne sont pas euclidiens.

Un autre eritére algdbrique suffisent, pour qu'un espace autoadjoint soit
euclidien, est le suivant :

’ \ .
THEOREME 4. = Un espace de Minkowski autoadjoint est euclidien, si sa matrice
A, a les propriétés suivantes i '
a. E(A'* A.") est aéfinie positive et

b, 1les invariante SJ. = ;l (par rapport & congruence, & cause dé é(]\. + }L') =

géfinie positive, les L?j mémes sont invariants d'aprés b.) de A et 1
sont linéairement indépendantes sur le corps des rationnels.




4-17

DEMONSTRATION, « D'aprés la-proposition 3 , théoréme 1 , lemme 1 et lemme 2,

nous pouvons faire 1l'hypothése

1 . 0
., ,
Y
}’ ° q é i
- : .“
' Dm °
.. :1
0 ey
cos sin‘f
s = \‘Vj ! et 0(\%42}

sans perte de généralité, ou []
‘ J -sin ‘(7 cos §
J J

(3=1, ees y m) o Alors \A’z et ,2\?'1} (V = entier) sont des matrices d'auto-

morphie de 1l'espace m , et comme dans la démonstration du théoréme 2 , lemme 3,
on voit aussi que A est la matrice d'un automorphisme de M . Donc

& =]‘,"1 A est la matrice d'un isomorphisme de AN* et 3M , et done

M. est euclidien selon la proposition 6 .
‘ C.Q.F.D.

Nous notons gue le critdme du théoréme 4 ne dépend que de la matrice A
donnée. En outre on peut démontrer qu'il suffit de supposer la condition a. et

b'. ¢ dm@l, ...,Sm,1)=m et dim@l,...,?)m)=m-]f,oﬁ
(31 y eee 9 O , 1) ou ,(Sl g oo o Sm) sont les modules de nombres réels

sur le corps des rationnels engendrées par 31 yeer s § s 1 ou 81 s eee s ¥p s

si 1'on utilise une amélioration du lemme 3 .
Un critére géométrique suffieant pour les espaces de norme ordinaire est s

THEOREME 5., =51 AN, n oSt un espace de Minkowski autoadjoint de norme ordi~
nedre, isomorphe & un espace gui admet comme automorphismes tous les mouvements
euclidiens propres laissant les points d'une droite passant par 0 fixes,

alors Q(YLD est euclidien.,
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DEMONSTRAT ION « = Puisque le groupe G des matrices de tous les automorphismes
de fm est compact, on sait bien qu'il existe une matrice non-singuliére iy,
telle que CTell=H soit mn sous-groupe du groupe de toutes les matrices
orthogonales de n? éléments. H est le groupe des automorphismes de 1l'espace
Tf}m.n y o0 T est l'application correspondante & T + Pour cela ce n'est pas
une restriction de la généralité de supposer que déja le groupe G de 'fﬂn
est un sous-groupe du groupe orthogonal On. D'aprés l'hypothése les automorphismes
de G contiennent un sous-groupe de tous les mouvements euclidiens propres
laissant fixes les points d'une droite d contenant 0 1le méme sous-groupe
étant iscmorphe au groupe orthogonal propre (so)n_1 « L'application du théoréme
de Brouwer sur 1'invariance du domaine montre que ce sous-groupe est identique
au groupe de tous les mouvements propres laissant fixes les points de 4 ,
dont nous désignerons le groupe des matrices par (SO) (d) Depe G 2 (SO)éfz $

de mbume lo groupe G' des matrices des autmnoriahiémes de Jﬂ;, contient (So)r(lfz ’

parce que chaque mouvement euclidien améne le couple d'un point et d'un hypetplan
polaire (par rapport 2 ln sphdre unité) dams un couple polaire (lemme 4).
Si A est la matrice de l'application A de :)m; sur ,'.W%l , alors on a 3

G 3 A G*}\,'l 2 A(SO) (d) :A.'l . Cela domne avec G Qon :
2,(s0); (d) A1 (s0)) (Ad)

De la méthode déja appliquee il résulte 2\,(80) (d) A-l o = (So)éff) + Maintenant

il faut distinguer deux cas s

1° Ad#£4d et

R° Ad=4d .

Supposons d'abord que la droite Ad (contenant O0) est différente de la
droite d . Alors G contient les deux groupes (SO)(z et (SO)(Ad) qui

engendrent ensemble un groupe desmatrices d'automorphismesde ]mn , transitives
sur la sphére unité ; eo que 1'on démontro Sgalement dans le cas n =3 .

La conséquence do cette transitivité est le fait que ,'-mn est nécessairement
un espace euclidien, et la démonstration est terminée.

Soit alors Ad = d . Nous affirmons que l'hypersurface xi =1 ae 3mn
posséde des hyperplans tangents aux deux points X et - x, d'j.ntersection

@ x| =1 etde d, qul sont orthogonaux & la droite d . Le démonstration
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8e fait en conduisant le contraire & l'absurde. S'il existait une demi-droite
tangente & ‘lx|| = 1, ot issuo de X, » forment un angle ;Fg avec d ,
1'hypersurface possdderait un hyper-céne pointu de rotation tangent en X, &
cause de sa convexité et de sa symétrie de rotation. La méme chose serait valable
au point = Xy , parce que gmn est de norme ordinaire par hypothése. Mais alors
1'hypersurface |f| = 1 contiendrait deux faces planes passant par les deux points

de son intersection.avee d , & savoir i‘o- et = fo , chose qui est impossible,
car A est une application affine et Ad = d., clest-a-dire A(fy) = x,

La méme démonstration montre que ||f]l = 1 & deux hyperplans tangents a £, et
& - f,, orthogonaux & d . la transformation A les améme dans les hyperplens

paralldles qui sont les hyperplans tangents & Xy ot «-xy oud -x, et

Xo « A étant une affinité centrale, ona A(E) =E ot E est 1l'hyperplan crtho-
gonal & 4 pessant par O . Alors 1'imge de 1llinterscction do E et ] =1
est 1l'intersection de E et: .|lx||=1, ot cas deux intersections sat des sphéres de dimension n -2

De ce fait et de Ad=d et AE =E il résulte que la matrice J, de A est
de la forme : '

0 ees o\

A= AR, |

O...OQ

ob o(,/b;éo; sign = sign fi, et ol .’.A est un élément du groupe

N1
des matrices orthogonale & (n - 1)2 éléments, si 1'on suppose que d

0]
Nel
est identique & l'axe de 31 o Mais 1'espace m n admet un automorphisme de

matrice

d}:

oee O

el
0

& cause de sa symétrie de rotation car si 3 n admet les automorphismes
correspondant aux matrices de (So)ﬁi ,

il en admet aussi ceux qui correspondent
2 (09 . niore
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X see
B=&' R = ﬁ

b-oo o

Qeee

est la matrice d'un autre isomorphisme de m; et ﬁm’n s qui est définie positive

ou définie négative, D'aprés le corollaire de la proposition 6, WM est vrai-
ment euclidien, et notre démonstration est achevée.

C.Q.F.D,

COROLIAIRE. = Si 1'espace de Minkowski autoadjoint M de norme ordinaire
admet une infinité d'isomorphismes A de f]m' et Bm

et s1 n £ 4, alors
9“&1 est euclidien, ‘

C'est trivial pour n =1, et dans 1le cas n = 2 1o groupe des automorphismes

de 1'espace est infini et compact, et pour cela G =, ~* 02@ , clest-a-dire
ﬁmz est euclidien, 81 n=3, ¢ GU™

eat aussi un sous-groupe compact
et infini de O

o Alors deulement le cas suivant est possible ¢

¢cl1-x ») (SO) () , ou d est une droite convenable, et selon le théoréme
5, 30’13 est euclid:.en.

REMARQUES,, =

1° La proposition du théoréme 5 n'est plus valable, si s ()

est de norme
généralisée. Contre exemple 3

Ikl < 1 est la figuro engendré par 1a rotation
d'un triangle régulier de dimension 2 de centre de gravité O et de diamétre

2 /2 autour d'un axe passant par un sommet et par O .
20 Ie corolleire du théoréme 5 n'est plus valsble, si n > 4 . Contre exemple s
mn .—.“;Rn_z xﬂm, , o :R est l'espace euclidien ordinaire de dim n = 2

et ou WL est 1l'exemple indique d'un espace de Minkowski autoadjo:mt symétrique
de norme ordinalre, qui n'est pas euclidien,

Mais il existe aussi des espaces autoadjoints de norme ordinaire avec plus de

symétries de rotation que ‘fﬁ, X 3‘ . Exemple l'eSpace M. aveo

el = 1 5 oee s T ,g RERSRSIE uE@Z)W m... EQHA,

o | ("'}1 ’72) | est 1a norme de 1'espace de Minkowski autoadjoint & deux
dimensions ?;)2 dans le plan ( 1 '1)2) , dont 1a courbe |y| =1 est wn

hexagone régulier du centre 0 et du diametre 2(cos %(-’) 1/ 2_ avec un sommet
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situé sur 1l'axe 'V"l (Pnt =n>14) . %2 est l'intersection de M et du plan

’gz = eee ='Em, =0, ‘gn'+2 = eee =§n = 0 ; c'estea-dire MM, ntest pas

euclidien, et en outre il est évident que M admet comme automorphismes.
toutes les rotations euclidiennes autour du sous-espace ’g 1= oo ='§n. =0

ou du sous-espace ‘sm‘-rl' = des =‘Em = 0 i On voit que 1l'application 3
§1 =0gpnt s St =0y (1 i< n') est un isomorphisme de IV gur AN ;
donc M est symétrique.

5. les espaces de Minkowski de dixhepsiop 2.

Tout dtabord mentionnons la

PROPOSITION 7. - Chaque espace de Minkowski de dimension 1 est autoadjoint,
et chaque espace de Minkowski de dimension 1 de norme ordinaire est euclidien.

DEMONSTRATION, - Soit M, un espace de Minkowski, o [yl =1 ((>0) et
I8l =1 ($<0) . Dtaprds le lemme 4 5m,: est un espace, ou Hlll =1 et
II%" =1 . Alors 1l'application A : 24 = (XS)N avec B = ~(XS) est un iso=
morphisme de Sﬂ’t;‘ et Zml . La deuxiéme pertie de la proposition 7 est

triviale,

A partir de maintenant nous supposons toujours que la dimension de l'espace
de Minkowski considéré est 2 . Alors il eat commode de distinguer deux cas
d'espaces autoadjoints selon |

DEFINITION, -
18° L'espace de Minkowski autoadjoint I est aéfini positif ou négatif, selon

qu'il existe ou qu'il n'existe pas une matrice A. d'isomorphisme de M* et

AL , dont le déterminant est positif c'est-a-dire ‘3. ne change pas une
orientation convenablement introduite dens IM* ot MM .

Maintenant le théoréme 2 peut &tre amélioré pour les espaces de dimension 2

de la maniére suivante 3

THEOREME 6, = - |
ae. L'ensamble de toutes les matrices d'isomorphie de r* et ‘3@ dtun espace
euclidien iR contient T & T". . Cette proposition est aussi valable dans

le cas de dimension n .
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b. Un espace de Minkowski autoadjoint positif I}, qui n'est pas euclidien,

admet toujours une matrice d'isomorphigme de m * _e_t_ I de la forme

.A * . . I
(‘73 T, o 3:)1,( est la matrice de la rotation avec l'angle -

= Tk | 2

(\. = entier at »0).

¢« Un espace de Minkowski autoadjoint négatif admet toujours une matrice
d'isomorphie de W° et 3M, de 1a forme TH T*, b = (é _(1)) est la

matrice de la symétrlo par rapport a llaxe &, .

(Dens tous les cas U est une matrice non-singulidre).

DEMONSTRATION, - ILa proposition a. est une conséquence immédiate de la
proposition 3 . Lorsque I est autoadjoint positif et n'est pas euclidien,
alors & cause de la proposition 6 et du théordme 2 AN, a une matrice T(-E)T*
ou ¢ D _{gf" (‘}\_,F = entiers ; W= impair 3 0O0< VA2?‘) ou LHFT*
(T = non-singulidre). Mais selon 1'hypothdse sur M. 11 existe une matrice
A de déterminant positif, et si 1'on commence par cette A dans la démons—
tretion du théordmc 2 , on obtiont wne matrice de déterminant positif,
clest-d~dire M admet T(-E )T* ou EI‘ ?’C' . Dans le dernier cas A

2
est >0, et P et Z)Vrl sont premiers entre eux. Puisque les claéses
modulo 2"+1 des nombres premiers avec 2}“+1 forment un groupe per rapport
& la multiplication, il existe un entier impair 3. , tel qu'on ait
f=1 (mod 2}“+1) «Si T est l'application de , llespace 1M admet

B et aussi BY y’:E comme matrices d'isomorphisme de son
b | 'X‘I‘p an | L
2~ 2 2™

espace dual sur l'espace lui-méme (voir démonstration du théoréme 2). g (1
admet de méme T I * (MN>0) dans chaque cas. Si IM est négatif, chacune
I

2k

des matrices .:A associées a un déterminant négatif, c'est-a-dire Il admet

-( * ) .
a- .f ¢ comme une des mafrices associces.
COQ OF .B.
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Ce théoréme ne suffit pas pour 1l'énumération de toutes les matrices A d'un
espace de Minkowski autoadjoint. Pour atteindre ce but nous avons besoin du

IEMME 5. = Lopeque M est un espace de Minkowski autoadjoint et M n'est
pas euclidien, alors M st isomorphe a4 un espace M qui satisfait aux cone
ditions suivantes ¢ :

1° N admet 3'," A>0) ou 4 comme matrice d'isomorphisme de XV¥

2~
ot 3 , selon que M est positif ou négatif.

2° 1o groupe H des matrices de tous lea automorphlemes de A est wn sous-
groupe du groupe orthbgonal 0, (do degré 2).

DEMONSTRATION, =
ae. Cas od M est positif. - Alors T° 13N, admet "B‘W d'aprés le théoréme 6
2%
(T est 1'application correspondante & ( ). Puisque chaque représentation d'un
groupe quelconque per des matrices uniformément bornées est équivalente 2 une
représentation orthogonale (voir [3], théoréme 19), on sait bien qu'il existe
une application U avec la matrice non-singuliére A , telle que le groupe
G des matrices des automorphismes de UT 13, soit un sous-groupe du groupe
02 . |
Supposons d'abord A >0 . Alors UT AN admet AD x A* qui est we
2A
matrice normale mais non-symétrique d'aprés la démonstration du théoréme 1 .
1a démonstration du lemme 1 a montré que cette matrice est congruente ala
matrice ﬁ;{)" fa >0) par rapport & une matrice orthogonale @ ; ctest-
a~dire ﬁﬁ‘?-@l\«ﬁﬂﬂ' o Ici &f;éo, cf;é'n » ot aprés lo rempla-
P
cement éventuel de (U (sans changement de notation) sur une cutre metrice
orthogonale on peut supposer 0 < Y <7, comme neus avons vu deja plusieurs
fois. Soit V 1'application de matrice L @ . Alors 30 = VUT™ ;an est
VR
un espace autoadjoint admettant '3)‘{; comne matrice d'isomorphisme de mn* et
3\ dont le groupe H des matrices d'automorphismaﬁategal 2 0cO!
dono un sous=-groupe de -02 .0na D Yy ’:53“» et par conséquent vg -sx
2~
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d'aprds lo lemmo 2 4Done M admet 3) g ©t notre proposition est démontrée

2~
dens le cas A\ >0 .
Maintenant nous faisons 1'hypothése W= 0. Alors i1 faut distinguer deux cas g
1° L'ordre k' du sous-groupe G' des matrices de déterminant positif de G
est plus grand que 2 ; et |
2° k' est au plus 2 .

Soit d'sbord k' >2 . Puisque G' & (S0), G' contient 1'é1ément ZD@.*
Alors U (-€)A* et donc - 3)2“13«' sont des matrices & de 1'espace UT R,

134 o 0
Nous choiaiseons une 9 & (80), , telle que a(- M*)@-I (0 [5)

L0 et ﬁ) <0 sont les valeurs propres de la matrice symétrique - w .
Torsque W est l'application de (D, WUT 1M admet

. X 0
@ (- 3)2,‘, 2\.3')(0"‘ = 3)21‘, Qo (5) « En outre le groupe
'3 ' _

_ 13
des matrices d'automorphismes de wor~L M ost égal a H= wew! ; c'est-3~dire
o 0
HL 02 « Pour cette raison :DZ’]T( /3) est une matrice normale, non-symétrique

(démonstration du théordme 1) et, comme suparavant, on voit la validité de la

relation 0
¢ N1y 0, 0
N
)3
X 0 ' _
ot 1321'(( 0 ﬁ) = X:DX « En comp.arant les éléments dans la diagonale secondaire

de la dernidre équation on obtient ot = /> (puisque k'> 2) . Alors
M= yor-lam posséde les deux propriétés du lemme 5 , lorsqu'on prend
1l'application V dc matrice @.

VR
Si k'€ 2 on peut se limiter au cas k' =-1 puisque k' =2 entrafne
le fait que = (& est matrice d'automorphisme-de T~ “l M ot aussi matrice d'iso-
norphieme .de (17 1 M)* et T IBM, , chose qui est impossible pour un
M, non-euclidien (proposition 6). Alors ou bien G = { (5} ok on peut choisir
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évidemment I = T IN, (H= {@;‘) , oubien G= {@ , (Q'Sf:'@,'l} , O0

M= {@' ,A‘l@;ﬁ‘&'lﬂ.} pour 3fi= 1M @ e 02) . Dans 1le second cas

il ne reste qu'a montrer que Z"v"l (Qf @8 st un Slément de 0y o Désignons
cette matrice par 4 . Maintenant %, ‘;D.ﬂ = - ;ﬁ: est matrice d'isomorphisme

de ¥ ot M dont le déterminant est négatif. Par conséquent =-f est
congruente a ,ﬁ: gelon le théoréme 1 et le lemme 1 ; c'dst-d-dire 4 =R",
Donc 11 existe we © €0, telle que o£0" = (g g) x>0, ALO) .,

Q
Pour cette raison (0 /?\) est une matrice d'automorphismo de 'R (A (W = appli=
cation de (7 ). Puisque le groupe de tous les automorphismes de WA est

compact, on a nécessairement =1, ﬁ: -1 ; clest-a=-dire =
k=01 0Oc 0, , et la partie a. de la démonstration est achevée.

be Cas od I est négatif. - Comme dans le ocas d'un ANl positif on trouve
deux applications T ot U -do rnatrices T et 2L , telles que l'espace
T'l;'(m, admet ,(F' comme matrice d'isomorphismede (T"1 M)* et T"lﬁm et
que le groupe G des matrices d'automorphismesde UTIE'M'L soit un sous=groupe
de 0, .Deplus ona G=G', toutes les A de M étant de dSterminant

négatif. Alors nous distingﬁons encore les deux eas k' >2 et k' 2
Si k'> 2, UFUY et jozwwiﬁ sont des matrices A de 1'espace

. kT
Ul A, ., I1 existe me @ e (s0), transformant MAF U* en forme diagonale 3

S { e - o ' . .
GALE U O 1 (0 /g) (x>0, P <0) . Lorsque W est l'application de

© ’ WUT'l.’lm/ admet comme matrice A3 OD AUFYr 0% = D >0
2N 21 {0 fp
. B
qui est donc congruente & .‘G et pour cela symétrique. En utilisant k'> 2,
ce fait entrafne o = - 3, Alors M = vur-ta  est 1'espace vérifiant les

conditions du lerme 5 , o V est l'application de l.© .
: =3

Si k'g< 2, il est évident qu'on peut prendre =1 pour TV, .
C.Q.F.D.

Maintenant nous sommes capables de démontrer s

THEOREME 7. = Supposons donné wn espace de Minkowski autoadjoint am de
dimension 2 dont le groupe d'automorphismes a l'ordre k et dont 16 groupe
d'automorphismes de déterminant positif a 1'ordre k'. (I1 y peut avoir
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- k= k' = w)e Alors 1l'ensemble de toutes les matrices d'isomorphisme de :flﬂ'\,'
et I est le suivant

a. € 0, T, si T est euclidien ;
AN~ e . . &
b. {m (f) 3(“, 1 Q/ } (H— 0 » 1 9 ~0en o k' - 1 ’ e— 0 » QO)

avec k' = 2-}“(2q +1) et € = I]:'S" -1 (A, q= entiers non-négatifs), si
W, est positif mais n'est pas euclidien ; et

Ce {ESD%W;XFC’} (b=0,1, «es, k=1), st I est négatif ; ob

{ est une matrice non-singuliére convenablement choisie dans chaque fois.,

DENONSTRATION, - D'aprés le lemme 5 il existe wn espace M = T-1aM , tel
que 1l'ensemble des matrices d'isomorphismcde ML* et M  soit ou bien HE
ou bien H}).“ ou bien HF , lorsque’ H est le groupe des matrices d'autamor-
E-A. .
phismes de A, pe plus on a H‘,‘}O2 ot H= ¢ 1ol (8; est la matrice

de T), c'est-a-dire 1l'ordre de H est égal 3 k et l'ordre de H' =Tl ¢
est égal & k' , On en déduit dans les trois cas du théoréme 7 3

8¢ H=02 b
b. H=={((tl‘-‘5‘53"]‘)6 (ﬂzﬁ)”} (P=0,1, e,k =13 €=0,¢&;

Eg+1=ordre de HH' ; Q€(80),) ; et

ce H= {@%“} (H: 0,1, ees y k=1), Mais alors melon la proposition

3 notre théoréme est déja démontré (si 1'on remplace < ® per & Gans 1e
cas b,) sauf la relation k' = 2)‘(2q + 1) ()\et q = entiers non-négatifs) .
que nous allons établir. Puisque 3)7(, appartient & l'ensemble des matrices
a de l'espace I dans le cas b., 37?1.( € H' et pour cela 1l'ordre 27‘

2

4
de D, est un diviseur de llordre k' de H' . Si 1'5272 était pair, on
2k
aurait Sl=2, et (D )V'O-ED € H, tandis que 3
PR L ’ A

g g T

est également
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matrice d'isomorphismededV* et M , chose qui est impossible pour un espace
¥\ non-euclidien.

COROLILAIRE
A, Si 3“\'(1) et fm(?') sont deux espaces de Minkowski de dimension 2 ,

autoadjoints, non-euclidiens et isomorphes tels que ?Jmsi) admette D ar

*
comme matrice d'isomorphie de c,sm(i)) et 2ti1) (1=1,2) alors 1(1) & 'X(z)
(c'est une conséquence immédiate de la relation k' = 2)‘(2'q +1)).

B, Un espace de Minkowskl autoadjoint de dimension 2 o5t symétrique si et
seulement si |
a. il est euclidien ou
b. 11 est positif avec €O= 0, A=0 ou €0= 1 ou
¢. i1 est négetif,

C, Un espace de Minkowski autoadjoint de dimension 2 est de norme ordinaire,

si et seulement si

a. 11 est euclidien ou

be il est positif avec 7\3 1 ou

c. 11 est négatif avec k = pair (car dans ces cas le groupe H contient
1'61ément D, )

Ie "signe" d'un espace de Minkowski autoadjoint (c'est-a-dire la propriété
de l'espace d'étre positif ou négatif) et les nombres 60 et k forment un
systéme d'invariants indépendants par rapport & un iscnorphieme de 1'espace
qui naturellement n'est pas complet mais qui néanmoins permet une certaine
classification des espaces de Minkowskl autoadjoints de dimension 2 . Le nombre
A est un invarient dérivé. de ce systéme. Nous remarquons ainsi qu'il existe
au plus deux matrices .B, de la forme "'canonique" (C:D 1 T* pour un espace

| 2™
non-euclidien fixé, (Il y a deux possibilités, car par exemple

@(@_ - LI':* = (Eﬂ’)]),“ (Cﬂ")&) tandis que ce n'est pas vrai en général pour

2~ P

une matrice L de la forme CTHET (lemme 1 et lemme 2)e

Nous allons-déterminer-explicitement tous les espaces de Minkowskl autoadjoints:
de dimension 2 ., Puisque la strueture d'un espace de.Minkowski est une structure
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de norme, il suffit d'indiquer les "indicatrices" |x|| =1 de ces espaces.

Figure 1 (3M = positif,

O=1’ k=4, X:l).

13
A2

(Fige 2 (M =négatif, k=1)
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Dans ce but nous considérons les "éléments d'appui" d'une telle indicatrice en
défigissant sun point x et une droite, représentée par son pdle f per
rapport au cercle d'unité € , sont appelés élément d'appui 32 d'une courbe
C du plan (Sl R 82) s lorsque x¢€ ¢ , et la droite est une droite d'appul
de { en x (ony suppose que la droite ne passe pas par le point O0). Nous
éerivons 2. =[x, £] et remarquons que l'ensemble de tous les 2. d'une
courbe ¢ convexe et contenant le point O dans son intérieur est homéomorphe

& un cercle, si cet ensemble est muni de sa topologie naturelle.

Soit maintenant H\ un espace de Minkowski autoadjoint positif et non=euclidien
e forme normale" & savoir un espace qui satisfait aux conditions du lemme 5 ,
et solt C sont indicatrice. Alors ¢ posséde un élément d'eppui "minimal"
&5 s c'est-d~dire wmn = [xy » £5] dont la distance euclidiemne de x,

et 0 est minimm et égal & ¢ >0 . L'image polaire ML) de I, per

rapport & ¢ est un élement A'appui de 1'indicatrice ¢* de MN* (lerme 4)
et on a 'T((Z:'O) = [fo y xOJ « En outre la droite de .. peut-8tre sup~

0
posde orthogonale au rayon 'o?c'o 3 cause de la minimalité de }:‘O et pour
cela f,= ;12- X5+ 51 D _n, est 1'isomorphisme de M™* sur N g,
2~ |
- s 2 1 C .
matrice @“ ’ 21 = D'rr T(Eb) §st un élément d'appui de , car D 1‘—(
2h 2~ 2~

est une application affine emenant (* dans & . Evidemment 2_‘..1 est wp
é1ément d'appul maximal & dsitance p =é (0 <1). Puisque Z".O et Z:_‘ sont

-1/2
joints par 1l'arc convexe ¢ de § , on a la restriction 1<p £ (cos %) 1/
pour p , si A22 . Nous affirmons alors que toute la courbe £ est cOmplée
tement déterminée par son arc ¢ entre ZO et I:l « En effet 1'image polaire

7({) de & est contenue dans €° et pour cette raison D .ZLT"(«) eat de

2
méme une partie de € , De fagon plus générale, les arcs Do Ket

: AT T
Doyt oy () (',4,= 0,1, eos, M _ 1) sont contenus dans & et on voit
2;2*1 | |

facilement que ¢ est déjad la réunion de ces arcs ; c'est-d-dire { est bien
déterminée par { . Mais le fait plus important est celui que 1l'intersection
de tous ces arcs de & est seulement 1l'ensemble des points des élg"ments
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I, =D, ZO et 1, 4 = Dot T (= 041y «es,y 2-1).
r E%ET 2R H ;;;T 21 |

Ce qui veut dire 3 si 1'on choisit pour un certain )\ » O fixé n'importe quel
r4 2 1 ———
é1ément "orthogonal"v :0 = [xo , ? xo] dont la distance eucliddemne oX;= O

satisfait 3 la contidion 0< o <1 et %, < (cos 3.‘;\)'1/ ? 81 Nyp2,etsi
- 2
1] [ 3 fn g -
1'on "joint :0 et El =D ‘nEo) par n'importe quel arc convexe <

2\
(chose qui est toujours possible & cause de cette inégalité), alors 1l'ensemble
des arcs déduits de ¢ et indiqués ci-dessus forme une courbe convexe .{ gui
contient le point O dans son intérieur et pour laquelle on a ¢ D m me) =¢
| PiN

le courbe C est 1'indicatrice d'un espace de Minkowski de dimension 2 de
norme généralisée, ot l'application D, effectue un isomorphisme entre l'espace

2~ |
dual et celui-ci (lemme 4). Donc cet espace est autoadjoint positif et la consi-
dération précédente montre que chaque espace de Minkowski autoadjoint positif
"de type A" est isomorphe 4 un tel espace construit par un convenable ¢
et & . Enfin on atteint le fait que 1l'espace construit n'est pas euclidien
~quand on n'admet pas dans le cas AN=1 que & soit le quart d'une ellipse,
et cela est vraiment la seule restriction pour @& sauf la condition qu'il doit
joindre les é1éments &, et :1 . Nous remarquons qu'il est essentiel pour
le succés de notre construction que les applications D, et 7 des éléments

P

2= commutent entre eux, parce que D applique 1'ensemble des éléments fixes

i

oA
de M sur lui-mdme. La figure 1 montre 1'exemple de la construction d'un espace
autoadjoint positif non~euclidien avec €O =1, k=4, A=1.

Considérons maintenant un espace de Minkowski autoadjoint négatif ae_ forme
normale M , Alors aussi SW(¢) =¢ pour 1'indicatrice ¢ de M, o0 S
oot.la symétric d'axe §1 {dc motrice ,(ﬁ ). Donc ST est une appli=-
cation homéamorphe de 1'ensemble des éléments d'appui 23 de ¢ sur lui-
méme. Coet ensemble &tant un espace topologique homéomorphe au cercle on sait ‘
qu' il existo deux éléments fixes I, et 23, , différents car ST change
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1'orientation, Si I, = [(E(i) 'g?fi)) , (a(l) ,otél))] SmESy) =25

entrafne (g(i) (g(l)) =1 et @Xl(i)) ((x(l)) =1 ; c'est-a=dire Z:'l
est é1ément tangent de 1'hyperbole dquilatére h (i = 0 , 1) . Puisque :b

et 7:.1 sont joints par un arc convexe { de ¢ , ils sont nécessairement
situés sur desbranches différentes de h . Maintenant & = & u ST(a) et

e Sn(e) = {g{i) , gz(i))} (1=0,1).0n voit come au cas ’Rﬂ' = positif

que & est uniquement déterminé par sa partie & . Inversement, sl 1l'on prend
deux éléments tangents quelconques- Z_."‘o et :1 de branches différentes de

h et si on los joint par un arc convexe { quelconque (c'est touwjours possible),
alors l'espace de Minkowski d'indicatrice ¢ = & v () est autoajoint et

ou bien euclidien ou bien positif et "de type 60 = 1" ou bien négatif. En

outre chaque espace autdadjoint de ces espéces est isomorphe & l'espace construit
par :0 , El et @& convenablement choisis (voir théoréme 1 et lemme 1), la
figure 2 montre la construction d'un espace autoadjoint négatif avec k=1,

Nous pouvons résumer s

THEOREME 8. =
as Chaque espace de Minkowski de dimension 2 , autoagjoint positif, non-sucli-
dien, de type A 3 O est isomorphe & un espace de Minkowski d'indicatrice

P

™)) .

o, 4V D,
1
;ﬁrz" 'z'mz"

Iei Dq est la rotation autour de O de 1l'angle \?, ¢ est un arc convexe

convenable joignant les é1lément =[x ! x 1 et &, =D [1 X, , Xn)
0r Z%0 = == rlz %o %o
' 2>

(0<o <1, < (cos %)‘1/2 si MN=2, & # quart de 1'ellipse si M= 1),

et W(X) est 1l'image polaire de ¢ . Pour un (x satisfaisant seulement &

ces conditions annoncées il existe toujours mn espace de Minkowski de 1l'espéce

considérée dont 1l'indicatrice contient ¢ .

be Chaque espace de Minkowski de dimension 2 , autoadjoint, esuclidien ou
positif de type EO = 1 ou négatif est isomorphe & un espace de Minkowski
d'indicatrice € = 0. U sﬂ(a) « Ici 5 estla synétrie dlaxe §L , X est
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un arc convexe convenable joignant deux éléments taggents ‘:.0 et X2, de
branches différentes de 1'hyperbole équilatére ()" - 'E.?_) =1,6et T (Ci)

est l'image polaire de (f « Pour un ¢ satisfaisant seulement 3 ces conditions
annoncées 11 existe toujours un espace de Minkowski de la sorte considérée
dont l'indicatrice contient ¢ .

REMARQUES, =

10 Selon RADON [4] (Voir aussi [1]) on sait bien que les plans de Minkowski
euclidiens et les plans de Minkowski autoadjoints positifs -non-euclidiens de type
A= 1 sont exactement les plans de Minkowski oh la transversalité de deux vemteurs
est une relation symétrique. On appelle les indicatrices de ces espaces "courbes
de Radon", la construction des courbes de Radon faite par RADON et plus tard
par DAY est la méme que la n8tre dans ce cas particulier.

20 La construction du théoréme 8 fournit des exemples d'espaces de Minkowski
autoadjoints de dimension 2 pour toutes les valeurs des invaria.n_ts signe, £0 ‘
et k qui sont possibles (théoréme 7).

39 En particulier chaque plan de Minkowski autoadjoint négatif de norme
ordinaire est isomorphe & un plan de Minkowski d'indicatrice -

= & U ST(y) v Sy v Dy & &

Ici S' est la sypétrie 4 ' axo §2 et fx est un arc convexe convenable
joignant deux &léments tangents Z'g et I5, de l'hyperbole h et de 1'hyper-
bole conjugude W' 3 (52 S =1,

4° 81 1'on fait la restriction plus forte é < (cos "T;_) -1/2 si 'X)Z_ , On

peut aussi contruire des plans de-Minkowski autoadjoints d'une norme dtrictement -
convexe et méme d'une norme de classe ¢ (comme fonction des coordonnées

[ AL

50 Lorsque M est un espace de Minkowski autoadjoint, non-euclidien, de
dimension n > 2 , on peut aussi mombrerque M est i omorphe aw esgaoe M
de forme normale admettant AL et d'indicatrice ¢ = \) (A)Z'JL g,u(A) WI (8 ,
¢=0

ot A est l'application correspondante a Z\, et ({ est une partie convenablement
choisie de € (')\, Max _>\. ) « Ici & doit satisfaire & quelques conditions,
qu'on peut facilement exprimer 4 1'aide d'une certaine paramétrisation des

é1éments d'appui 2 de &
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