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Section I.

Notions élémentaires sur les paratopologies

1. Introduction.

Dans un ensemble E , on définit une topologie par la donnée d’un sous-ensemble
du treillis P(E) des parties de E , stable pour les réunions quelconques et
les intersections finies. Ce sous-ensemble 03A9 est lui-même un treillis complet
pour l’ordre induit par l’inclusion, dans lequel l’union coïncide avec .la réunion
des parties, mais l’intersection est donnée par :

qui n’est autre que l’intérieur de l’intersection prise dans (E) . (Nous rés6r-
verons dans la suite les signes U et .fi aux opérations ensemblistes. Si
plusieurs ensembles ordonnée Interviennent simultanément 6t s’il y a possibilité
de confusion on notera ii B (resp. ~ ~~) l’union (resp. l’intersection) au
sens de l’ordre de T , des ~). ,

Les propriétés essentielles de l’espace topologique (E , Q) dépendent unique-
ment de la structure algébrique du treillis 03A9 , lequel détermine d’ailleurs E
à un homéomorphisme près dès que E est un espace Tl .
C’est pourquoi on peut se proposer d’étudier les treillis qui sans être isomor-

phes aux treillis des ouverts des espaces topologiques en possèdent les caractères
essentiels

Notons que dans ~ , l’intersection finie coïncide avec l’intersection dans
(P(E) ce qui entratne pour tout 0 ~ 03A9 et toute famille (00eÎ d’éléments de 11 :
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On trouvera des raisons plus profondEs d’étudier do tels treillis dans la théorie
.3o s structures locales de EHRESMANN.

2. Propriétés algébriques élémentaires dss treillis

Les définitions 6t résultats de CG paragraphe se trouvent pour l’essentiel dans

BIRKHOFF [1], chapitre 9.

/

(2 .1) Un treillis local est un treillis complet L , tel que pour
tout élément x ~ L 6t tout6 famille {XIB( 1 X é: ho d’éléments de L , on ai t 1

Nous noteront 0 et e 1 t élément minimum 6 t l ’élément maximum de L .

(Dans BIRKHOFF un tel treillis est appelé distributif complet et pseudo-complé-

(2 .2 ) DÉFINITION. - Un élément : a dans un treillis est simplifiable si pour tout
couple x ~ y d t éléments de L : ..

(2.3) PROPOSITION. - Un treillis est distributif si et seulement si tout élément
est sinplifiab16.

(2.4) DEFINITION. - Un élément a’ est complémentaire de a si :

La proposition (2.3) entraîne l’unicité du complémentaire (quand il existe) dans
tout treillis distributif. 

Notons que si a’ existe et si le treillis est distributif,

= 0 est équivalent à x ~ a’ .

Ce qui justifie la définition suivante :
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(2.5) DEFINITION. - Un élément a* est un conplément de a si

x Aa=0 est équivalent à x ~a* .
(a* est appelé pseudo-complément par BIRKHOFF, complément nultiplicntif par
d’autres auteurs).

a est la borne supérieure des éléments disjoints de a, donc est unique Quar:d
il existe. Si a admet un complémentaire a’ , alors a* existe 6t a’ = a* .

(2.6) PROPOSITION. - Dans un treillis local tout élément admet un complénent.
Soit on effet a* = alors a Aa*=a A (V x)= y (a a x) = 0

et a est bien le conplément de a .

(2.7) PROPOSITION.-L’application f *} : x -+ x* vérifie

On voit d’après (v) que l’image L de L par f"" 1 est un treillis complet
et d’après (iv) et (i) que la restriction de [ ,.,. 1 à L* est un anti-isomorphisme ;
de façon précise on a 16 théorème suivant dû à GLIVENKO, dont la démonstration
figure dans [1] .

(2.8) THEOREME. - L’application L - L 1 03C6(x) = x** vérifie

en outre L* est une algèbre de Boole complète, l’intersection dans L* coïncide
avec l’intersection dans L et l’union dans L* est donnée par :
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Notons n’est pas bi-univoque, un élément II (; e peut avoir pour imag&#x26;
e . On dit alors qu’il est dense,::, En outre les éléments denses déterminent ~P ;
de façon précise a = b** si et seulement s’il existe un élément dense d ~
tel que 

3 . Paratopologie. Ouverts. Fermes. Voisinages.

(3.1 ) DEFINITION. - Une paratopologie dans un treillis local L est définie par

tm sous-ensemble 03A9 de L vérifiant :

(°1 ) toute union d’éléments de 03A9 appartient 

(°2) toute intersection finie d’éléments appartient à .0. J les éléments de
Q.. sont appelés ouverts.

En appliquant (0.) (resp. (°2» à la partie vide on en déduit

En prenant Q = L on définit dans L la paratopologie discrète
et la paratopologie solide. 

(3 .2 } Dans une paratopologie (L , 03A9) on appelle fenné tout élément f e. L qui
est le complément d’un ouvert.

L’ensemble 03A6 des fermés est donc 1’image de -Q. par l’application x ~ x* .
La proposition (2.7) entraîne : 0 et e sont fermés, toute intersection de

2 fermés est un fermé, mais en général une union mène finie do fermés n’est pas
un fermée en outre le complément d’un fermé est de la forme où est un

ouvert, donc n’est pas en général un ouvert.

(3.3) DEFINITION. -.Un voisinage d’un élément x de L est un élément v qui
contient un ouvert contenant x .

Soit l’ensemble des voisinages de x : vérifie : .

(V6) 0 est un voisinage de 0 ~
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toutes ces propriétés sont des conséquences immédiates des axiomes (0.) et (°2)
6t d6 la définition (3 .3 ) . (Dans un espace topologique les axiomes des voisinages
sont donnés pour les points de l’espace) on obtient alors (V1) , (V2) , (V3) ,

et on définit ensuite pour un sous-ensemble A quelconque de E le

filtre V(A) des voisinages, d’où la nécessité d’introduire les deux axiomes
supplémentaires (V 5) et (V 6) qui ne sont pas conséquence des autres).

(3 .4 ) PROPOSITION. - Soit Y une application d’un treillis local L dans 

semble de ses parties, telle que les 03B3(x) vérifient (V1)". (V6) J,
il existe une paratopologie unique dans L telle que les ~x) soient les

voisinages de x relativement à cette paratopologie.

En effet si une telle paratopologie exist6, des ouverts, sst
l’ensemble des éléments de L tels que : 03C9~03B3(03C9) . On vérifie facilement
que s~ ainsi défini satisfait à (°1) et (0~) 6t que les voisinages do x

pour la paratopologie définie par S1 sont justement les éléments de 1(x) .
, 

’ 

.

(3.5) DEFINITION. - Un élément x est intérieur à un élément a de L si a sst

un voisinage de x . .

(V5) implique que toute union d’éléments intérieurs à a est intérieure à a ,
donc les éléments intérieurs ont une borne supérieure notée a qui est appelée
intérieur de a .

On voit facilement que ~, est toujours ouvert, et que c’est le plus grand ou~
vert contenu dans a .

(V2 ) si y est intérieur à a et b il est intérieur à d ~ b ~
donc d part si y , ~ .~ ,~ donc d% * a et

à b, d’où

(3.6) DEFINITION. - Un élément x est adhèrent à un élément a de L si pour
tout ouvert 03C9, 03C9^x ~ 0 entraîne ooA a ~ 0 .. Notons que 0 est adhérent à

tout élément~ et qu~ si x ~ 0 est adhérent à a ~ tout voisinage de x rencontre

a . 
’ 

.

Toute union d’éléments x03B1 adhérents à a est adhérente à a car :

~A(~ x~) ~ 0~==&#x3E; "3 x~ tel que ~/B x~ ~ 0 mais alors u/Ba ~ 0 . Il existe donc
une borne supérieure notée ? des éléments adhérents à a , on l’appelle
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adhérence de a ..

(3.7) PROPOSITION. - Un élément a est fermé si et seulement si il est égal à
son adhérence.

Soit en effet a fermée il existe un ouvert - tel que a = ~j* ; alors
= 0 donc = 0 donc a =:-Cù = a . D’autre part il est immédiat

que pour tout x x ~x donc a. = à0 = a . Inversement si a = a , soit
== a" et lÉ = Soit 03C9 un ouvert quelconque, 03C9^ a=== = S5

donc = 0 . L’autre implication étant immédiateon a  = a . Notons que
l’application a vérifie 1 S=?} 5 g a , nais pas = a vF ’
on a seulement a y b ~ ? ~ ~ .

(3.8) DEFINITION. - Un élément a est dense par rapport à b si b il est

partout dense si ? = 6 ..

Si a est dense par rapport à b et b dense par rapport à 0, a est dense

par rapport à c . En effet a  b ~ a = a  b  c .

2. (Un élément peut être partout dense pour la paratopologie discrète, sans
que ce soit l’élément maximum).

4. Comparaison des paratopologies. Bases d’une paratopologie.
/ 

.

(4.1) DEFINITION. - Si .et 1 et A2 sont deux paratopologies dans L , on dit
que ~L est plus fine que -’1.2’ si 0. 1 ? .0.2 .

On définit ainsi un ordre sur l’ensemble flÙ des paretopologi6a ayant pour
élément maximum la paratopologie discrète et pour élément minimum la paratopologie
solide. 

’

(4.2) Pour deux paratopologies .Q1 et 03A92 dans L, les 
sitions suivantes sont équivalentes. 

’

i ..0.1 est plus fine que P. 2 .
11. pour tout tout voisinage de x pour Sl. 2 est un voisinage pour

o 0

pour ~fo)~~(c~)
(i) ==~ (ii) en effet si v est un voisinage de x pour ~lp ~ il existe

Q2 ~~ que x 6 ~2 ~ v . mais .Qi J ~2 donc c~p ~ 0.1 est
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voisinage pour 
o

(il) x est voisinage de x(S2) pour .0.2 donc aussi pour .Q 
1 donc

(0-2) est intérieur à x pour {) 1 et X(03A92)~ x(03A91).
~ (i) soit 03C92 ~ 03A92, 03C92(03A92) =co ~ 03C92(03A91) 03C92 ,(iii) 

. 

~ (1) soit G.02 of &#x3E;l2’ 0..)2 (Q2) 
= 0&#x3E;2 ~ 03C92(03A91)03C92, l’inégalité

opposée est triviale donc GV2 

Notons enfin que si 03A91 ~ 03A92 , pour tout x(03A91) ~ x(03A92) la récipro-
que étant on général inexacte.

Si B’p",l"’EÃ 6St une famille de paratopologias dans L,.Q. = est la

borne inférieure dans  des paratopologies 03A903B1. cG est donc un treillis complets

Soit M un sous-ensemble quelconque de L. Il existe une borne inférieure

pour toutes les paratopologies D. contenant M , définie par

{ S1: ~c M } . On l’appelle paratopologie engendrée par M.

On peut aussi construire ~L(M) de la façon suivante : si MQ est l’ensemble des

intersections finies d’ éléments de M, 52 (M) est l’ensemble des unions quelcon-

ques d’éléments de M (la vérification est immédiate, mais suppose de façon
essentielle la distributivité de la définition (2.1)).

(4.3) DEFINITION. - Soit (L , Q) un treillis paratopologique, un sous-ensemble
B de 03A9 est une base de 03A9 sit tout ouvert est une union d’éléments de B .

B satisfait alors à : .

(B2) si 03C91 et il existe B’ c:B tel que 03C91^03C92 = V b’ .
Inversement si un sous-ensemble de L vérifie (B.) et (B2) on voit aisément

que c ’est une base de la paratopologie qu’il engendre~

5. Structure paratopologique induite.
(5.1) DEFINITION. - Soit a un élément d’un treillis local L , le treillis local

induit par L sur a est l’ensemble L(a) = {x : x  a } muni de l’ordre

induit.

On vérifie immédiatemment que L(a ) est un treillis locale
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(5.2) DEFINITION. - Soient (L , n.) un treillis paratopologique, a un élément

de L . On appelle paratopologie induite sur a , la paratopologie définie dans

L(a) par la famille = les éléments de O.(a) sont dits

"ouverts dans a" .

La vérification des axiomes (0.) et (O2) pour £l(a) dépend essentiellement
de la distributivité de la définition (2.1). Si b ~ a les paratopologies induites
sur b par (L , u) 6t (L(a) ~ sont identités.

Une condition nécessaire 6t suffisante pour que tout ouvert dans a soit un

ouvert dans e est que a soit ouvert dans e .

(5~3) PROPOSITION. - Les éléments fermés dans a sont les traces sur a des

éléments fermés dans 6. 
’ 

’

Soit f un élément fennec sa trace sur a. Soient x ~o. un élément
adhérent à r 1B a dans a et un ouvert quelconque tel que X .. 0 ;

== x ~ 0 et x adhérent à a entraînent (« À a) 8 (f A a) ~0
donc 0 et x est adhérent à f dans G ; donc x: f IBa lequel est
bien fermé dans a . Inversement si 03C6 est fermé dans a , , soit 03C6 sa fermeture

dans e ; on a. 03C6~03C6^a , nais tout ouvert dans a coupant 03C6 ^ a coupe 03C6 donc
la fermeture dans a contient ~ étant fermé dans a , on a

,bien ~ = ~ A a * 
~ 

.

(5.4) PROPOSITION. - Si d est partout dense dans un treillis paratopologique
(L , .Ci..) , tout voisinage relativement à d d’un élément x ~ d , a pour

fermeture un voisinage de x dans (L ,. .o.) .
En effet v p oeA d à x implique = 

(5.5) PROPOSITION. - Si a est partout dense dans un treillis topologique
(L ,.D...) tout voisinage relativement à a d’un. élément x ~a , a pour fermeture

un voisinage de x dans (L ~ ~.) . 
’

Soit v contenant un ouvert dans a de la forme 6t ~x .
On a . v ~ 03C9 ^ a &#x3E;03C9^ a = 03C9^e = x .

6. Filtres.

Les filtres d’un treillis distributif avec 0 et 6 ont été étudiés et utilisés

principalement par WALLMAN [7] et SAMUEL [6] .
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Rappelons rapidement les définitions et les résultats essentiels.

(6.1) DEFINITION. - Un sous-ensemble F d’un treillis distributif avec 0 et e

est un filtre s’il vérifie :

si 6n outre 0 f F on dira que F est un filtre propre, cela est équivalent
à F ~ L d’après (Fl) .

t

. (6.2) DEFINITION. - Un filtre F’ est plus fin qu’un filtre F si F’ ~F .

L’ensemble 03A6 de tous les filtres est ainsi ordonnée il a un élément minimum
et un élément maximum le filtre impropre L . Fi1 i =1 est une famille

de filtres elle a dans A une borne inférieure F = t:t F 1 qui est encore un
filtre. Si l’un des F i est propre, F est propre. L’ensemble 03A6 est donc
un treillis complet. 

’

Soit G un sous-ensemble quelconque de L . Il existe une borne inférieure pour
tous les filtres contenant G définie par F(G) = ~~F : F ~G~ .
On peut aussi définir F (G) ainsi : soit G’ l’ensenble des intersections finies

d’éléments de G ; F (G) est l’ensemble des x E L qui contiennent un élément
de G’ (cela se vérifie immédiatement parce que L est distributif). Cette défi-
nition p6rnet de voir qu6 pour que F (G) soit un filtre propre il faut st il

suffit que 0 # G’ c’est-à-dire que toute intersection finie d’éléments de G soit

différente de 0 ~

Une famille G ayant cette propriété sera dite famille compatible ; le filtre
propre F(e.) est dit filtre engendré par G . En particulier si G = où

F 1 est un filtre et a un élément quelconque, G est compatible si et seulement
si : quel que soit x « Fi , 

(6.3) DEFINITION. - Un sous-ensemble B ds L est un6 base du filtre qu’il
engendre si F(B) est l’ensemble des éléments supérieurs à un élément de B ; .
deux bases B et B’ sont équivalentes si F(B)=F(B’) . "

B est une base de filtre si : b. et existe 

b3 6.Í:: bl /B b2 ; F (B) est propre si 0 1: B . 
2 3 : 

’

Pour qu’un filtre de base B soit plus fin qu’un filtre de base B’ il faut.
et il suffit que tout élément de B’ contienne un élément de B.
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(6.4) THEOREME. - L’ensemble 03C6 des filtres dans L est un treillis local;nous
savons déjà est un treillis complet, il suffit de voir que pour tout
filtre F et toute fanille B F",i..~ de filtres, on a :

Car l’inclusion opposée est vraie dans tout treillis.

Soit F (Il) . On a et .../sx F03B1i)

car V F03B1 est l’ensemble des intersections finies d’éléments de donc

x = /B 
.n 

(xO(" x) , or les F donc 

(6.5 ) DEFINITION. - on appelle ultrafiltre un filtre propre U tel que tout

filtre propre qui le contient lui est identique (filtre maximal dans 03A6 - {L}) .
~ s

(6.6) THEOREME. - Tout filtre propre est contenu dans un ultrafiltre.
En effet si ~ F~ ~ est une famille totalement ordonnée de filtres propres

U F est un filtre propre donc l’ensenble des filtres propres est inductif.
cK 

~, ’ 

.

(6.7) PROPOSITION. - Un filtre propre F est un ultrafiltre si et seulement si :

est incompatible.

En effet soit F un ultrafiltre et a F , F ~{a} compatible entraîne

Inexistence d’un filtre propre contenant F et a .donc # F .

Inversement soit F un filtre tel que a F J est inconpatible. Gt
G un filtre contenant F et propr6, tout élément de G est compatible avec
F donc F=G .

(6.8) PROPOSITION. -Soit U un ultrafiltre; si a et b sont tels que

alors on a 1 a tE U ou 
’

Si a et l’ensemble G des éléments x ~ 0 tels que x ~ U est

un filtre propre contenant U et b , donc strictement plus fin que U ce

qui est contradictoire. On en déduit qU6 si al v a~ ... va eU où U est un

ultrafiltre, l’un des ai appartient à U ...

Dans la suite nous supposerons que L est un treillis local.
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(6.9) THEOREME. - Un sous’-ensemble compatible C de L est un ultrafiltre si

et seulement si pour tout a ~ L on a : a ~.0 ou a* e C . En effet si C est

un ultrafiltre et si a fl C , diaprés la proposition 8, il existe x eC et

a = 0 donc x G donc a. * 6~ C . Inversement si pour tout a e L on a

a  C ou C , soit F un filtre propre contenant C; a un élément de F

si a 6rC donc .a ~F ~ c’est impossible car = et C =fi

(6.10) COROLLAIRE. - Si U est un ultrafiitre, a** ~. U ~a e U (car

..

7. Exemples de treillis locaux.

(7.1) E étant un ensemble quelconque (P(E) est un treillis local; les notions
de topologie, filtre, dans le treillis local @(E) coïncident avec les

définitions habituelles de topologie, filtre, etc. sur 1’ensemble E .

(7.2) E étant un espace topologique, l’ensemble des ouverts de E est un treil-

lis local (l’exemple 1 est le cas particulier où E est muni de la topologie
discrète). 

~ 

’

(7.3) Si B est une algèbre de Boole complète, c’est un treillis locale car la
loi de distributivité y est vérifiée. 

’ 
’

(7.4) Dans l’exemple 2 si 0 est un ouvert, 0** est l’intérieur de la ferme-
ture d6 0 . Donc le théorème de Glivenko (Théorème 2) entraîne que l’ensemble des
ouverts qui sont les intérieurs do leurs fermetures est un treillis local, puis-
que c’est une algèbre de Boole complète. Cette algèbre de Boole ne possède aucun
autome si aucun point n’est isolé dans l’espace topologique E . (c’est le cas
pour R9) ...
(7.5) Si E est un ensemble muni d’une Eesure F’ , l’algèbre de Boole des ensem-
bles définis à un ensemble de mesure nulle près est un treillis local.

(7.6) Si E est un espace de Riesz complètement réticulé et 6 un élément

~ 0 de E , l’ensemble des éléments x ~E, 0 est un treillis local.

C’est le ca.s en particulier pour le treillis complet des applications continues;
dans [ 0 , 1].
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Section II

Théorèmes d’immersion d’ensembles ordonnés dans les treillis locaux.

1. Soient L un treillis complet et P un sous-ensemble de L muni de l’ordre

induit et tel que 0 E P .

A tout sous-ensemble A de P faisons correspondre le sous-ensemble r de

P défini par :

(1.1) PROPOSITION. - L’application A ~A vérifie les axiones d’une fermeture
au sens de Moore.

et en outre pour tout a é P

la vérification est immédiate.

Un sous-ensemble A de P est dit fermé si A = I. La proposition (1.1) en...

traîne que l’intersection d’une famille quelconque de fermés est un fermé et que
~0) == est contenu dans tout fermée L’ensemble L des fermés de P ~ ordonné

par inclusion est donc un treillis complet.-

. (1.2) LEMME. - L’application J de P dans 4&#x3E; définie par est

un isomorphisme d6 P sur un sous-ensenble de 03A6 , respectant toutes les inter-

sections qui existent dans P . En effet .

si {x03B1} est une famille d’élémsnts de p ayant x ~ P pour intersection

(prise dans P ~ i.E. : x = ~B x~) ~ (x) C ~ pour tout

03B1 ~ J(x) ~ ~ J (x03B1) d’autre part y ~ ~ J (x03B1) ~ y ~ x03B1 pour tout 03B1
donc y ‘ x et y e Q’ (x) .-
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(1.3) LEMME. - L’application dans L définie par 1f(F) = iÎ F
est une application bi-univoque, respectant les unions quelconques. L’image par

Lf 16 sous-ensemble L’ de L formé de toutes les unions d’éléments

d6 P . L’application composée 03C6 o J est l’injection canonique de P dans L .

En effet

donc x/&#x3E; est injective. Si {Fi}i E.I cst un6 famille de femés ; le plus petit
fermé contenant tous 1GS Fi 6xt F = F . On a q (F) = L ~j Fj mais

pour tout A C P , ’B1 Á = B il 40nc

donc ~ respecte les unions quelconques. Tout élément de f( §) est union

d’éléments de P , par définition. D’autre part, soit x é L et x = b x. ,
o 

. 

ici
les xi appartenant à P .Soit F= i ~ I} on a x= f (F) ; enfin la
dernière affirmation est triviale.

(1.4) REMARQUE. ~ 4? ainsi que toutes les applications qui s’en déduisent ne

dépend que de P et do L’ . On pourra donc supposer dans toute la suite que
tout élément de L est union d’éléments de P.

/ ,

((1.5) THEOREME. - A tout plongement d’un ensemble ordonné avec 0" P , dans un

treillis complet L , tel que tout élément de L soit union d’éléments de P

correspond une saturation vérifiant (i) (ii) (iii) (iv). Inversement

si A ~ A vérifie (i) ... (iv) , l’ensemble 03A6 des fermés est un treillis

complet, l’application P - 03A6 est une immersion ; tout élément de 03A6
est union d’images d’éléments de P et la saturation associée est A ~ A.

La première partie résulte de (1.2) et (1.3) . ~ treillis complet résulte de

(1) , (ii) 6t tout 16 reste est immédiat.

La théorème (1.3) permet de caractériser tous les plongements de P dans un

treillis complet engendré par l’image de P , à un isomorphisme près, uniquement
à l’aide de sous-ensembles de P.
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2. Plongements d’un demi-treillis dans m trEillis local.

Nous supposerons dans la suite que P est un demi-treillis pour l’int6rsection

ce qui n’est pas une grande restriction, et nous allons chercher à plonger P

dans un treillis local. Si là et B sont des sous-ensembles de P , notons
.

(2.1) PROPOSITION. - Si P est plonge dans un treillis local L , on a pour tous
sous-ensembles A et B de P ~

Notons d’abord que pour tout il C. P, A est un "cône" (0 ’est-à-dir6 1

ix *5 et y  x} T) ; de la résulte immédiatement que A ^ B = A ~ B .

D’autre part on a :

(d’après le distributivité) donc x !B/ (A A B) et AB d’où

A ^ B ~ A ~ B d’autre part A ^ B ~ A 6 t A AB C? donc A/BB et

ce qui achève la démonstration~

En outre, cette propriété est caractéristique en effet on a :

(2.2) PROPOSITION. - Soit A ~ A une sa tura tion vérifiant (i, ... , v) l t. n-

semble ci? des fermés pour cette saturation est un treillis local. On sait déjà

que 03A6 est un treillis complet, il suffit donc de vérifier que si F et

si {Fi) i~I est une famille d’éléments de 03A6 on a :

d’après (v), mais F et ~ F étant des Cen6s
1
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donc

Démontrons encore un lemme qui nous sera utile pour la construction effective de
,saturations vérifiant .. à , v) dans bien des applications.

(2.3 ) IEMME. - Soit P un treillis pour l’intersection ayant un 0 6t soit r

une application de dans (P) vérifiant

et les formes affaibli6s d6 (iii) et (v) qU6 sont :

l’ensemble des fermés pour r (1.6. r(A) = A) est un treillis complet,
l’application A 2014~F = n B F : F ferme pour r et F 3 A 3 vérifie (i) (ii)
(iii) (iv) et (v).

L’1 vérification de (i) (iii) eb (iv) est très facile, pour démontrer (v)
nous allons donner une construction de A.

Pour tout ordinal 1)( définissons A. par induction : A = A , ..

Ap( +1 = r (A) et = Ap( est un ordinal limite~

le suite totalement ordonnée des possède un élément maximal à., car elle

est inductive alors A . 3 en vertu de (i) donc 11.).+1 = donc A03BB
est fermé et contient A, donc A~~S’. D’autre part de A cl* on déduit

c 5 pour tout 0’. (par récurrence) donc =TT .

Notons ensuite que (ii) et (iv) entraînent que, pour tout A, rf.Á)’ est un

"cône". maintenant A , B , C trois sous-ensembles de P tels que :
A AB c? . Montrons que A 

1° A ^ B = A ^ B ~ C par hypothèse.
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3 ° Soit 03C4 un ordinal limiter si pour tout 03B1  03B1, A03B1 ^ B ~ C .

donc~ si ~~~ a beB; tels que 
alors x~~/BB~ donc x ~~~ et 

La propriété est donc vraie pour tout ordinal et l’A B ~ C. L’intersection
étant commutative, on voit que :

or A et B étant des cônes~ on a donc

~B = A ^ B . L’autre inclusion se déduit de

ce qui achève la démonstration.

Dans toute la suite du paragraphe, une saturation vérifiera toujours

(i) , ... , (v) . S Désignera l’ensemble des saturations.
, 

°.

(2.4) DEFINITION. - Si n et r 2 sont deux saturations, rl sera dite plus

fine que r 2 ’ si tout sature pour ï2 est saturé Cette relation

est un ordre sur l’ensemble des saturations, et on a :

(2.5) PROPOSITION. - Soient e.I 
une famille non vide de saturations et

4’ i l’ensemble des fermés relatifs à. la famille 
i ~I a une borne

supérieure  notée  = 7 i ; la famille 03A6 des fermés de l’ensemble

des intersections quelconques de fermés de tous les T. ~ Soit en effet
r(A) l F : F £ U 4 i ’ F ~ A l que nous noterons A. On vérifie immédia-

tement (1) , ... , (iv) . En outre, soient A et B deux sous-

. ensembles quelconques de P , FOAAB A A B . En effet :1 i ~ 1 avec

F ~ f’i donc F J (A /~ B)£3~&#x3E;F :) ’i (A = n donc

D’autre part toute saturation ri de fermés 4&#x3E;’ plus fine que toutes les ï i
est telle que 03C6 ~ Lj 03C6i donc aussi toutes les intersections de sous-ensembles

. i
de y 4&#x3E;1 donc çf:&#x3E; cr .

(2.6) PROPOSITION. - il existe une extension pins fine que tout6s les aut,res, S.65

tous les "cônes" d6 P. 

Soit (A) = t x 1 i a E-A et x  a) le "c8ne" engendré par 1’1.; l’appli-

cation à + rà&#x3E; vérifié (1&#x3E; , ... (iV) (immédiat). Si A "t B ~P
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et b E B 6t x ~ a D ’ autre part
tout fermé dans une saturation (quelconque est un c8ne donc r est bien la borne

supérieure de toutes les saturations~

(2.7) THÉORÈME. - H existe une saturation r telle que l’application J de P

dans l’ensemble 03A6o des fermés de o , respecte toutes les intersections d6
P 6t toutes les unions distributives de P (une union est dite distributive
dans P si pour tout x e P ~ x ~~x~ = fi définis-

sons ((1» corme l’ensemble des éléments do P qui sont inférieurs à une union

diatributivo d’éléments de A . (On notera V* x03B1 l’union des x03B1 si elle est

distributive) l’application A - vérifie toutes les confiions du lemme

(2.3 ) (les 4 premières trivialement). Quant à (v bia) supposons A A B CC et

soit Alors x = a ^ b avec a ~ V* a03B1 ,
On a donc x 4 ( = ~ (a~ Ab) les a,~ A b appartenant à C ~

V*(a03B1 ^ b) ~ (c) et x ~ (C) . D’après le lemme (2.3), la saturation ô
déduite de r vérifie (i , ... , v) et l’ensenble 03A6o est un treillis local.

On a vu que dans tous les cas 3 respecte les intersections quelconques.
Supposons que x = V on a x ~ xi pour tout, donc J(x) ~ J(xi) et

J(x) ~ V J(xi) . D’autre tous les xi appartiennent à V J(xi) et
x == V x. donc x ~ V J(xi) qui est saturée c B J(xi) et

’3 conserve toutes les unions distributives.

(2.8) THÉORÈME. - Toute saturation r est plus fine que F .
Soit en effet le saturé d’un ensemble quelconque et Il

existe une famille a03B1 d’éléments d6 A tels que 

J, 
_

cela. entraîne que a = V a03B1 et que cette union est distributive (car 03A6
est un treillis local) donc a E !" (~a ~) et alors

donc r (A) est fermé pour est plus fine 

(2.9) COROLLAIRE. - L’ensemble des saturations forcie un treillis complet. En
effet toute famille non vids a une borne supérieure (2.5) et il existe une satu-
ration moins fine que toutes les autres (2.8).
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(2 .10) DEFINITION. - Si P est un demi-treillis pour l’intersection et A un

treillis local, appelons homomorphisme de P dans A une application f :. P ~ ^
telle que pour 

st pour toute famille {x03B1}03B1~A d éléments de Payant une union distributive,

(2.11) THEOREME. - Soit 03A6o l’extension minimale de P , Jo l’injection de
P dans /ÔÎ[ . il tout homomorphisme f de P dans un treillis local quelconque

L ,. correspond un homomorphisme r unique de 03A6o dans L tel que
~~ ~

f o Jo = f . Si on identifie P à son image par

Jo on peut encore dire que tout homomorphisme do
P se prolonge de manière unique en un hononorphis-
me de T * Cette propriété caractérise 03A6o à

un isomerphisme près.

Soit F un élément quelconque c’est un sous-ensenble de P ; posons
par définition = , ~ f(x) .

x~F

il. Si F= By ~ , ~~~o( Pour tout K =~?(F)~B/?(~.) . ’

D’autre part, si x 6- F , il existe an sous-ensemble A Fa tel que

x  ~l * a donc
a Èà
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donc

et les deux montres sont égaux.

iii. il est immédiat que f(Jo(x)) = f(x) .
iv. l’unicité de f résulte de t F =By Jo(x) pour tout F ~ 03A6o .

_ 

°..

ft L’unicité de 03A6o , à un isomorphisme près, est vraie seulement si on
suppose que lainage de P engendre tout le treillis locale Dans ce elle est

triviale.

Si P est un treillis locale ~ est isonorphe à P /

Section III

Somme directe d’une famille de treillis locaux
. Plongement treillis locai dans une algèbre de Boole.

1. Somme directe d’une famille do treillis locaux.

/

(1.1) DEFINITION. - Une application f d’un treillis local L dans un treillis

local L’ est un homomorphisne si  
.

0- OLt) rdninum de L LI)

faille d’éléments de L .

eL maximum de L (resp.. de L’)

Par exemple si E et E~ sont deux espaces topologiques et ~ : E 2014~E’ une

application continue, l’application 03C6-1 : (E’) ~ (?(E) est un homomorphisme,
et sa restriction aux treillis ~ des ouverts de E et E est encore un

homomorphisme.
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Soit Ei (i une famille d’espaces topologiques et ’l E~ l’espace

produit. Le treillis des ouverts du produit n’est pas le produit cartésien des

treillis locaux des ouverts des E1 (On voit mène très facilenent que le produit
cartésien est isonorphe au treillis des ouverts de l’espace somme des Ei). Par
contre si F est un espace topo logique quelconque et uns famille

d’applications continues de F dans les Ei (f, : F -~E.) les se

"factorisent " en une application continue

fi : Ei telle que le diagrame ci-contre

soit commutatif pour tout 3, .

On sst donc conduit à la construction pour touts famille
de treillis locaux d’un treillis local T ~ et

d’une famille d’homomorphisme T ~ T tels que

est une famille d’homomrphismes hi 1 Ti est un treillis

local quelconque) il existe un homomorphisme
h a T ~ 03C4 unique tel que 16 diagramme précédant
conmute pour tout i .

T. apparaît ainsi dans la catégorie des treillis

locaux, avec pour norphisnes les hononorphisnes de

la définition (1.1 ) comme la somme directe des n est donc unique, à un

isomorphisme près, s’il existe.
. 

Avant de démontrer l’existence de T posons quelques définitiens : Q Ti
désignera le produit cartésien des Ti les projections

canoniques. On vérifie immédiatement que pour l’ordre : )

pour tout i, 17 Ti est un treillis local.

Un pavé est un élément a é tel q116 = 6i . sauf pour un nombre

fini d’indices.

Un 0-pavé est un pavé dont une au moins des composantes est un 0 . Soit

.,(. ~ A 
une famille do pavés dont toutes les projections sauf une sont égales

(c’est-à-ddlre = quels que soient 03B1, (3 et pour tout io)
la "soudure" suivant la promotion Pi est le pavé noté: [) a’ défini par:.

00’
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L’ensemble P des pavés, muni de l’ordre induit par celui de Tif Ti est un

déni-treillis pour les intersections finies. Soit P le quotient de P par la ,.

relation qui identifie tous les 0-pavés et ceux-là seuls. La relation d’ordre
dans P ~ passe au quotient dans P et en fait encore un déni-treillis pour

l’intersection, avec 0 . Dans P nous définissons une opération  qui à tout

sous-ensemble li de P fait correspondre un sous-ensemble r de P de la

fagon suivante : !"(A) est l’ensemble des soudures d’éléments inférieurs à un

élément de A . (Remarquons que l’opération de soudure passe au quotient dans P ~
Car dans P toute soudure de 0-pavés est encore un 0-pavé). Montrons que 
vérifie les conditions du lemme (2.3) de la section II. Pour (1) (ii) (iv) et
(iii bis) c.’est immédiat. Vérifions (v bis) soient B , C trois sous-ensembles

de P tels ,qU6 A C et soit x ~r(A) ~B ; si x est ta classe d’un

0-pavé il est trivial que x ~ r(C) ; sinon il existe B , t a""] une famille

d’éléments de A et un-indice i quo x = A b . Or

(Ha~) A b = r: aDl A b ~ car : 
i 
..

i i

Donc F définit une fermeture dans P . et l’ensemble T des fermés est un treil-

lis local. (Proposition (2.2), section II) on a une immersion de P dans ce

treillis locale et tout élément est union d’imagesd’éléments de P . C ’.est ce

treillis qui est la somme directe des T.. Définissons-les 03A0 : Ti ~ T .

Soit x ~ Ti , a(x) sera le pavé tel que p.(a(x)) = ej , si j ~ i et

p.(a(x)) = x ~ c’est un 0-pavé si et seulement si x = 0.. Par définition

’nr(x) est l’imago de a(x) par l’injection de dans T .

(1.2) LEMME. Pour tout 1. , TTT est un homomorphisne.

i. si x == 0i , a(x) est un O-pavé, son saturé est donc 0- .
ii. si x = ei , a(x) est le pavé maximum, son inage est eT .

si x= a(x03B1) pour tout 03B1 entraîne

pour tout o . 
~Î
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D’autre part a(xj = t= donc st 03A0(x) ~ V03A0 (x03B1)
iv. Si je = Je Ai xi on a : a (x) = a (xl ) n donc

Tl (x) = V (xl) ^ ’l x.z ) car l’injection dE Po da.ns T conserve 1e8 inter-

sections ; 6n fait on a même

Notons que tout élément de Ti s’identifie à un élément d6 Po; que tout
. élément do PÓ est alors intersection finie diéléments de Ti (car un pavé
n’a qu’un nombre fini de composantes différentes de l’élément maximum) ; tout
élément de T est alors une famille saturée do pavés.

Si ... , xi sont des éléments de ... , l’image dans T

du pavé qu’ils définissent sera notée xi’ ... , xi ’&#x3E; . On a alors dans
1 -

, 
_

. 

(1.4) DEFINITION. - soient Y un treillis local quelconque 6t hi i Ti ~ ’4::’
un6 famille d’homomorphismes. Définissons h : T ---7 1) par

On vérifie immédiatement que k ainsi défini est un homomorphisme et que

L’unicité de h résulte du fait que h est détermine sur les x~ ~ par

h x~&#x3E; = h.(x.) ~ que c’est un honomorphisne ; et que T est engendre par les

par intersections finies et unions quelconques.

On’a donc 16 théorème

; (1.5) THEOREME. - La catégorie des treillis locaux est une catégorie à soignes
directes infinies.

2. Plongement d ’un treillis local dans une algèbre de Boole.

. 

On sait (théorème dû à STONE) que tout treillis distributif peut être plongé
dans le treillis des parties d’un ensemble avec conservation des intersections

et réunions finies. LESIEUR [3 ] a montré que si 16 treillis vérifie la propriété
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de disjonction de Stone (a ~ b ==~ 3 o vérifiant : (a A 0 ., 0 et b A 0 = 0)
ou peut être plongé dans une algèbre de Boole
complète avec conservation des intersections quelconques 6t réunions finies ; .

l’algèbre de Boo16 n’étant plus une algèbre d’ensembles. Nous allons montrer que
tout treillis distributif avec 0 et 1 peut être ainsi immergé dans une 
bre de Boole complète (non atomique en général) avec conservation des inter-
sections finies et des réunions distributives quelconques. En particulier si
le treillis est local l’immersion conservera toutes les réunions

. Soit T un treillis distributif. T* sera l’ensable des couples (a / a’)
où a’, a’ ~ T avec la relation (a ~ a’)  (b , "a’ "b et

a A b’ . a’. (Si T = @(E ), (a , a’) .c:::. (b , b’) est la condition nécessaire
et suffisante pour que 

E a’cboP E b’). .

LEMME 1. - le relation  est un préordre sur T*.

d’où on déduit :

d’où

donn6 a ~a’ et ~~3) donne (a, a’) (c, o’ )

Appelons T’ 16 quotient de T* par la relation

T’ est ordonne par la relation quotient, la classe de (a , a’) dans T’ sera

notée [ a , a’]’ 
° 

. 

LEMME 2. - Si T* ai et existent alors existe

et est ~i f ~ T * a~] . .
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(o() pour tout 1 on a : § * ai ::: (y al) V al et (, rr’ * al) A aj  Y ? fB1
donc 1 1.:B * Î "" al l 4. a’i] quel que soi t 1 .

T

( f) Soit [x,. x’ ] ..1ft. [a.i ’ a’i] pour tout i, alors 1

06 qui achève la démonstrations 
.

Remarquons que dans T toutes les unions et intersections finies existent
st sont distributives, donc Tt est un demi-treillis pour l’intersection.

IEMME 3. - Dans T ~ :

i. pour tout x E T , on a : [x~x]==[0~0]=0~,
ii. [l, 0] &#x3E; [ a , b] pour tout [ a , b] ~ T’

et [1 , a] sont complémentaires quel que soit a e T . 
’

i. et ii. se vérifient immédiatement.

iii. [ a , 0 ] A ( I ~ a] existe et vaut [a A 1 ~ 0 v a~ =s [a ~ a ~ - ( 0 , 0 ~
(lemmes 2 et 3) ; d’autre part on a :

a  x, donc a V x .= x, d’ autre part I  a v x ~ donc a V x = x = I .

En outre x’ ~ a , d’autre part ~. Xl = 0, donc
existe et vaut [1 , 0]. Notons en

outre est une union distributive dans T’ . Il suffit pour

le vérifier de démontrer que, pour tout [x ~ x’ J E Tt, .

([x, x’ ] ~ [ a , 0]) V ([x, x’ ] /B [1 , a]) existe et est égale à [ x , x’ ] .
Soit et 

= [ x , x’ V a] . On a : .
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De x/By* et (2) on déduit ;

et avec (4) 1

Donc [y ~ y’H ~[x ~ x’] 6t [x , x’ ] est bien l’union de ([x, ~[a ~ 0])
et ([x ~ [I , a ~~ . Enfin dans on a pour tout [a , a’] :
[a , a’]=[a, 0] ^ [I , a’] (lemme £t) .

THEOREME 1. - L’application f : T - T’ définie par f(a) == [a , 0] est

uh isomorphisme de T sur un sous-ensenble de Tt qui transforme 0 et l de

T en 0 et 1 de T~ ~ transforme toute intersection distributive dans T sn

intersection dans Tt et toute union distributive dans T~ ~

i. [a , 0]  [b , 0 :.. 0 03BD b et a A 0 b f 6St un isomor-

phisne

11. les propriétés d’intersection de 0 et de 1 résultent des lemmes 2 et 3

iii. a ,- a’ 
1 et b étant trois éléments quelconques de T,

en particulier si les ont on a

pour tout i 5l .

si x’ ] &#x3E; pour tout i t

c’est-à-dire

donc
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et en particulier

Montrons que cette union est distributive dans T’ ; soit [b , 

3 . Construction de l’algèbre de Boole.

Tt. est un demi-treillis avec 0 et I , on peut le plonger dans un treillis
local A par une application biunivoque 03A6 1 T’ -4 " vérifiant :

tout élément est de la forme "B = ~ ~ (t~ ) avec les tk. ~ Notons

Lf l’application canonique de ~2014~ A définie par = compo-
sition des applications r, 4~ ~ ~ définit une application de

T dans l’algèbre de Boole complète A** = B ’ vérifiant p(0m) = .

= Iy,; p{. 
° X Xi) = ~ p( B( * xp{) = V p(~) car f ~, ~T B J

respectent 0 , 1 , les intersections finies et les unions distributives quelcon-
qU6S. 

’

Tout élément 1* de B est image d’un élément ~ de /B par mais
~ = V 4~(t~) et les t~ sont de la forme [xI)(.’ x’oc.] = f(x~) ~
xç(. , x’ eT (le symbole T désignant le complémentaire dans donc

en définitive tout élément de B est une union d’éléments de la forme :

ou CB les x et étant des éléments quelconques de T (l’image

de T par p engendre B par les opérations de passage au complémentaire et
d’unions quelconques). 

’ 

..

~ ~ .

THEOREME 2. - p est une application biunivoque.

x ~ y ~ 03A6of(x) ~ 4 0 f(y) car f et 4r sont injectives. Mais on sait en

outre que r(x) = ’[x , 0 ] et r(y) == 0 ] ont dans Tt des complémentaires
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[1~ x] et [I ~y] et que [x~ 0]B/[l~ x] estdistributive donc 4~Cx~ 0 ]
et 03A6[I , x] sont complémentaires, de mène pour 03A6[y , 0] et 03A6[I , y].
Posons 03BB = et  = 03A6 o f(y) . 03BB~ . 03BB et  ayant dans A des

complémentaires, 03BB= 03BB** et  = 
** 

donc

COROLLAIRE. - Si T est un treillis local, toutes les unions sont distributions
dans T donc p respecte toutes les unions~ et les intersections finies.
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