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Nous établissons, dans cet article, un lien entre le problème de plu-

sieurs particules alignées en présence d’un potentiel en - 12 et les fonctions
r

propres méromorphiques de l’équation de Schr’ôdinger dépendante du temps

en considérant les pôles comme des particules. A l’aide d’une équation de Riccatti

nous obtenons une transformation de Backlung pour le problème à plusieurs particu-

les et des propriétés exactes sur le mouvement des pôles des solutions méromorphes

générales des équations de Korteweg-de-Vries d’ordre plus élevé.

§ 1. La forme de l’hamiltonien H d’un sytème de particules alignées

a, : i I interagissant via un potentiel Gx -2 est la suivante :
1

Le système hamiltonien de la forme :

est alors équivalent à la représentation de Lax :

avec des matrices

La représentation de Lax (3) pour le sytème (2) a été trouvée dans référence [1’)

et L et A ont la forme :

pour tout i,j E I. L’existence de la représentation de Lax (3) implique que

1 ’hamiJ tonien H admet les intégrales premières J = i tr(Ln) : n = 132)...
n n

[2~. Ces intégrales premières ont la forme simple suivante :
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Ils sont tous en involution et en conséquence, le système (1) est -omplètement

intégrable pour I fini [il, C 3’ .

De plus, les trajectoires de H (et J 
n 

pour tout n &#x3E; 1) sont des fonc-

tions algébriques de x et t pout tout I fini [71. Des formules simples

pour les solutions sont données en [11, C 3~ , r8l. ’

§ 2. Le lien entre le problème à plusieurs particules avec potentiel en 12§ 2. Le lien entre le problème à plusieurs particules avec potentiel en 
rr

et les sytèmes complètement intégrables est basé sur la remarque que les poten-

tiels u(x, t) =~ -2 (x - a.) - 1 2 a v e ca. 1 
= a. 1 (t) : g ouvernés P ar (3), ’

jouent un rôle important dans les probités de fonctions propres pour l’équa-

tion de Schrodinger non stationnaire [5 ". Il a été prouvé, dans des cas par-

ticuliers ([2], [4l, [61) et de façon complétement générale (~5~), que seuls

ces potentiels peuvent avoir des fonctions propres W(x,t,k) méromorphes en x.

Plus précisément, considérons l’équation de Schrôdinger non stationnaire :

pour des fonctions méromorphiques ~(x,t,k) en tant que fonction de x, ayant pour

l’expansion asymptotique suivante : 
’

Supposons que $(x,t,k) est méromorphe pour tout t, k et avec des pôles

du premier ordre seulement (ce n’est pas une condition restrictive ; si ~(x,t,k)

a des pôles, ils sont du premier ordre). Alors le potentiel u(x,t) est aussi

méromorphe :
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Il existe un a, - a.(t) : : tel qu’avec une norme convenable pour nous
1. 1-

pouvons écrire :

Alors, nous trouvons que ( : iCI) = -* (,U [n~ : n = 1.,2 j...

satisfont le schéma de récurrence suivant ([51) :

pour les matrices L, A de (4), (5) pout G = -4. La condition de consistance de

(11) est simplement (3). Donc l’existence de ~(x,t,k) méromorphe (8) satisfai-

sant (7) pour u(x,t) (conséquence de (9)) est équivalente à (2) pour G = -4 :

Pour I fini, ~(x,t,k) est une fonction rationnelle en x, t, k (de la même façon

u(x,t) est rationnel en et peut être mise sous la forme :

" ,, 3 ÀN rationnels en k

Remarque : si tous les (x,t, sont des zéros, excepté pour un nombre fini
-------- n

d’entre eux, alors (x,t,k) peut être exprimé à l’aide des Wronskiens de solu-

tions entières ... ~m d’équations aux dérivées partielles linéaires ~6~ : -.
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Fcur m = 1 nous arrivons à l’équation de Burgers - Hopf

avec

Cependant, il existe des systèmes (2) avec la forme (13) qui ne peuvent pas

être réduit à la forme (14)

§ 3. Considérons l’équation de Riccatti associée à l’équation à la fonction

propre (7)

Pour M(x, t) arbitraire

Nous obtenons

Pour une fonction méromorphe ~(x,t) avec des pôles d’ordre au plus un

et pour u(x,tj de la forme (9), nous trouvons que y(x,t) est aussi une fonc-

tion méromorphe de la forme :
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ou

différent du a.
J

(en fait de (9), (~ 7) nous trouvons seulement c. = ~ 1 ou c. = 2 mais
1 1

si les postes de sont du premier ordre, alors ci - 2 est impos-

sible).

De plus, dans (18),

Le système d’équation pour y,c., ai : iEJ équivalent à (17) pour (9), (18)
1

donnés à la forme :

Le système (21) avec c, fixé a été considéré en détail dans [21.
J

En utilisant des équations fonctionnelles de 2’j; nous obtenons immédiatement :

Lemme 2 Pour c i= ± 1 : découle du système (21) les systèmes
------ 1

d’équations :

En fait, nous obtenons deux systèmes d’équations de (22) : l’un est

simplement équivalent à (12) (pour c. i 
= +1’/. Posons :

Alors nous trouvons que J = I U I- et { a, : i e 1+} = fa,: i P Il ,+ I- + 1

[ 0152.: i E I-1 satisfa it chaque système (12) séparément pour l’hamiltonien
1

H mais avec peut être un nombre différent de particules. En d’autres mots, la

condition de méromorphisme de ç définit une transformation de Backlung entre

deux problèmes à plusieurs particules avec l’hamiltonien H :



6 

Par suite du § 2, nous pouvons prendre ~(x,t) - #(x,t,k)

En particulier,

Corollaire 3. Tout système (12) peut être plongé dans (21) avec c = Î 1
À

pour j J, IdJ et c.= -1 si et seulement si ai= a. ou i E 1
1 1 1

Pour x(x,t,k) * 
3 

.

et pour I = N fini, nous avons à cause de (13)

avec di - di(t,k) : i = 1,...N et (dl,...,dN) étant le système de particules

satisfaisant aussi (12) (trajectoire du hamiltonien H pour G = -4) pour tout

k. De par (8), (10), 3 (11), (13) d.= 1, ... ,N sont définis comme des zéros en
i

x du polynôme PN(x,k) avec des coefficients dépendant seulement de : °

i = 1,...,N. (24) nous donne une représentation très naturelle pour la trans-

formation de Backlung de (12). Cette transformation de Backlung est naturelle-

ment reliée à l’équation de Riccatti (17) : si (17) est satisfaite, alors pour :

nous obtenons

Si le potentiel u a des fonctions propres méromorphes, alors 1e

potentiel u1 a aussi des fonctions propres méromorphes. Si J est une fonc-
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tion propre arbitraire pour l’équation de Schrôdinger dépendante du temps avec

le potentiel u , alors la fonction propre générale pour le potentiel u a la

forme

En partant de fonctions arbitraires de u(x,t) de la forme (9)

nous pouvons construire des transformations de Backlung entre n et m parti-

cules pour tout nombre fini h et m (dans le cas stationnaire, voir [8J)

9 4. En utilisant (7) - (11), il s’ensuit pour un potentiel u de la for-

me (9) et pour X de la forme (23) :

Ici, nous trouvons pour Jm (6)

Maintenant, si u est indépendant du temps et u = u(x,y), alors la n ième
équation de Korteweg-de-Vries (KdV) a la forme r7l :

De (12~, (25), (26), il découle immédiatement une réponse affirma-

tive à la question ~71 : les pôles des solutions méromorphes de la noème

équation de KdV évoluent selon l’hamiltonien J n  avec la restriction

grad H = 0
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