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L’ÉQUATION DE SZEGÖ CUBIQUE

par

Patrick Gérard & Sandrine Grellier

1. Motivation

Le point de départ de ce travail se situe dans le prolongement de tra-
vaux récents, dûs à N. Burq, N. Tzvetkov et au premier auteur, consacrés
au rôle joué par la géométrie du domaine dans les propriétés qualita-
tives des solutions d’équations de Schrödinger non linéaires (voir [5],
[6], [7] et [9] pour un survol) . Plus spécifiquement, on s’intéresse ici à
l’équation de Schrödinger non linéaire cubique sur le groupe de Heisen-
berg H1 = Cz × Rs,

(1.1) i∂tu+ ∆u = |u|2u ,
où ∆ désigne le sous-laplacien (ou laplacien de Kohn),

∆ =
1

2
(ZZ + ZZ) , Z := ∂z − iz∂s , Z := ∂z + iz∂s .

Notons que l’énergie

E =

∫
H1

(|∇hu|2 +
1

2
|u|4) | dz ds| ,

où ∇hu = (Zu, Zu) désigne le gradient horizontal de u, est formellement
invariante par le flot de (1.1), et possède l’homogénéité de l’espace de So-
bolev horizontal Ḣ1

h(H1). En conséquence, les considérations habituelles
de scaling, largement confirmées dans l’étude d’équations analogues sur
l’espace euclidien, suggèrent l’obtention, au moyen d’une procédure de
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point fixe standard, d’une solution globale unique au problème de Cau-
chy de (1.1) pour toute donnée de Cauchy dans Ḣ1

h(H1) — du moins de
norme petite.
Comme on va le voir, l’issue d’une telle procédure de point fixe est pour-
tant bien incertaine, puisque le flot obtenu ne peut pas être de classe C3

dans un voisinage de 0 de Ḣ1
h(H1). En effet, si l’équation (1.1) définit un

flot au voisinage de 0 dans l’espace de Sobolev horizontal Ḣr
h(H1), l’ar-

gument général de [6](remarque 2.12) implique l’estimation suivante ”de
Strichartz avec perte” pour le groupe à un paramètre linéaire engendré
par le sous-laplacien :

(1.2) ‖eit∆f‖L4([0,1]×H1) ≤ C‖f‖
Ḣ

r/2
h (H1)

.

Pour simplifier, restreignons-nous au cas de fonctions radiales sur H1,
c’est-à-dire des fonctions de (|z|, s) uniquement. Un résultat classique
(voir par exemple [1]) établit que l’espace L2 de ces fonctions radiales
s’écrit comme une somme directe orthogonale ⊕± ⊕∞

m=0 V
±
m , où

∆|V ±m = ±i(2m+ 1)
∂

∂s
.

Dès lors, si f ∈ V ±
m , alors

eit∆f(z, s) = f(z, s∓ (2m+ 1)t) ,

de sorte que

‖eit∆f‖L4([0,1]×H1) = ‖f‖L4(H1).

Ainsi, compte tenu des inégalités de Sobolev sur H1, l’inégalité 1.2 a lieu
si et seulement si

r ≥ 2.

On constate donc une différence d’une dérivée avec les prédictions
dictées par les considérations d’homogénéité, alors que les deux analyses
cöıncident sur l’espace euclidien. En l’absence d’une loi de conservation
contrôlant la norme H2

h, la perspective d’un théorème d’existence glo-
bale de solutions régulières pour l’équation (1.1) s’éloigne brutalement.
Notons qu’en revanche un argument élémentaire de compacité permet
de construire des solutions faibles globales dans l’espace d’énergie, mais
qu’évidemment la question de l’unicité de ces solutions est ouverte, faute
d’estimations a priori induisant une contraction au niveau de régularité
de l’espace d’énergie.
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À l’attention d’un lecteur peu friand de l’analyse sur le groupe de Heisen-
berg, voici un exemple plus terre à terre, cette fois sur l’espace euclidien
R2, avec une équation ayant la même homogénéité que l’équation des
ondes,

(1.3) i∂tu− Au = |u|2u , A = |Dx1|+ |Dx2| .

On constate aisément que l’équation (1.3) possède l’homogénéité de l’es-
pace Ḣ1/2, dont la norme est une fois encore contrôlée par l’énergie

E = (Au|u)L2 +
1

2
‖u‖4

L4 .

Cette fois, une condition nécessaire à l’existence d’un flot de classe C3

au voisinage de 0 dans Ḣr est l’estimation

(1.4) ‖e−itAf‖L4([0,1]×R2) ≤ C‖f‖Ḣr/2(R2) .

Là encore, le flot linéaire dégénère en un flot de transport grâce à la
décomposition

L2(R2) = ⊕σ∈{−1,1}2L
2
σ(R2) ,

où L2
σ(R2) désigne l’espace des fonctions de carré intégrable dont la

transformée de Fourier est supportée dans le quart de plan

{(ξ1, ξ2) ∈ R2, σ1ξ1 ≥ 0, σ2ξ2 ≥ 0}.

En observant que, pour tout f ∈ L2
σ,

e−itAf(x1, x2) = f(x1 − σ1t, x2 − σ2t) ,

on constate de même que l’inégalité (1.4) n’a lieu que si r ≥ 1, soit une
perte d’une demi-dérivée par rapport au seuil d’homogénéité associé à
la loi de conservation. On notera par ailleurs que, si l’opérateur A =
|Dx1| + |Dx2| est remplacé par |D| =

√
D2

x1
+D2

x2
, les deux analyses

cöıncident à nouveau, et, au moyen d’estimations de Strichartz bilinéaires
comme dans Bourgain [3], on peut effectivement résoudre la nouvelle
équation (1.3) pour des données petites dans Ḣ1/2(R2).

Ces deux exemples témoignent de l’inadaptation des considérations d’ho-
mogénéité dans le cas où l’équation linéarisée est dépourvue de toute
propriété dispersive. Comment, dès lors, trouver des solutions régulières
globales à de telles équations semi-linéaires ? Notons que les équations
(1.1) et (1.3) ont en commun une structure de système d’équations de
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transport couplées selon le schéma suivant : la solution u se décompose
en

u =
∑
m

um ,

et chaque composante um = Πmu est solution d’une équation de transport
du type

(1.5) i(∂t + cm.∇)um = Πm(|u|2u) ,
où les Πm sont des projecteurs orthogonaux pseudo-différentiels. Pour
aborder ce type de système, il est nécessaire de mieux comprendre l’inter-
action entre l’opérateur non linéaire u 7→ |u|2u et les projecteurs pseudo-
différentiels Πm. L’équation la plus simple où apparâıt une telle interac-
tion est l’équation sur R suivante,

(1.6) i∂tu = Π(|u|2u) ,
où Π : L2(R) → L2

+(R) désigne le projecteur de Szegö sur les fonctions à
spectre positif ou nul. C’est l’équation (1.6) que nous avons choisi d’ap-
peler équation de Szegö cubique, et que nous allons maintenant étudier.

2. Premières lois de conservation et théorie de Cauchy

Pour des raisons techniques, il est plus commode de travailler sur le
cercle S1, ce que nous ferons désormais. Pour toute distribution sur S1,

u =
∑
k∈Z

û(k)eikθ,

on note

Πu =
∑
k≥0

û(k)eikθ.

Pour tout sous-espace F of D′(S1), on note

F+ := {u ∈ F : Π(u) = u} .
Ainsi, L2

+ est l’espace de Hardy usuel des fonctions holomorphes dans le
disque unité dont les traces sont L2 sur le cercle, et Π induit le projecteur
orthogonal de L2 sur L2

+, dit projecteur de Szegö. Si l’on munit L2
+ de la

forme symplectique

ω(u, v) = 4 Im(u|v)L2 = 4 Im

∫
S1

uv
dθ

2π
,
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l’équation de Szegö cubique (1.6) définit formellement le flot hamiltonien
d’énergie

E(u) =

∫
S1

|u|4 dθ
2π
.

De cette structure hamiltonienne, on déduit une première loi de conser-
vation,

(2.1) E(u) = E(u(0)) .

De plus, l’invariance de E(u) par la multiplication de u par des nombres
complexes de module 1 induit la loi de conservation

(2.2) Q(u) = Q(u(0)) , Q(u) :=

∫
S1

|u|2 dθ
2π

,

tandis que l’invariance par translation sur S1 induit comme d’habitude
la conservation de l’impulsion (ou moment)

(2.3) M(u) :=

∫
S1

−i∂θuu
dθ

2π
.

Notons que, sur H
1/2
+ , on a l’identité

Q(u) +M(u) =
∑
k≥0

(1 + k)|û(k)|2 = ‖u‖2
H1/2 .

Par rapport aux exemples de l’introduction, l’étude du problème de Cau-
chy pour (1.6) se trouve simplifiée par ces lois de conservation.

Théorème 2.1. — Pour tout u0 ∈ H
1/2
+ (S1), il existe une unique so-

lution u ∈ C(R, H1/2
+ (S1)) of (1.6) telle que u(0) = u0. De plus, si

u0 ∈ Hs
+(S1) pour un s > 1

2
, alors u ∈ C(R, Hs

+(S1)).

Disons quelques mots sur les ingrédients désormais classiques de
la démonstration. Si s > 1/2, l’existence locale de solutions Hs est
conséquence des propriétés d’algèbre de Hs ainsi que de l’action de Π
sur Hs. L’existence globale provient de l’inégalité suivante, qui est une
adaptation à ce cadre d’une inégalité de Brezis-Gallouët [4],

(2.4) ‖u‖L∞ ≤ Cs‖u‖H1/2

[
log

(
2 +

‖u‖Hs

‖u‖H1/2

)] 1
2

.
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Pour la théorie H1/2, l’existence de solutions faibles globales est une
conséquence facile des lois de conservation et d’arguments élémentaires
de compacité, tandis que l’unicité est établie par une démonstration “à
la Yudovich” [22], [19], [15], fondée sur l’inégalité

∀p <∞ , ‖u‖Lp ≤ C
√
p ‖u‖H1/2 .

On dispose donc d’un flot global sur H
1/2
+ . Une question naturelle, rejoi-

gnant la problématique de l’introduction, serait d’étendre ce flot à l’es-
pace d’énergie L4

+, voire même à l’espace L2
+. A ce stade, il n’est peut-être

pas inutile de comparer (1.6) à l’équation élémentaire ”sans Π”,

i∂tu = |u|2u ,
dont la solution

u(t) = u(0)e−it|u(0)|2

a évidemment un sens pour tout u ∈ L2 ! Cette remarque suggère de
rechercher des solutions explicites à (1.6), ce que nous allons faire dans
les paragraphes suivants.

3. Ondes progressives

L’action du groupe S1 × S1 sur l’équation (1.6) posée sur le cercle
suggère la définition suivante.

Définition 1. — Une solution ϕ de l’équation (1.6) est une onde pro-
gressive s’il existe des nombres réels c et ω tels que

ϕ
(
t, eiθ

)
= e−iωt ϕ0

(
ei(θ−ct)

)
.

De façon équivalente, une donnée de Cauchy ϕ0 induit une onde pro-
gressive de vitesse c et de vitesse angulaire ω si

(3.1) −ic∂θϕ0 + ωϕ0 = Π(|ϕ0|2ϕ0)

ou encore, si la fonction

E − 2cM − 2ωQ

a un point critique en ϕ0. Comme dans la théorie de Weinstein pour
l’équation de Schrödinger non linéaire [20], [21], l’équation des ondes
progressives (3.1) admet des solutions états fondamentaux minimisant
une inégalité de Gagliardo -Nirenberg.
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Lemme 1. — Pour tout u ∈ H1/2
+ ,

Q(u)(Q(u) + 2M(u)) ≥ E(u),

avec égalité si et seulement si

u(z) =
α

1− pz

pour α ∈ C, p ∈ C, |p| < 1.

La démonstration de ce lemme est élémentaire. Par la formule de Par-
seval,

E(u) = ‖u‖4
L4 =

∞∑
k=0

∣∣∣∣∣
k∑

`=0

û(`)û(k − `)

∣∣∣∣∣
2

.

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient∣∣∣∣∣
k∑

`=0

û(`)û(k − `)

∣∣∣∣∣
2

≤ (k + 1)
k∑

`=0

|û(`)|2|û(k − `)|2

=
k∑

`=0

(2`+ 1)|û(`)|2|û(k − `)|2

et l’inégalité cherchée s’ensuit en sommant sur k. De plus, l’égalité a lieu
si et seulement l’inégalité de Cauchy-Schwarz ci-dessus est une égalité
pour tout k, ce qui équivaut à

∀m, ∀n, û(m)û(n) = û(0)û(m+ n)

ce qui traduit l’existence de α ∈ C et de p ∈ C tels que

û(n) = αpn .

Bien sûr |p| < 1 découle de u ∈ L2
+.

Une première conséquence de ce lemme est l’obtention de solutions ondes
progressives orbitalement stables.

Corollaire 1. — Pour tout α ∈ C∗, pour tout p ∈ C tel que |p| < 1, la
fonction

ϕα,p(z) =
α

1− pz

Exp. no II— L’équation de Szegö cubique
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est la donnée initiale d’une onde progressive dont les vitesses sont
données par

c = Q(ϕα,p) =
|α|2

1− |p|2
, ω = M(ϕα,p) +Q(ϕα,p) =

|α|2

(1− |p|2)2
.

De plus, cette solution est orbitalement stable au sens suivant : pour

tout couple (a, r) de R∗
+×]0, 1[, pour toute donnée u0 ∈ H1/2

+ , la solution
correspondante u vérifie

sup
t∈R

inf
|α|=a,|p|=r

‖u(t)− ϕα,p‖H1/2 → 0

dès que
inf

|α|=a,|p|=r
‖u0 − ϕα,p‖H1/2 → 0 .

Une seconde conséquence de l’existence de ces solutions explicites est
que, si un flot sur l’espace d’énergie existe, il est nécessairement de type
”quasilinéaire” au sens de [18].

Corollaire 2. — Il existe des familles bornées uε
0, ũ

ε
0 de L4

+ telles que

‖uε
0 − ũε

0‖L4 → 0 mais ∀t 6= 0, lim inf
ε→0

‖uε(t)− ũε(t)‖L4 > 0 .

On a la même conclusion si L4
+ est remplacé par Hs

+, s < 1/2 .

Traitons par exemple le cas de L4. On part de l’identité élémentaire

‖ϕα,p‖4
L4 =

|α|4(1 + |p|2)
(1− |p|2)3

.

L’idée, inspirée de [2] (voir aussi [5]), est alors de choisir

uε
0 = ϕε3/4,

√
1−ε , ũ

ε
0 = ϕε3/4(1+δ),

√
1−ε ,

avec δ → 0 de sorte que

‖uε
0 − ũε

0‖L4 → 0.

On estime explicitement ‖uε(t)− ũε(t)‖4
L4 en remarquant que les vitesses

vérifient c̃ − c = ε1/2δ(2 + δ). Il suffit alors de choisir δ pas trop petit
pour que δε−1/2 →∞, ce qui entrâıne

c̃− c

ε
→∞

et assure que, lorsque ε tend vers 0,

‖uε(t)− ũε(t)‖4
L4 = ‖uε(t)‖4

L4 + ‖ũε(t)‖4
L4 + o(1),

Patrick Gérard et Sandrine Grellier
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d’où le résultat.

La question de l’existence d’un flot sur l’espace d’énergie demeure donc
ouverte, ce qui est d’autant plus regrettable que l’on peut trouver for-
mellement des solutions ondes stationnaires qui ne sont pas dans H1/2.

Proposition 1. — Les solutions de l’équation (3.1) avec c = 0,

ωϕ = Π(|ϕ|2ϕ)

sont les fonctions ϕ ∈ L∞+ telles que

|ϕ|2 = ω

sur S1, c’est-à-dire telles que ϕ/‖ϕ‖L2 soit une fonction intérieure au
sens de Beurling (voir [17]).

Si de plus ϕ ∈ H
1/2
+ , il est facile de voir que ϕ est nécessairement un

produit de Blaschke fini,

ϕ(z) = C
N∏

j=1

z − pj

1− pjz
.

En revanche, il existe beaucoup d’autres fonctions intérieures qui ne sont
pas dans H1/2, par exemple les produits de Blaschke infinis ou la fonction

ϕ(z) = exp

(
z + 1

z − 1

)
.

La possibilité de perturber de telles solutions stationnaires, par exemple
dans l’espace de Hardy L∞+ , demeure donc un problème ouvert.

4. Opérateurs de Hankel et paire de Lax

Dans cette dernière partie, nous montrons une propriété inattendue
de l’équation (1.6), à savoir qu’elle possède une paire de Lax au sens
de [12]. Nous esquissons quelques conséquences de cette propriété de
complète intégrabilité.
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4.1. Opérateurs de Hankel sur le cercle. — Pour toute fonction
b ∈ L∞(S1), on définit l’opérateur de Hankel Hb : L2

+ → L2
+ par

Hb(h) = Π(bh) .

De tels opérateurs jouent un rôle important dans diverses questions
d’analyse harmonique et de théorie du contrôle. On renvoie à Peller [16]
et Nikolski [14] pour des exposés récents de la théorie. Comme on va
le voir, ces opérateurs sont des outils clé pour la compréhension de la
dynamique de l’équation (1.6). On notera que Hb est C-antilinéaire et
que

(Hb(h1)|h2) = (Hb(h2)|h1),

en particulier Hb est symétrique pour le produit scalaire Re(u|v) sur L2
+.

L’identité élémentaire

Hb = HΠ(b)

permet de se ramener au cas où b ∈ L∞+ (S1). Un résultat de Nehari dit
que Hu est encore borné sur L2

+ si u est seulement dans l’espace BMO+,
et qu’on a l’équivalence de normes

‖Hu‖L2
+→L2

+
' ‖u‖BMO+ + |(u|1)| .

Pour u ∈ D′
+, il est facile de montrer que Hu est de Hilbert-Schmidt si

et seulement si u ∈ H1/2
+ , et que

Tr(H2
u) = M(u) +Q(u) .

Ce résultat a été généralisé à toutes les classes de Schatten par Peller
puis Semmes, qui ont établi que, pour 0 < p <∞,

Tr(|Hu|p) ' ‖u‖p
Bp ,

où Bp désigne l’espace de Besov B
1
p
p,p(S1).

4.2. Une paire de Lax pour l’équation de Szegö cubique. —
Introduisons trois autres notations. Pour b ∈ L∞(S1), l’opérateur de
Toeplitz de symbole b est donné par

Tb(h) := Π(bh) .

Cet opérateur est bien sûr C -linéaire, et est auto-adjoint dès que la
fonction b est à valeurs réelles.
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D’autre part, pour tout u ∈ L∞+ (S1), on note

Ku(h) = u(1− Π)(uh)

Là encore, Ku est C-linéaire, et est auto-adjoint pour tout u en vertu de

(Ku(h1)|h2)L2 = (uh2|(1− Π)(uh1))L2 = (h1|Ku(h2))L2 ,

puisque Π est auto-adjoint.

Enfin, pour tout u ∈ L∞+ , on introduit l’opérateur anti-adjoint

Bu = − i
2
(T|u|2 +Ku) .

Le résultat principal de ce paragraphe est alors

Théorème 4.1. — Pour tout u ∈ C(R, Hs
+), s > 1/2, l’équation de

Szegö cubique

i∂tu = Π(|u|2u)
est équivalente à l’équation

(4.1)
d

dt
Hu = [Bu, Hu] .

En d’autres termes, (Hu, Bu) est une paire de Lax pour l’équation de
Szegö cubique.

La démonstration du théorème 4.1 est une conséquence très simple de
la double identité

(4.2) H|u|2u = T|u|2Hu +HuKu = HuT|u|2 +KuHu .

Pour montrer cette double identité, il suffit de montrer la première iden-
tité, puis de prendre les adjoints réels de chaque membre. Pour h ∈ L2

+,
on vérifie alors que

T|u|2Hu(h)+HuKu(h) = Π(|u|2Π(uh))+Π(uu(1−Π)(uh)) = Π(|u|2uh) .

Ensuite, puisque Bu est anti-adjoint pour le produit scalaire hermitien,
donc antisymétrique pour le produit scalaire réel, et puisque Hu est C-
antilinéaire, il vient

[Bu, Hu] = − i
2
((T|u|2 +Ku)Hu +Hu(T|u|2 +Ku)) = H−i|u|2u = H−iΠ(|u|2u) ,

ce qu’il fallait démontrer.
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Une conséquence importante de ce théorème est bien sûr que l’équation
de Szegö cubique admet une infinité de lois de conservation. En effet,
suivant [12], on introduit la famille U(t) d’opérateurs unitaires solution
de

d

dt
U = Bu U , U(0) = I ,

et on observe que (4.1) assure que

U(t)∗Hu(t)U(t) = Hu(0)

pour tout t. En d’autres termes, le spectre de Hu(t) est indépendant
de t. En utilisant les résultats de Nehari, Peller et Semmes cités ci-
dessus, il s’ensuit que les normes BMO et Bp de u(t) sont essentiellement
conservées. En particulier, en utilisant de plus le lemme de Gronwall, on
obtient

Corollaire 3. — Pour tout u0 ∈ B1
+, u(t) ∈ B1

+ pour tout t et sa norme
reste bornée pour tout t. Si u0 ∈ Hs

+, s > 1, on a de plus

(4.3) ‖u(t)‖Hs ≤ C‖u0‖Hs eCt‖u0‖2
B1 .

Notons que l’estimation (4.3) est une amélioration notable de l’esti-
mation en double exponentielle fournie par l’inégalité de Brezis-Gallouët
(2.4). Nous reviendrons un peu plus loin sur les estimations des normes
Hs en grand temps.

En outre, il existe une autre classe de lois de conservation, reliée à
l’évolution de la mesure spectrale sous Hu du vecteur 1 de L2

+ . En ob-
servant que

Bu(1) = − i
2
H2

u(1),

on montre facilement à partir de (4.1) le résultat suivant.

Corollaire 4. — La mesure spectrale de 1 sous H2
u est indépendante de

t, au sens où, pour toute fonction borélienne f : R+ → R bornée sur le
spectre de H2

u0
,

(f(H2
u(t))(1)|1) = (f(H2

u0
)(1)|1) .

De plus, si on note∫
R

f(λ) dµt(λ) = (Hu(t)f(H2
u(t))(1)|1) ,
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on a

µt(λ) = e−itλµ0(λ) .

Pour tout entier naturel n, posons

Jn(u) := (Hn
u (1)|1) .

Le corollaire ci-dessus assure que Jn est une loi de conservation pour tout
entier n pair. On retrouve ainsi Q = J2 et E = 2J4 − J2

2 , mais on peut
aussi noter que

J6(u) = ‖Π(|u|2u)‖2
L2 + ‖uΠ(|u|2)‖2

L2 − ‖u‖6
L6 .

Enfin, l’usage de la fonction borélienne f = 1{0} conduit au fait que

S(u) := inf
h∈L2

+

‖1−Hu(h)‖2
L2 = dist(1, Im(Hu))

2

est aussi une loi de conservation.

4.3. Variétés de dimension finie invariantes.— Pour tout entier
N ≥ 1, on désigne par M(N,N −1) l’ensemble des fractions rationnelles
de la forme

u =
A

B
,

où A ∈ CN−1[X], B ∈ CN [X], B(0) = 1, d(A) = N − 1 ou d(B) = N , A
et B sont premiers entre eux, et les zéros de B sont tous de module > 1. Il
est clair queM(N,N−1) est une sous-variété complexe de dimension 2N
de L2

+, contenue dans tous les Hs. Notons que M(1, 0) n’est autre que la
variété des ϕα,p pour α 6= 0 et |p| < 1. Un théorème de Kronecker établit
que M(N,N − 1) est exactement l’ensemble des u tels que l’opérateur
Hu est de rang N . On en déduit

Proposition 2. — Si u0 ∈ M(N,N − 1), alors, pour tout t, u(t) ∈
M(N,N − 1).

Génériquement, un point de M(N,N − 1) s’écrit

(4.4) u =
∑
j=1

αj

1− pjz
,
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où les pj sont des éléments non nuls du disque unité. L’équation (1.6)
devient alors un système d’équations différentielles ordinaires,

iα̇j =
∑

k

α2
jαk

(1− pjpk)2
+ 2

∑
k

∑
` 6=j

αjαkα` pj

(pj − p`)(1− pjpk)
,

iṗj =
∑

k

αjαk

1− pjpk

pj ,

(4.5)

avec en particulier les lois de conservation

Q =
∑
j,k

αjαk

1− pjpk

, M =
∑
j,k

αjpjαkpk

(1− pjpk)
2
,

E =
∑

j,k,l,m

αjαkαlαm(1− pjpkplpm)

(1− pjpk)(1− pjpm)(1− plpk)(1− plpm)
, S = |p1 · · · pN |2 .

Bien sûr, il peut arriver que les pj se croisent, il faut alors changer de
carte pour suivre l’évolution.

Appelons M̃(N − 1, N − 1) l’hypersurface de M(N,N − 1) définie par
S = 0. Les éléments de M̃(N − 1, N − 1) ont un numérateur A de degré
exactement N − 1, tandis que le dénominateur B est de degré au plus
N −1 ; par exemple, un polynôme de degré exactement N −1 appartient
à M̃(N −1, N −1). Il découle de la proposition précédente que la variété
M̃(N −1, N −1) est invariante par le flot. Remarquons que ses éléments
génériques sont encore de la forme (4.4), avec toutefois l’un des pj, disons
pN , égal à 0. L’évolution générique est donc encore donnée par le système
(4.5), avec pN = 0, et la loi S est remplacée par

S̃ = |αNp1 · · · pN−1|2 ,

que l’on peut interpréter de la manière suivante : puisque 1 ∈ Im(Hu),
on peut écrire

1 = Hu(w)

avec w ∈ Im(Hu) unique. Alors on vérifie que

S̃ =
1

‖w‖2
L2

=
1

(f(H2
u)(1)|1)

, f(λ) :=
1]0,+∞[

λ
.

Patrick Gérard et Sandrine Grellier

II–14



4.4. Évolution sur M̃(1, 1) et instabilité des ondes stationnaires.—
L’équation de Szegö cubique définit un système hamiltonien à trois degrés
de liberté sur la variété kählerienne M̃(1, 1), et admettant les trois lois de
conservation en involution Q,M, S̃. Ce système est donc complètement
intégrable. On peut pourtant mettre en évidence certains phénomènes
d’instabilité pour l’évolution qu’il décrit.

Pour commencer, observons que les ondes stationnaires de M̃(1, 1),

u = C
z − p

1− pz

sont caractérisées par la colinéarité des vecteurs Hu(u) et 1, ou encore
celle de u et de w, ce qui s’écrit

|(u|w)|2 = ‖u‖2‖w‖2

soit encore
Q = S̃ .

Plaçons-nous donc dans la situation Q > S̃. En notant

u =
az + b

1− pz

le point courant dans M̃(1, 1), on réduit l’équation de Szegö cubique
au système linéaire suivant en les inconnues a, J1 = (u|1) = b, J3 =
(H3

u(1)|1) = Map+ (M +Q)b,

iȧ = Qa , iJ̇1 = J3 , iJ̇3 = (M +Q)J3 −MS̃J1 .

En résolvant explicitement ce système, on constate que |p|2 est une fonc-
tion trigonométrique de t, de pulsation Ω donnée par

Ω2 = (M +Q)2 − 4MS̃

et oscillant entre les valeurs ρ− et ρ+ données par

0 ≤ ρ− =
M + S̃ − 2

√
MS̃

Q+M − 2
√
MS̃

< ρ+ =
M + S̃ + 2

√
MS̃

Q+M + 2
√
MS̃

< 1 .

Partons par exemple de
uε

0(z) = z + ε,

qui approche l’onde stationnaire ϕ = z lorsque le paramètre ε tend vers
0. Alors on calcule facilement

ρε
− = 0 ; ρε

+ = 4(4 + ε2)−1 → 1 ; Ωε = ε
√

4 + ε2.
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Il en résulte que, pour tout r ∈]0, 1[, il existe une famille de temps tε

tendant vers l’infini tels que |pε(tε)| = r. Puisque Q(uε
0) et S̃(uε

0) tendent
vers 1, toute valeur d’adhérence dans H1/2 (faible ou fort) de uε(tε) est
du type

ψ = C
z − p

1− pz
, |C| = 1 , |p| = r .

L’onde stationnaire ϕ = z est donc orbitalement instable. Une modifica-
tion de ce calcul permet d’établir le même résultat pour toutes les ondes
stationnaires de M̃(1, 1).

En outre, le même exemple montre que, pour un (autre) temps tε bien
choisi de l’ordre de 1/ε, on aura

|pε(tε)|2 = ρε
+

donc, pour tout s > 1/2,

‖uε(tε)‖Hs ∼ 1

(1− ρε
+)s− 1

2

' 1

ε2s−1
' (tε)2s−1 .

En d’autres termes, on a montré que, même pour une famille de données
de Cauchy bornée dans C∞, la norme Hs peut exploser en temps infini
au moins aussi vite que t2s−1. Précisons bien qu’il s’agit d’une explosion
sur une famille de données, puisque le fait que supt∈R |p(t)|2 ≤ ρ+ < 1

assure que, pour toute donnée u0 ∈ M̃(1, 1), pour tout s,

sup
t∈R

‖u(t)‖Hs < +∞ .

Nous résumons ces observations dans l’énoncé suivant.

Théorème 4.2. — L’évolution de l’équation de Szegö cubique dans
M̃(1, 1) possède les propriétés suivantes.

1. Les ondes stationnaires sont orbitalement instables.
2. Toute solution vérifie, pour tout s ≥ 0,

sup
t∈R

‖u(t)‖Hs < +∞.

3. Il existe une partie bornée B de C∞
+ telle que, pour tout s > 1/2,

lim sup
t→∞

sup
u0∈B

‖u(t)‖Hs

1 + |t|2s−1
> 0 .
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Remarquons qu’une forme faible de la propriété 3 dans le théorème
ci-dessus a été établie récemment pour l’équation de Schrödinger non
linéaire cubique défocalisante sur le tore bidimensionnel par Colliander,
Keel, Staffilani, Takaoka, Tao [8], sous le nom de ”turbulence faible”. Le
théorème ci-dessus montre qu’une telle propriété peut avoir lieu bien que
toute solution individuelle reste uniformément bornée dans Hs (propriété
2), et de surcrôıt pour des systèmes complètement intégrables. Notons
aussi que la propriété 3 n’a pas lieu pour des équations complètement
intégrables telles que l’équation de Korteweg de Vries ou l’équation de
Schrödinger non linéaire cubique monodimensionnelle, dont on vérifie
que les lois de conservation contrôlent toutes les normes Hs (voir par
exemple Lax [13] dans le cas de KdV, et Zakharov-Shabat [23] dans le
cas de NLS).

4.5. Perspectives. — Les résultats précédents soulèvent évidemment
de nombreuses questions. La plus simple consiste à généraliser la pro-
priété (2) du théorème 4.2 à toutes les données C∞

+ , voire seulement à
toutes les données dans M(N,N − 1) pour tout N . Nous disposons de
résultats partiels dans cette direction (par exemple le cas N = 2).

Un autre problème naturel est la classification de toutes les ondes pro-
gressives, et l’étude de leur stabilité orbitale.

Plus naturel encore est de savoir si le programme de résolution de
l’équation de Korteweg de Vries ou l’équation de Schrödinger non
linéaire cubique monodimensionnelle par la méthode spectrale inverse
peut se généraliser à l’équation de Szegö cubique, et dans quelle mesure
notre paire de Lax pourrait permettre de construire des solutions avec
des données moins régulières que H1/2.

Enfin, pour revenir à la problématique de l’introduction, il serait utile
de savoir mettre en oeuvre une théorie KAM sur l’équation de Szegö cu-
bique, comme l’ont fait par exemple Kuksin [11] et Kappeler et Pöschel
[10] pour KdV, afin de construire des solutions globales régulières à
l’équation non dispersive

(4.6) i∂tu− Au = |u|2u , A = |Dx1|+ |Dx2| ,

ce qui demeure un problème ouvert.
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