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Résumé. On s’intéresse a la résolution du systeme de Navier-Stokes incompressible a densité
variable dans le demi-espace R’} := R"~1x]0, co[ en dimension n > 3. On considére des données
initiales a régularité critique. On établit que si la densité initiale est proche d’une constante
strictement positive dans L N WLn et sila vitesse initiale est petite par rapport a la viscosité
dans 'espace de Besov homogene Bg’l alors le systeme de Navier-Stokes admet une unique
solution globale. La démonstration repose sur de nouvelles estimations de régularité maximale
pour le systeme de Stokes dans le demi-espace.

1 Introduction

Le systeme de Navier-Stokes incompressible a densité variable dans un domaine €2 de R"

s’écrit
( Oip+u-Vp=0,
p(Ou+ u-Vu) — pAu+ VII = pf,
(INS) divu = 0,
ulpq = 0,
ug lt=0 = o, pli=0 = po-

Ci-dessus, p, u = (uq, ..., u,) et I désignent respectivement la densité, vitesse et pression dans le
fluide, u est le coefficient de viscosité (supposé constant et strictement positif) et f, une densité
de forces extérieures. On suppose connues la densité initiale py (strictement positive) et la vitesse
initiale ug (qui doit étre a divergence et trace normale nulles).

Le systeme (INS) a été abondamment étudié dans le cas homogene p = 1 ou l'on retrouve
le systeme de Navier-Stokes “classique” (noté (NS) dans la suite). Lorsque Q = R", le systeme
(NS) est invariant pour tout A > 0 par le changement d’échelle

up(z) — Aug(Az) et (u(t,z),I(t,z)) — ()\u()\Qt, Az), N2TII(A%t, Az))

et la résolution de (IV.S) peut se ramener a une application du théoréme de point fixe contractant
dans un espace fonctionnel bien choisi, & norme invariante par la transformation ci-dessus.

Ce type d’approche pour résoudre (N S) remonte aux travaux de H. Fujita et T. Kato [13] ou
ug est pris dans 'espace de Sobolev H2~!. On sait maintenant résoudre le systeme de Navier-
Stokes classique dans bien d’autres espaces ayant la propriété d’invariance ci-dessus : les espaces
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de Lebesgue L™(R™) (voir [14]), les espaces de Besov, de Triebel-Lizorkin, Morrey-Companato,
de Lorentz (voir par exemple [5]). Le cas R} a été traité dans [15] (en ce qui concerne les espaces
de Lebesgue) et dans [6] (pour les espaces de Besov a indice strictement négatif).

Dans le cas non homogene, I’étude du systeme (INS) se complique du fait de la perte de
parabolicité du systeme (’équation vérifiée par la densité est une équation de transport). Les
premiers résultats mathématiques relatifs & (I/N'S) semblent dis & 1’école russe des années 1970.
Par exemple, dans [16], L. Ladyzhenskaya et V. Solonnikov ont établi des résultats d’existence
de solutions régulieres uniques dans le cas d’'un domaine borné lorsque la densité initiale est
strictement positive. De nombreux travaux ont porté sur la construction de solutions faibles
globales. On sait maintenant construire :

— des solutions globales & vitesse initiale ug € H' et densité initiale py bornée en dimension

2 et 3, avec ||ug|| g1 petite si n = 3 (voir [3]),

— des solutions faibles d’énergie finie pour /p,uo € L? et pg € L* (voir [18]).

Dans les deux cas la présence éventuelle de vide a l'instant initial complique singulierement
I’analyse et, méme sans vide, le probleme de 1'unicité reste ouvert.

Dans ce travail, nous souhaitons construire des solutions fortes (i.e. uniques) dans l'esprit
de celles de H. Fujita et T. Kato pour le cas homogene. Pour simplifier la présentation, on
se limite & des petites perturbations (en un sens que l'on précisera plus tard) de 1’état initial
(po,uo) = (1,0), et 'on cherche & montrer I'existence d’une solution globale unique pour (IN.S).
Il est clair que dans le cas = R” ou R, le systeme (I N.S) est invariant par la transformation :

(1.1) (pyu, I)(t,x) —  (p, du, N2IT)(Nt, Az),
(1.2) (po,uo)(z) — (po, Aug)(Az).

On cherche donc a résoudre (INS) avec ug (resp. po — 1) dans un espace E (resp. F') de
distributions & norme invariante pour tout A > 0 par la transformation (1.2) (donc la “régularité”
de la vitesse est “la méme” que celle du gradient (spatial) de la densité).

Dans le cas R™, la propriété (1.2) contraint F & étre inclus dans I'espace de Besov homogene
Bgom. Mais clairement seul un controle de la norme L de la densité peut assurer la parabolicité
(uniforme) de 1’équation sur u. En conséquence, il est raisonnable de chercher F' parmi les sous-
espaces vectoriels de L. A notre connaissance, tous les résultats d’unicité sur (INS) nécessitent
au minimum une information LP sur le gradient de la densité. Nous choisirons donc finalement
F = L®*NWH" dont la version homogene L> AW possede la propriété d’invariance souhaitée.

Ce choix de F' contraint le choix de E. En effet, comme p vérifie une équation de transport,
on voit mal comment se passer de la propriété Vu € Lllo (R4; L>) pour préserver la régularité
W™ au cours de I'évolution. Sachant que (en simplifiant outrageusement) u doit vérifier une
équation de la chaleur, il semble inévitable de choisir E de telle sorte que

T
(1.3) / IV () | dt < Cllug]s
0
olt (€'®)>¢ est le semi-groupe de la chaleur (avec conditions de Dirichlet homogenes si Q = R™).
Définir FE par I'inégalité ci-dessus ne semble pas permettre de gérer les termes non linéaires
de (INS). Dans le cas Q2 = R", les seuls espaces fonctionnels “classiques” vérifiant (1.2) et

]
(1.3) sont les espaces de Besov By, (définis dans la section 2), et I'espace de Lorentz Lt

Lng
(voir [17]). Pour les espaces de Besov, cette propriété provient du fait que ug € B, entraine

VelPuy € Ll(R+;B§1) (voir la partie 4.1), et que B;l C L*. Cela permet de démontrer
I'existence globale (avec unicité si p < n) dans un cadre fonctionnel critique pour les petites
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perturbations de (1,0) (voir [1, 2, 8]). Ces résultats reposant tres fortement sur l’analyse de
Fourier, leur généralisation a un domaine autre que R™ ou que le tore n’est pas immédiate.
Dans le cas de domaines bornés, un substitut possible (utilisé dans [9, 16]) est la propriété de
régularité maximale “classique” pour le systeme de Stokes non stationnaire

O — upAv+ VP =F,

div v =0,

(1.4) iv o
v|aq =0,
V=0 = o,

qui assure que, pour tout 1 < p,r < oo, on a (dans le cas vg = 0 pour simplifier)

(1.5) 10v0, 1NV?0, VP| oo 4,07@)) < Cllf I Loo4:07)-

Malheureusement, pour atteindre lindice de régularité critique a l'aide de (1.5), il faudrait
utiliser le cas limite p = 1, génériquement faux.

Dans la suite de ce travail, nous prendrons' E = B?L,l qui s’avere étre le plus grand espace
de Besov au scaling vérifiant (1.3) et pour lequel on sache démontrer 'unicité pour (INS) si
(po — 1) € F. On obtient alors I’énoncé suivant :

Théoréme 1 Supposons que 2 = R™ ou R’}. Soit py une fonction positive telle que (pg — 1) €
Whn(Q)N L>®(Q). Soit ug un champ de vecteurs a divergence nulle, coefficients dans 3271(9) et
a trace normale® nulle sur 0S). Soit f un champ de vecteurs dépendant du temps et a coefficients
dans L' (R ; Bgl(Q)) Il existe une constante ¢ ne dépendant que de n et telle que si

1p0 = Ll Lo () + IV pollLn(e) + M_I(HUOHB?LJ(Q) + \|f||L1(R+;Bg’1(Q))) <c

alors (INS) admet une solution, unique si n > 3, dans l'espace X, () constitué des fonctions
(p,u, 1) telles que

(p—1) € L®(RT x Q) NC(RT; WH(Q)),
u€C(RY;BY,(Q) et O, V2, VII € L'(RT; BY ().

Remarques :

— Dans le cas 2 = R”, le résultat ci-dessus a été établi dans [8] si n = 2 (avec ’hypothese
supplémentaire py — 1 petit dans BS}I(RQ) pour avoir ['unicité) et dans [1] si n > 3 (voir
aussi [2]). L’intégralité de la démonstration du cas R’} se trouve dans [10].

— La condition (pg—1) € W1™(Q) n’impose pas & la densité d’étre continue, mais “presque”.
La vitesse initiale, quant & elle, peut présenter un saut le long d’une hypersurface.

— Avec des changements mineurs dans la démonstration, on peut établir un résultat local
avec vitesse initiale grande. Il est aussi possible (mais plus délicat) de relaxer la condition
de petitesse sur la densité.

— On peut remplacer 'espace W™ par I'espace de Besov un peu plus gros B}%oo, sin > 3.

Formellement, la démonstration du théoreme 1 est indépendante du choix de €. Elle repose

d’une part sur des estimations non linéaires, des arguments de compacité et des estimations
classiques pour les équations de transport valables dans des domaines assez généraux, et d’autre
part sur des estimations de régularité maximale pour le systéme de Stokes non stationnaire (1.4)
détaillées dans le théoreme ci-dessous et qui n’ont été établies que dans les cas 2 = R" ou R} :

1Sachant que Bgl et L™! ne sont pas comparables, le cas L™' mériterait d’étre étudié d’un peu plus pres.
2Voir le lemme 4 pour la justification de Pexistence de la trace normale.
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Théoréme 2 Supposons que 2 = R™ ou R’ , p €]1,00] et s G]%—l, %[ Soit F € LY(Ry; B;’I(Q))

et vg € B;jl(Q) avec div vg =0 et von|oq = 0. Il existe une unique solution a (1.4) telle que
v EC(Ry; BS 1 (Q), 0w, V20, VP e LY Ry BS (),

et il existe une constante ne dépendant que de s, p et n, telle que pour tout T > 0,

2
o0l oo 1 + 1000190, VPl < C (ol o0 + 1o an)

Remarques :

— En combinant les résultats des cas R™ et R’} avec des techniques de localisation et de
redressement, on s’attend a pouvoir généraliser le théoreme ci-dessus a des domaines bornés
ou extérieurs de régularité C2. Cela fait 'objet d’un travail en cours.

— 1II est fondamental d’utiliser des espaces de Besov avec troisieme indice égal a 1. Pour les
espaces de Besov B;q(Q) avec ¢ > 1, I'inégalité (4.4) est (génériquement) fausse si 2 = R".

— D’autres inégalités du méme tonneau peuvent se déduire de celle du théoréeme 2, par
interpolation. Elles nous seront utiles pour établir 'unicité dans (IN.S).

Dans la section suivante nous donnons quelques propriétés des espaces de Besov ainsi que
des lemmes techniques essentiels. La démonstration du théoreme 1 est faite dans la section 3 et
celle du théoreme 2 est ’objet de la derniere section.

2 Quelques outils

Rappelons d’abord la définition des espaces de Besov homogenes dans le cas (2 = R"™. Soit
¢ : Ry — [0,1] une fonction réguliere supportée dans {1/2 <r < 2} et vérifiant

(2.1) Z #(27%r) =1 pour tout r > 0.
keZ

On définit les blocs dyadiques (Ak)kez de notre décomposition de Littlewood-Paley sur R™ par
Apu = (27" D)u=F ' (p(27") Fu) avec (€)= ([¢]),

ou F désigne la transformée de Fourier sur R".

Pour s € R et p,q € [1,00], on définit ensuite les semi-normes de Besov sur R" par :
b
(22) lull g gy = 1218kl 2o Lo e

Ces semi-normes permettent seulement de définir un espace de distribution modulo les po-
lynomes. La définition que nous proposons ci-dessous a l'avantage de régler le probleme de
divergence infrarouge et d’assurer que

(2.3) u:ZAku dans S(R").
keZ

Définition 1 Soit S (R™) l’ensemble des distributions tempérées u sur R™ telles que pour toute
fonction 0 réguliere a support compact dans R™, on ait

)\lilf O(AD)u=0 dans L>(R").

On pose alors
By (&) = {u e SLR) | Jull g, @) < 00}
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Avec la définition ci-dessus, ’espace BS ¢(R™) est complet des que s <n/psig=1,et s<n/p

si g > 1, et, dans le cas p et ¢ fini, I’ ensemble Sop(R™) des fonctions de la classe de Schwartz dont

la transformee de Fourier est supportée en dehors de l'origine est dense dans B;q(]R”) (voir [4]).
En raisonnant par densité, on en déduit le résultat suivant :

Lemme 1 Soit f € B;q(R”) avec p et q finis. Alors I’équation de Poisson
(2.4) —Au=f dans R"

; ; 25+2 (Ton S B . .
admet une unique solution u dans By “(R"), qui vérifie HUHB;’-Q(?(R”) < CHfHB;’q(Rn).
On a les inclusions suivantes (voir e.g. [4]) :

(2.5) Bol(}R") — LP(R") — Bgm(Rn) si 1<p< oo,

n(-1)

2.6 B (R") — B- R") si 1<p<p<oo, 1<qg<oo et s€R,
y2u p,q

ainsi que la propriété d’interpolation réelle :

(27) (Bra(R™), Bia(R") | = B0 @)

Dans le cas d’'un domaine 2 de R", on définit Bpf’q (Q) par restriction :

Définition 2 La distribution u sur Q0 appartient B;q(ﬂ) sl existe u € B;yq(R”) tel que u
coincide avec la restriction (au sens des distributions) de u sur 2. On pose alors
5 S :: f S n
||UHBp7q(Q) |m* ||UHB J(R?)”
Cette définition a l’avantage de redonner gratuitement (2.5), (2.6) et (2.7) pour un domaine
général.
Dans la suite de cette section, on prend {2 = R’!. Le résultat de densité suivant (démontré

dans [10]) nous sera fort utile car il nous permettra entre autres de considérer les extensions
symétriques et antisymétriques de fonctions de By  (R’) a I'espace entier :

Proposition 1 Pour tout 1 < p,q < oo et -1 <s< ]; Pespace C°(R) des fonctions

régulicres a support compact dans R}y est dense dans B;q(R’j_).

Considérons maintenant ’équation de Poisson dans le demi-espace.
Lemme 2 Pour tout H € B;’q(]RZ_) avec 1 <p<oo, 1 <qg<oo et % —-1l<s< %, I’équation

Az =div H dans R,

(2:8) z=0 sur  OR"

z— 0 quand |x| — oo

a une unique solution z telle que Vz € B]“j’q(Ri), et l'on a

(2.9) V2l gny < ClHBs Ry
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Dém. On étend H par antisymétrie : on définit H par I:ﬁRi =H et,si Hr .= (Hy, -+ ,Hp—1)
et HT = (Hl, s ,anl),

(2.10) Vi €]0,4+0c], Ho(z',—xy) = —Hy (2, 2,) et Hy(a', —x,) = Hp(2, ).
1 1 eLs . 7 .
Comme 5~ l<s< > la proposition 1 garantit que H € B;q(R”) et
11|35 mny < CIH s (mny:-
Donc le lemme 1 assure que AZ = div H a une solution % € B;”J’&I(R") telle que
(2.11) IVZl g5 ey < ClHI gy (gny-
Comme la composante normale n’a pas de saut sur R’} , on a

Vi, € (0,400), (divH)(z',—xn) = —div H(2',2,) au sens des distributions

donc Z est impair en x,, et 5\81[{1 = 0. Il est alors facile de montrer que z := 5IR¢ est solution de
(2.8) et vérifie 'inégalité (2.9). ]

Le lemme suivant va nous permettre de construire ’extension harmonique sur R’} de distri-
butions définies sur OR’} .

Lemme 3 Supposons que s >0, 1 <p < oo et 1< q<oo. Alors lapplication
B F e F ]

(ou F,r désigne la transformée de Fourier par rapport auz variables tangentielles et £ la variable
de Fourier correspondante) est continue de B;;l/p(ﬁ]Rfﬁ) dans B;q(R’};) et vérifie

{ AE(R)=0  dans R7,
E(h)=h sur  OR.
Dém. Par interpolation (voir (2.6)) et en différentiant suffisamment de fois, on peut se ramener
_1
au cas ¢ = 1 et s €]0, 1[. Il faut donc montrer que si h € B;ylp (OR?) alors
1205 ey < O g
Par interpolation, on peut écrire (voir [23, section 2.5))
(2.12) 35 1 (RY) = B, (ORY; IP(R4)) N By (Ry; IP(0R™).

Pour commencer, majorons E(h) dans B;’l(a]R”;Li”(]RJF)). Pour ¢ € ORY, notons ¢} () =
d(27%¢]) et F(¢) = B(27F|¢'|) avec ¢ fonction réguliere sur R, supportée dans {1/3 <r < 3}
et valant 1 pres de supp ¢, et ¢ définie en (2.1). Soit (A} )rez la décomposition de Littlewood-
Paley sur JR} correspondante. Par définition de la norme de Besov, on a

1B sy = 30215 ke €5 B o,
keZ
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I1 est clair que
(2.13) ¢ —s Gl (e P han

est un multiplicateur de Fourier de degré 0 avec bornes indépendantes de k € Z et x, € Ry.
Donc le théoréme de Marcinkiewicz (voir [12]) assure que

s _9ok— 2$n
HE(h)”B;J(aRi;Lp(RJr)) = Cz2k le™ e ry) HAkh”LP OR™)

keZ

< 022 R ALl oory),
kEZ

< COlhll,

s— 1/P(8Rn)

Il s’agit maintenant de majorer E(h) dans BS 1(R4; LP(ORY)). Comme s €]0, 1[, on peut écrire
(voir [23]) :

< dw
@1) B m,msomny = 1= /0 SEIBG)C,) = B+ ) lgoge.
Pour estimer le membre de droite, on utilise le fait que

2]l ey < > ‘|fg;1[(p§c-7::c’z]||LP(Ri)-
keZ

En conséquence, grace au théoreme de Marcinkiewicz pour le multiplicateur défini en (2.13),

IE(R)(,) = E(R) (- +w)lp@ny < C Y I1F i1 — e 1@ N Fo b ),

keZ
_k e
< 2 F k(1 — e )b oomr -
keZ
Donc
1< CZ w1+s2 P —e )||fx, Wksokfxxh]HLp(aRi) avec (&) = ¢k(§)7‘

keZ

Comme vy, est un multiplicateur de degré 0 borné indépendamment de k et w, on conclut que

5_7 . o8} 1—e ¥
I's CZ/ u1+s )(1 —€ )HAﬁthLP(am) < C</o T )HhH 1

’
P n
keZ (9R™)

ce qui acheve la démonstration du lemme. ]
Il est bien connu que pour les champs de vecteurs & divergence nulle et coefficients L? (R%),

1 N
la composante normale admet une trace sur R’} au sens H~2(JR’). A l'aide du lemme 3 et
de la proposition 1, on peut généraliser ce résultat au cadre Besov comme suit :

Lemme 4 Soit 1 <p<oo,1<qg<ooetse€|—1+1/p,1/p[. Pour tout champ de vecteurs F
a divergence nulle et coefficients dans By (R} ), la composante normale F,, admet une trace sur

OR" au sens B;;ll/p((“)R?r) et il existe une constante C' ne dépendant que de n, p et s telle que

(2.15) I Falog - 1im oy < CIF N5, ary
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La démonstration de la partie unicité du théoréme 1 repose sur 'usage d’espaces L' (I B;,q(Q))

(avec I intervalle de R) trés proches de L (T; B;q(ﬂ)). Dans le cas 2 = R, ces espaces, introduits
dans [7], sont composés de I’ensemble des distributions u de (I x R™) telles que

[T > 25| Agull 1 (1ype(rey) < 00 et Jim 6(AD)u =0
keZ

pour toute fonction 6 € C2°(R"™).

L’extension de cette définition & des domaines plus généraux se fait par restriction, comme
dans le cas indépendant du temps.

3 Résolution de (INS)

Dans cette partie, on donne les éléments principaux de la démonstration du théoreme 1.
Pour simplifier la présentation, on suppose que f = 0. Le cas f # 0 est traité dans [10].
3.1 Démonstration de ’existence

On suppose disposer au préalable d’une suite (pz7 ut, VII¢ )een de solutions régulieres globales
correspondant & une suite de données initiales (pf, uf)een régularisées (voir le théoreme 3 de [10]
pour la construction d’une telle suite).

1) Estimations a priori dans X,

Comme divu = 0 et u-n = 0 sur 0f2, toutes les normes LP de p sont constantes au cours
de I’évolution. Par un argument du type Gronwall, il est aussi facile de borner la norme L™ du
gradient. Finalement, on aboutit a

t AT
(3.1) IVo ()l < elo IVW I 4717 et (1= p(8)[1e = |11 = pflL=-
Afin d’estimer la vitesse, on applique le théoréme 2 au systéme

Oyt — pAut + VII = (1 — pHowut — plul - Vut, divul =0,

14

3.2
(3.2) ue\ag =0, ueltzo = ug.

On obtient donc
UL(t) < O(UR0) + 10— )00 I pagosn  + 0% Vel s s )
avec Uf(0) := ”uéHBQJ et
Up(t) :== ||U||Loo(o,t;1'3271) + HatuéHLl(O,t;Bg’l) + /~L||V2UZ||L1<0¢;B9,,1) + HVHZHU(OJ;BQJ)'

Des estimations de produit dans les espaces de Besov (voir [4] pour le cas R™ et [10] pour le cas
R? ), il découle que

IN

(1 = p)oput ”LI(O,t;BﬁJ)

| pfut - VUZ”LI(O,t;BgJ) < C(1+pf = ].||Loo(07t;LoomW1,n)) ”UZHLoo(o’t;Bg’l)HvueHLl(O,t;B}l’l)'

’ J4
Cllp" =l oo 0 ;00 100 1o 10 s

N
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Donc
UL(t) < C(UL0) + 116"~ Vo guzoernirn U 1™ (U 110" = 1l g poerinon)) VR (E)2) )
En conséquence, il existe deux constantes ¢ > 0 et M > 0 telles que si
”Pﬁ - 1”L°°(O,T;LOOOW1’") S<c et Ur{(T) <cu
alors
(3.3) UL(t) < MUL(0) pour tout ¢ e [0,T].

Clairement, I'inégalité (3.1) implique que la condition de petitesse est vérifiée par ol — 1 sur
[0,T] pourvu que

(3.4) lph = Lllzee + IVpgllze < /2 et ||Vu’llpioriee < log2.

Comme B}Z’I(Q) < L®(Q) (voir (2.5),(2.6)), la condition sur Vu’ est satisfaite si UL(T) < cu
avec ¢ assez petit. Comme la fonction t +— UL(t) est continue, l'inégalité (3.3) combinée & un
argument de bootstrap permet de conclure que (3.3) et la deuxieme partie de (3.4) sont vérifiées
sur [0, 7] pourvu que ||uf|| po < cpavecc> 0 assez petit. Sous cette condition, on peut conclure

que pour tout t > 0,

1 (8) = iz = lloG = Lz, IV @OllLn < 20IVoh] e,

(3.5)
‘ ¢ 2,0 ‘ ¢
1911, D, 9% 1 s )+ 1l ey ) < Ml
Bien stir, si ug — ug et pﬁ — po alors les termes de droite sont bornés indépendamment de £.
En conséquence, (pf, uf, VII*)sen est bornée dans I'espace X,,.

2) Compacité

— La densité : comme 0yp° = —u’ - Vp’, les bornes (3.5) assurent que (9;p%);en est bornée
dans L2(Ry; L™). Donc (p’ — 1)4en est bornée dans C([0,T]; W) N C%([O,T];L”) pour
tout 7" > 0. En utilisant la compacité de I'injection de VVliC" dans L}, le théoreme d’As-
coli et le procédé diagonal de Cantor, on en déduit qu’a extraction pres, (pe)leN tend

vers une fonction p dans C(R4; L} ). En combinant avec les propriétés de compacité de
L*®(Ry; Whn 1 L) pour la topologie faible %, on conclut que p € L= (R, ; L N W),

— La vitesse : Les inégalités (3.5) entrainent que la suite (u’)sey est bornée dans I’espace
Wﬁ)cl (R4 x Q) qui s’injecte de fagon localement compacte dans L} (R x Q) pour tout
p < (n+1)/n. En combinant avec les propriétés de compacité de l'espace L™ (R y; 3271)
pour la topologie faible x, on en déduit que (ue)geN converge (& extraction pres et au
sens des distributions) vers un champ de vecteurs u & divergence nulle et coefficients dans

L>(Ry; 3271). En combinant avec les bornes uniformes de (V?u®)sey dans L' (R ; 3271),
on obtient de plus VZu € LY (Ry; 32,1)3-

3Ce point n’est pas immédiat : si I'on utilise seulement les bornes dans L* (R 3271), on ne peut qu’affirmer
que VZu appartient & ensemble M(Ry; 32,1) des mesures bornées (en temps) a valeurs 3271. Mais comme on
dispose de plus de bornes pour (’Lte)egN dans L°° (RﬁB?L’l)7 on peut montrer qu’il n’y a pas de concentration
temporelle (voir les détails dans [10]).
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— La pression : Comme f = 0, on peut déduire de (3.5) et de I’équation sur la vitesse,

2

que (VII*)gey est aussi bornée dans L2

(R+;B; %) Cela garantit qu’a extraction pres,
(VII)gen converge vers un gradient VII dans L7 (Ry; B; 1). En combinant avec les bornes
données par (3.5) pour la pression, on en déduit que VII € L' (R ; 3271). Le cas plus délicat
ou f n’est pas nulle, est traité dans [10].

— Conclusion : Par des arguments d’interpolation, on peut récupérer une convergence en
un sens suffisamment fort pour pouvoir passer a la limite dans tous les termes du systéme
(INS). Ainsi (p,u, VII) est bien une solution. En utilisant les équations du systeme, le
théoreme 2 et des propriétés classiques sur ’équation de transport, il est alors facile de
conclure que la solution cherchée appartient bien a X,,.

3.2 Démonstration de unicité

Notons (p1,u1, VII;) la solution construite précédemment, et donnons-nous une deuxiéme
solution (p2,us, VIIz) € X,, correspondant a la méme donnée initiale. Par construction, on a

(3.6) o1 = Ul poe o, 7xmy) + VoLl oo (0,50m) < -

La différence

(dp, bu, AT) := (p2 — p1,u2 — u1, Iz — IIy)
entre les deux solutions vérifie

Ordp +uy - Vip = —du - Vpa,
(3.7) Oy — pAu~+VIAL = dp(0; + ug - V)ug — prus-Vu — du-(p1 Vug) + (1—p1)0idu,
divdu = 0.

Vu nos hypotheses, le membre de droite de la premiere équation ne peut pas avoir de régularité
spatiale meilleure que L™ (cela est dii au caractere hyperbolique de 1’équation vérifiée par la
densité). En conséquence, on peut, au mieux, estimer dp dans L>°(0,7"; L™). Du fait du couplage,
cette perte d'une dérivée se répercute dans ’équation sur la vitesse. Par exemple, sachant que
Oyug est borné dans L'(0,7T;L") — car 3271 — L™ — si 'on dispose d’une estimation de d&p
dans L*°(0,T; L™) on peut majorer le premier terme du membre de droite dans L*(0,T; g 2)
seulement. Cela est facheux car si 'on écrit du comme solution du probleme de Stokes

ow — pAw+ VP = f,
divw = 0,
wit=p = 0, wipn = 0,

alors il est (génériquement) faux, méme dans le cas R", que

Hatw”Ll(O,T;L"/Q) < CHfHLl(QT;L”/Z)’

et donc il n’est pas possible d’absorber le dernier terme de (3.7), dans les estimations.

En revanche, I'estimation de régularité maximale ci-dessus devient vraie si 'on remplace
LY(0,T; L"™?) par Despace L'(0,T; Bg/z,oo) qui est légeérement plus gros. En effet, par interpo-
lation & partir du théoréme 2, on montre (voir [10]) que

2
(38) ”8twnuD wvvp”ZI(OJ;B?L/Zm) < CHfHEl(O’t;BS./Zoo).
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Soit U (t) := ||0y0u, V2du, vm”il(OtBO )+ 10ull oo 0.4,59, - D’apres (3.8), on peut écrire
el %,OO el %700

(3.9) U (t) < C(8U1(t) 4+ s (t) + dUs(t) + AUs(t))

avec
UL(t) = [9pOtuz- VIuzlpyppy ) V2() = llprwr- Vaullgigppo s
Us(t) = Hdu-(plvu2)|Z1(07t;B%7m)?7 Ua(t) = ||(1—Pl)@téuﬂzl(o,t;%’oo)'

Comme L'(0,T; L™/?) s’injecte contintiment dans EIT(BO ), on a pour tout ¢ € [0,77,

n/2,00

¢
I Ozsaniy, < C [ 10+ w2 Vel ool
5,00
En utilisant des lois de produit classiques dans les espaces de Besov, on obtient aussi

Wy(t) < CHPIHLOO(O,t;LOOmWL")Hul”ﬁ(o,t;B}L1)HV5UHEQ(0¢;BQL )
’ 200
W3(t) < CllprVuall g ppeemminm 0wl oo 50 )
2

Uy(t) < OH1_leLOO(O,t;LOOrWWL")Hat&u”fl(o,t;f?% )
5,00

En conséquence, si T et ||1— p1]| Lo (0T Loty SOt suffisamment petits, tous les termes conte-
nant du peuvent étre absorbés par le membre de gauche de (3.9) pour ¢t € [0, 7], et 'on obtient

(3.10) &J(t)g/o V)| 0p(r)||n dr avec V € LY([0,T]).

Pour majorer dp dans L>°(0,7; L"), il n’y a guere d’autre choix que d’écrire que

t
(3.11) 1oL < /0 IV p2lnlloul| oo d < [V 2l Loe 0,2 100l L1 0,5 1) -

Mais il n’est pas possible de majorer &u dans L'(0,t; L) car 32/2 ~ D’est pas inclus dans L™

et donc, a fortiori, El(O,T; 32/2,00) ne s’injecte pas dans L!(0,T;L°°). On peut remédier au

probléme en appliquant a du 'inégalité d’interpolation logarithmique suivante :

121l L1 (0,4:2m) + HVZHLl(o,t;Loo)>

(3.12) Hz”Ll(O,t;LOO) < CHZHZl(o +: B2 )log e+ ~
" n /2,00 HZ“Ll(O,t;BZ

/2,00)

Comme u; € L>=(0,T; 3271) N LY0,T; B?%l), (2.5) et (2.6) assurent que le numérateur est borné
sur [0,7]. En revenant a (3.11) puis & (3.10), on peut conclure a 'existence d’une constante C'
et d’une fonction intégrable V telles que

Mt < /0 V() log (e + w%) dr.

En vertu du lemme d’Osgood, on en déduit que U = 0 sur [0,7] pour T" assez petit. L unicité
pour tout temps s’en déduit par des arguments de connexité classiques.
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Montrons (3.12). Grace aux injections énoncées dans (2.5) et (2.6), il suffit de vérifier que

120l 10,7, my + WZHLl(o,T;Loo)>

Il < el os(e+ )
e 121z 0,780, .0)

On se limite au cas R™. Le cas R} s’en déduit en prolongeant z par antisymétrie sur R". A Taide
de la décompostion de Littlewood-Paley, on peut, pour tout m € N, écrire que

2l 10,00y < Z ||Akz||L1(O,T;L°°) + Z ”AkZHLl(O,T;LOO) + Z HAk:ZHLl(o,T;Loo)-

k<-m |k|<m k>m

Donc, en vertu de I'inégalité de Bernstein et de la définition de || - Hil(o T.B0 )

s <€ ¥ #ldiloran

k<—-m

+2m = Dllzigrin, )+ 5 2 IS Telloras )

k>m
Comme
1Azl L1 0.rimy < Clizllnioriyy et 1AVl Loy < ClIVEI L or;L)s
on peut conclure que
12l 2207z < C(2™ 2l ey + @m = Vil piorpe )+ 2" IVl 0m=))-

Un choix adéquat de m donne I'inégalité voulue.

4 Le systeme de Stokes

Cette section est consacrée a la démonstration du théoréme 2 dans le cas g = 1 (un change-
ment de variable adéquat assurant le cas général).

4.1 Le cas de la chaleur

Dans un premier temps considérons le cas plus simple de I’équation de la chaleur

atZ—AZ:F,

4.1
(4.1) zli=0 = 2o, zlon =0

z—0 quand |z| — oco.
Si © = R"™, on dispose de I'inégalité suivante (démontrée par exemple dans [7]) :

(4.2) X2 Agz)l1r < Cem 2 | Agz | 1o

valable pour toute distribution tempérée z, entier relatif g, réel strictement positif A et p € [1, co].
Comme on peut écrire

t
Agz(t) = e® Az —i—/o e(t*T)AAqF(T) dr pour tout ¢ € Z,
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I'inégalité (4.2) assure que
t
1Agz(®)lr < c<e—“2”]quzO||Lp T /0 e A B ()| df).

A Taide d’inégalités de convolution, puis en sommant sur ¢ il est alors aisé d’établir que si
f e LYyo,T; B, 1(R™)) et z € By ;(R") alors (4.1) admet une unique solution z telle que

2 €C([0,T); B, (R™) et 9z, V32 € L'(0,T; B3, (R™)),

et que, pour une constante C' ne dépendant que de n,

(43) HZHLOO(O’T;B;J(RTL)) + ||6t2, v2z||L1(O,T;B;’1(R")) S O(||ZOHB;1(R") + ||F||L1(O,T;B;’1(R"))) .

Passons maintenant au cas {2 = R”}. Soit 2 et F les prolongements respectifs de zy et de F' a
R™ par imparité. Grace & la proposition 1,si 1/p—1<s<1/pet 1 < p < oo alors Zy (resp. ﬁ)
appartient a B;,l(]R") (resp. L*(Ry; .;,1(]1%”))) avec norme équivalente a celle de zg (resp. F).

Les arguments ci-dessus nous autorisent a résoudre (4.1) dans R™ avec ces données prolongées
et on obtient une solution v € C([0,T7]; .;’1(]1%”)) N LY(0,T; B;jZ(R")), impaire en z,, donc
nulle sur R’ . On conclut au résultat suivant :

Proposition 2 Soit p €]1,00[ et s €]L — 1,1[. Soit F € L}, (Ry; B (RL)) et 2 € By (R).
Il existe une unique solution z a (4.1) telle que

2 € CRe: By (RY)), V22 € LNRy: By (RY)) et 0y € L' (Ry: By, (R1)),

et il existe une constante C' ne dépendant que de s, p et n, telle que pour tout T > 0,
2
(44) HZHLOO(O,T;B;J(Ri)) + Hatz7 \% ZHL1(07T;BZ71(R1)) < C HZOHB;J(RTJLF) + ”FHL1(07T§B;1(R1)) .

4.2 Résolution du systeme de Stokes

Il s’agit maintenant de démontrer le théoreme 2. Le cas 2 = R™ est une conséquence
immédiate du résultat de la partie 4.1 pour la chaleur dans R™. En effet, le projecteur P sur
les champs a divergence nulle est alors un multiplicateur de Fourier homogene de degré 0 donc
est continu de B]“;’,r dans lui-méme pour tous les indices s, p et r, et commute avec le laplacien.
Résoudre (1.4) revient donc & résoudre 1’équation de la chaleur

OyPu — uAPu =Pf,

le gradient de la pression étant défini par la relation VP = (Id — P)f.

Le cas 2 = R} est beaucoup plus délicat et ne peut se ramener a un probléme posé dans
I’espace entier par symétrisation adéquate. Bien qu’il existe une formule explicite pour calculer
la solution du systeme [24] (utilisée dans [6] pour démontrer un théoréme analogue au notre
mais pour les indices de régularité strictement négatifs seulement) nous avons préféré suivre
I’approche de [11, 20, 21, 22].

Expliquons comment procéder. En fait, toute la difficulté consiste a construire le terme de
pression tout en préservant la condition de divergence nulle. Il sera alors possible dans une
derniére étape d’estimer la vitesse a I’aide de I'estimation (4.4) sur les solutions de la chaleur
dans le demi-espace, apres avoir mis la pression en terme source.
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Pour construire la pression, on commence par éliminer la donnée initiale, la partie potentielle
du terme de force ainsi que sa trace normale sur OR"} (ces deux derniers termes contribueront
uniquement au terme de pression) puis on prolonge la vitesse par 0 pour les temps négatifs. On
se ramene ainsi a la résolution d’un systeme linéaire avec donnée non nulle au bord, pouvant se
déduire de vg. En prenant la divergence de ce nouveau systeme, on voit que ce qui reste de la
pression doit étre une fonction harmonique (car on s’est ramenés a div F' = 0). Mais il reste a
déterminer les valeurs sur R x OR"} de cette fonction. En fait, le nouveau systeme a 'avantage
d’étre posé dans R x Rl au lieu de Ry x R”} et de pouvoir étre résolu explicitement en faisant
une transformée de Fourier par rapport au temps et aux variables tangentielles. On en déduit
une formule de représentation pour la pression en termes de données aux bords et d’une partie
(a priori non nulle méme apres ablation de la partie potentielle et de la trace normale au bord)
du terme de force. Nous n’avons pas réussi a estimer tous les termes de cette formule de maniére
“directe”. Cependant, le lemme 3 va nous permettre de construire une pression “modifiée” qui
apres résolution d’une équation de Poisson adéquate donnera l’estimation souhaitée pour la
“vraie” pression.

4.2.1 Réduction a un probleme modele sur R x R’

Afin d’étendre le systéeme aux temps négatifs en prolongeant par 0, il faut au préalable
éliminer la vitesse initiale. Pour ce faire, on étend vy sur R™ en posant 50|R3Lr =g et

(4.5) vor (2, 1) = —Vor (2, —x0) et Von(2',xn) = Von(2’, —3,) pour z, <O.

Ce choix d’extension assure que divvg = 0 et, d’apres la Proposition 1, on a vy € B;’l(R") et
HUOHBZ,l(R") < CHUOHB;J(RT;)' En conséquence, d’apres la partie 4.1, I’équation

(4.6)

v|i=0 = Vo sur R7,

{ v —Av=0 dans RT x R”,

a une unique solution Evy dans Cp(R4; B;’,l(R”)) N LY (Ry; B;jQ(R”)), qui vérifie
(4.7) 10 | poc (553 , () + 1E D0l 1 2y < Cllvoll e ey

De plus divvg = 0 entraine div Evy = 0. Comme les propriétés de symétrie sont préservées
par le flot de la chaleur, on peut affirmer que la composante tangentielle (Evg), de Evg est
nulle sur OR’}. Mais rien ne garantit que la composante normale (E%g),, soit nulle. Si I’'on pose
Unew 1= U — BTy, prolongé par 0 pour les temps négatifs, on se ramene donc & la résolution de?

OtVnew — AVpew + VP = F,
(4.8) div vpew = 0,
vnew|3R1 =p 1= —(Eﬂo)laRi étendu par 0 pour ¢t < 0.

Afin de controler la composante normale vy, de v, en termes de norme de vy, on va construire
une extension Evy, de vy, a R x R’t. Pour cela, on commence par résoudre I'équation de la
chaleur suivante a 'aide de la proposition 2 :

Ow —Aw =0 dans R, x R",
(4.9) w=0 sur Ry x ORY,
Wi=0 = Von sur 7.

4La pression, elle, ne change pas.
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On obtient w € Cyp(Ry; B3 (R?)) N LY (Ry; BS(RY)) et

2
(4.10) 1l oo @iy, gy + 1000, Vo0l iy ey < Clivonlly | )
En conséquence, si 'on définit

| w—=(Ev), pour (t,r)ec Ry xR}
(411) Even = { 0 pour (t,z) € R_ xR}

alors la fonction Ewvy,, vérifie

{ OiEvy, — AEvy, =0 dans R xR7,

(4.12) Evy, = vpn sur R x ORY,

et, d’apres les inégalités (4.7), (4.10), on a
2
(4.13) HEUb"”LOQ(R;B;‘J(Ri)) + ||atEme \Y Evb"HLl(R;B;J(RZ)) < C|’U0nHB;71(R1)'

L’étape suivante consiste a retirer a F' sa partie potentielle et sa trace normale au bord (dont
lexistence est garantie par le lemme 4). Toutes deux entreront dans le terme de pression. For-
mellement, pour ce faire, il faut résoudre

AP = div F.
4.14 ’
(4.14) { (O P — Fo)lomy = 0.
Cela peut se faire rigoureusement en résolvant d’abord ’équation de Poisson

{ Apl = diVF,

4.15
(4.15) Prlosy 0

puis le probleme de Neumann

{ AP, =0,

4.16 =~ ~
( ) 8an2|8R’+L = Fn|6]R’}r avec Fn = Fn - 8an1.

Le lemme 2 assure 'existence d’une solution P} pour la premiére équation, telle que
(4.17) VP ;s @y < CIEN sy, -
Par construction div (F — VP) =0et (F —VP;) € L'(R; B;,l(Ri)) donc, d’apres le lemme 4

et (4.17), F, a une trace sur OR" qui vérifie

4.18 Fo | swn < C|F e
(4.18) | ”’3R+|’L1(R;B;;%(3R1))— | HLl(R;BPJ(RJr))

Cela permet de résoudre (4.16) explicitement par la formule
1

1€']

Grace au Lemme 3 et & I'inégalité (4.18), on obtient VP € L*(R; B;I(R’}r)) et

(4.19) Py=F | —e € len ]—"m/[ﬁnbm] :

(420) IV Pl sy ) < C”Fn‘aRiHp(R.BSI%(aRi)) < Mo s s
U p,

Donc, finalement, si 'on change F' en ' — VP — VP, on peut se ramener au cas ou

(4.21) divF =0 dans R} et F,=0 surdR}.
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4.2.2 Résolution du probleme modele

Il s’agit maintenant de résoudre le systeme (4.8) dans le cas (4.21) avec F' € L'(R; B;l(IR{CLr))
pour 1/p—1<s<1/pet1l<p< oco. Notre résultat principal est le suivant :

Lemme 5 Avec les hypotheéses ci-dessus, le systéme (4.8) a une unique solution (v, VP) telle que
(4.22) vECR;BS (RY)) et 0w, Vv, VP e L'(R; BS  (R)).

De plus, il existe une constante C' ne dépendant que de n, p et s, et telle que

2
0l ey, ey + 100 V20, VPl sy oy < € (1 o sy oy + o0l ) -
Dém. Soit (&,¢') € R x R les variables de Fourier correspondant & (¢, 2’). Notons

u('? '7xn) = ft,x’[v('ﬂ ‘7xn)]7 q('? '7In) = ft,x’[P('v '7‘7571)]7 f(? -,,xn) = ft,w’[F(‘v 7xn)}

Notons r 'unique nombre complexe vérifiant arg r € [, 5] et r? = i& + [¢'|>. En variables

(&0,&', xy,), le systeme (4.8) s’écrit (avec des notations évidentes)
T2UT - ainu‘r = f‘r - Z{,CL
2, — Q,%nun = fn — 02,4,
i ur + O, upn = 0,

u’aRi = Up.

(4.23)

En prenant la divergence de (4.8); et en se souvenant que div F' = 0, on obtient
(4.24) €'°q — 93,4 =0,

donc, puisque ’on souhaite que ¢ tende vers 0 pour z,, tendant vers +oo, on obtient, pour une
fonction inconnue gy,

(425) q(£07£,7$n) = QO(§0>§,)6_‘§/|:C"-
D’apres [11], on a

—rx 1 > —r|Tp—s —r(zn+s cor —|€s
ur(&0,&', xn) = upre” " + 27’/ e |#n=sn] _ o=r(@n+t ")][fT(ﬁo,f’, sp)—ile €] "qo) dsn,
0

1

Un (€0, €', ) = tne T + o / [emrlenzsel — =] (€0,€', 5n) + 1€ e qo] disy.
0

Comme ici up = 0, en dérivant la deuxieme égalité par rapport a x,,, puis en faisant tendre x,,
vers 0, on trouve

€]
r+ ¢

00
(4'26) a’bnuani = —TUpp + / e_rsnfn(sn) ds, + q0°
0

Comme f;, est nulle sur IR} et divF =0, on a

r / e fr disy — / D, (6777) fo dsn = — / €79, f s = / ¢! £y dsy.
0 0 0 0

De plus Oy, up = —i&’ - ur = 0 sur OR’.. Donc qo = q1 + g2 + g3 + ¢4 avec

W60 E) =12ty @o(E0,€) = rubp,
(4.27) '] oo e
3(€0,€") = [&' [upn, q1(60,¢') = / e " [, fr— fn:| ds,.
0 |

I1 ne reste plus qu’a étudier la contribution respective de ces quatre termes dans la pression.
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Etude de ¢,. Nous allons d’abord démontrer que Fi. lq e LY(R; BSJrl l/p(ﬁR’j_)) et que

(4.28) Hftj;, a ‘

Ll(R;Bs+171/p(8Rn )) S CHUOHB;J(RQL_)

Formellement, F, ,q1 est la trace sur OR'} de Oy Dy/|~ L Evy, avec Evy, défini en (4.12). Donc il
suffit de demontrer que Oy Evy, admet une trace sur R x R} telle que

(429) ||8tEvlm|R><aRﬁ ‘|L1(R+;B;;1/p(]l¥i)) < CHUO ”B;J(Ri)

Comme (4.12) est vérifié, on sait déja que 9, FEvy, € L' (R; BS 1(R%)). Pour montrer que la trace
sur OR' est bien définie, on va interpréter d;Evy, comme la n-ieme composante d’un champ
de vecteurs & divergence nulle et coefficients dans L!(R; BS 1(R%)). Le lemme 4 nous permettra
alors d’obtenir (4.29). 11 suffit de considérer les temps posmfs puisque 9; Evy, = 0 pour t < 0.

Pour k=1,--- ,n — 1, notons wy, la solution de
ow—Aw =0 dans Ri x R%,
Oz, w =0 sur Ry x R* 1
Wli=0 = vok sur  R7.

En raisonnant comme pour démontrer la proposition 2 (mais en utilisant un prolongement
symétrique pour préserver la condition de Neumann), on obtient
2 . .
IV 0kl ey, < Cllvolsy | @)
Soit wy, la solution de (4.9). Le champ de vecteurs V' := (wy,--- ,wy,) est a divergence nulle —
car divV]—o =0sur R} et V-n =0 sur Ry x R?} —
2
106V, VoV L g,y < Cllvoll s ey

De méme, on a divd,V = 0. Donc, comme 9,V € L'(Ry; .;71(R¢)), le lemme 4 garantit que
dywnlr, xorn € L'(Ry; BS 1/p(R" )). Finalement 9; Evy, = Oywy, — 0;(Evg)n, div (0;Ev) = 0 et
0 FEvg € LY(Ry; BS (RZ’;)) Donc le lemme 4 donne la borne souhaitée pour ((9;Evg)n, )|R+X3Rn
et donc aussi pour (0;Evpy)|orn - 11 est maintenant facile de conclure a (4.29). Donc F; L€
LMR; B TYP(RY)) et (4.28) est vérifice,

Grace au lemme 3, on peut maintenant construire une extension harmonique @1 de ]: ,q1
AR x R, telle que Q1 € L'(R; BX1(R1)), Q1lrxorr = ftj;,ql et

(4.30) IV L1 gy, )y < Cllvoll s | ey

Etude de g2 et de gq3. Nous allons construire des extensions @2 et (J3 de ]—" ,qg et .7-" ,q3 sur
R x R?} vérifiant

Pour cela, on utilise le fait que la résolution explicite de (4.12) donne F; [Evg,| = upne™ ™", et
que, d’apres (4.13), VEv,, € LY(R; BSH(R’D). Donc Q3 := F,  [|¢|upne %] vérifie

t,x
(4.32) ||VQ3HL1(R;B;Y1(R1)) < Cllvonll s s (RR)”
On remarque que 0, Evy, = —]:ml [re m"ubn] Donc Qg := F. lre T ] € L'(R; B;j“ll (R™))

et vériﬁe (4.32). Par construction, les fonctions Q2 et Q3 restrelntes a R x R’} coincident bien
avec f ,qg et F, . x,q;;
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Etude de q4. Posons h(:y- xn) = .7:_ < e S mn) = fuls ,mn)> et notons v la solution de

(4.33) { Ov—Av=~h dans R x R?%,

v=20 sur R x (ﬂRT}r.

Apres un calcul facile (voir [10]), on constate que

o0
3xnU!RxaR1 = fgxl/ [/0 e " Frah dsn] .
La proposition 2 permet alors de conclure que Q4 := 9;, v vérifie
(4:34) (FowrQa)lrxomy = ar et [IVQallpimps @y S CIF i ss, @)

Construction de la pression. Puisque div F' = 0, on doit avoir AP = 0 dans R x R} . Par ailleurs,
d’apres (4. 25) on sait que P = ftjml,qo sur R x OR"}. Par construction, @ := Q1+ Q2+ Q3 + Q4
vaut bien .7-'t :qo sur R x R’ , mais n’a pas de raison d’étre harmonique. Le terme de pression
P recherché vaut donc Q + Q’ avec

AQ' = —AQ dans R”,
(4.35) { /Q < ’
Q' =0 sur R x OR".

On a établi que VQ € L'(R; BS 1(R)) et que

(4.36) IVQU s, ey < CUF e s, ey + Toolly  en))-

Donc le lemme 2 assure que équation (4.35) a une solution telle que VQ' € L*(R; Bs 1(RY)) et
HVQ/HLl(R;B;J(Ri)) < C(HFHLl(R;B;l(Ri)) + ”UOHB;J(Ri))'

En combinant avec (4.36), on conclut que VP € L'(R; Bs 1(R7)) et
(1.37) 9P g ey, ey < C (1F sy ey + ol )

4.3 Fin de la démonstration

Maintenant que la pression est construite, on peut voir le systeme de Stokes initial (1.4)
comme une équation de la chaleur dans le demi-espace avec terme source F' — VP. Le fait que
divv = 0 est une conséquence de la construction de P. En appliquant la proposition 2 et le
lemme 5, il est alors facile d’achever la démonstration du théoreme 2.
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