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LE TROISIÈME CHAMP CRITIQUE EN THÉORIE DE

GINZBURG-LANDAU.

S. FOURNAIS

D’APRÈS FOURNAIS-HELFFER

Résumé. L’objectif de cet exposé est d’étudier la transition de l’état supra-
conducteur à l’état normal pour un matériau soumis à un champ magnétique.
Nous allons donner une démonstration simple et générale de l’équivalence des
différentes définitions possibles du champ critique correspondant à cette tran-
sition.

1. Introduction

La fonctionnelle de Ginzburg-Landau est un modèle généralement accepté de la
supraconductivité. Pour une introduction physique au modèle et à la théorie de la
supraconductivité voir par exemple [S-JSaTh, TiTi, Ti].

Pour un échantillon cylindrique de section Ω ⊂ R2 la fonctionnelle prend la forme
suivante

E [ψ,A] = Eκ,H [ψ,A] =

∫

Ω

{
|pκHAψ|2 − κ2|ψ|2 +

κ2

2
|ψ|4

+ κ2H2|rotA − 1|2
}
dx . (1.1)

Ici (ψ,A) ∈W 1,2(Ω; C)×W 1,2(Ω; R2) et nous utilisons les écritures pA = (−i∇+A)
et rotA = rot (A1, A2) = ∂1A2 − ∂2A1.

La fonction ψ (dite fonction d’onde ou paramètre d’ordre) décrit l’état du maté-
riau. Si |ψ(x)| ≈ 0, le matériau n’a pas de propriété supraconductrice près du point
x, et on dit que le matériau est dans son état normal. Le cas |ψ(x)| ≈ 1 signifie que
le matériau est dans son état supraconducteur1. Le potentiel vecteur A décrit le
champ magnétique, rotA, à l’intérieur de Ω. Les états physiques sont donnés par
les minimiseurs (plus généralement les points stationnaires) de Eκ,H .

Le paramètre κ dépend du matériau, H est une mesure du champ magnétique
extérieur. Nous allons étudier les minimiseurs de la fonctionnelle E dans la limite
κ,H → ∞, ce qui correspond dans le langage physique à l’étude des matériaux de
‘Type II’ soumis à des champs magnétiques forts.

La fonctionnelle est invariante de jauge, c’est-à-dire

E [ψ,A] = E [e−iκHφψ,A + ∇φ]

1Un résultat standard, dont nous n’avons pas besoin dans la suite, est que ‖ψ‖∞ ≤ 1 pour
tout point stationnaire de Eκ,H . Ce résultat donne plus de rigueur à l’interprétation ci-dessus et

est une conséquence du principe du maximum (voir [DGP] pour une démonstration élémentaire).
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pour toute fonction φ. Pour éliminer cette symétrie nous allons imposer la condition
de jauge suivante.

div A = 0 dans Ω , A · ν = 0 sur ∂Ω . (1.2)

Ici et dans la suite de l’exposé, ν est la normale intérieure de ∂Ω. Nous allons
toujours supposer que les domaines Ω sont bornés, réguliers et simplement connexes.

Nous allons fixer la notation F pour un potentiel vecteur qui engendre le champ
magnétique extérieur :

rotF = 1, div F = 0 dans Ω , F · ν = 0 sur ∂Ω .

La configuration (ψ = 0,A = F) s’appelle l’état normal.
Notre point de départ est le théorème suivant [GiPh].

Théorème 1.1.

Il existe une constante φ0 > 0 telle que si H ≥ max(1/κ, φ0κ), alors l’unique
minimiseur de Eκ,H est l’état normal.

Ce théorème permet de définir un champ critique correspondant à la transition
de phase de l’état supraconducteur (ψ 6= 0) à l’état normal.

HC3
(κ) := inf

{
H > 0

∣∣ l’état normal est l’unique minimiseur de

Eκ,H pour tout H ′ > H
}
. (1.3)

Remarque 1.2.

HC3
est la troisième champ critique. Les deux autres champs critiques HC1

et HC2

correspondent respectivement à la valeur du champ magnétique où apparâıt (par
champ extérieur croissant) le premier vortex du minimiseur et à la valeur où la su-
praconductivité se concentre sur le bord de l’échantillon. Ces deux champs critiques
ne jouent aucun rôle dans le reste de l’exposé.

Beaucoup d’auteurs ont calculé l’asymptotique de HC3
(κ) dans la limite κ→ ∞.

Le résultat optimal est le suivant (voir par exemple [LuPa1, PiFeSt, HePa, FoHe2]).

Théorème 1.3.

Il existe deux constantes universelles Θ0 > 0 et C1 > 0, telles que pour tout domaine
Ω borné, régulier et simplement connexe, on trouve l’asymptotique suivante

HC3
(κ) =

κ

Θ0
+ C1

kmax

Θ
3/2
0

+ O(κ−1/2), (1.4)

où kmax est la courbure maximale du bord ∂Ω.

Les constantes Θ0 et C1 sont déterminées par l’analyse d’un problème spectral
explicite. Leur définition sera donnée en (2.1) et (2.3).

Dans ce texte nous allons considérer une question plus fondamentale qui est celle
de la définition même du champ critique. Il est assez évident que la définition (1.3)
est un peu arbitraire— ci-dessous nous allons donner des définitions alternatives.
D’un point de vue physique on aimerait que ces définitions soient équivalentes. Nous
avons réussi à démontrer que cela est bien le cas quand le paramètre κ est assez
grand. Outre l’importance d’avoir clarifié la définition d’un objet d’intérêt physique
ce résultat permet aussi d’obtenir plus facilement les asymptotiques du type (1.4),
car une des définitions équivalentes ne fait référence qu’à un problème linéaire.
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On peut au moins proposer les deux définitions suivantes (correspondant aux
champs critiques supérieurs et inférieurs)

HC3
(κ) := inf{H > 0

∣∣ (0,F) est un minimiseur de Eκ,H},
HC3

(κ) := HC3
(κ).

L’inégalité HC3
(κ) ≤ HC3

(κ) est évidente.
En plus, on voudrait clarifier les relations entre ces champs globaux et les champs

locaux correspondants, où on remplace le mot ‘minimiseur’ par ‘minimiseur local’
dans la définition. C’est-a-dire on demande que la Hessienne de Eκ,H soit non-
négative au point (ψ,A) = (0,F). Pour les champs locaux on peut donner une
définition équivalente ne faisant intervenir que des quantités spectrales. Pour cela
nous allons introduire quelques notations.

Soit QA la forme quadratique

u 7→ QA[u] :=

∫

Ω

|(−i∇ + A)u|2 dx, (1.5)

de domaine W 1,2(Ω). Dans le cas A = BF, on utilise la notation H(B) pour
l’opérateur autoadjoint associé à la forme quadratique. De manière équivalente,
H(B) est l’opérateur différentiel (−i∇ + BF)2, avec la condition de Neumann
magnétique ν · (−i∇+BF)u

∣∣
∂Ω

= 0 au bord. Nous allons aussi utiliser la notation

λ1(B) := inf SpecH(B), (1.6)

pour la première valeur propre de H(B).
Les champs locaux peuvent alors être définis de la manière suivante

H lin
C3

(κ) := inf{H > 0
∣∣λ1(κH) ≥ κ2},

H
lin

C3
(κ) := inf{H > 0

∣∣λ1(κH
′) ≥ κ2 pour tout H ′ > H}.

Il est évident que la question de l’identité H lin
C3

?
= H

lin

C3
est très liée à la question de

monotonie de la fonction B 7→ λ1(B).
Nous allons démontrer les deux théorèmes 1.4 et 1.6 suivants.

Théorème 1.4.

Soit Ω ⊂ R2 borné, régulier et simplement connexe, alors il existe B0 > 0 tel
que l’application [B0,+∞) 3 B 7→ λ1(B) est continue, strictement croissante et
satisfait λ1(B) → +∞ quand B → +∞.

On en déduit la propriété suivante.

Corollaire 1.5.

Pour κ assez grand on a l’égalité,

H lin
C3

(κ) = H
lin

C3
(κ).

Notre dernier théorème concerne la relation entre les champs locaux et globaux.

Théorème 1.6.

Soit Ω ⊂ R2 borné, régulier et simplement connexe, alors il existe κ0 > 0 tel que

HC3
(κ) = HC3

(κ) = H lin
C3

(κ) = H
lin

C3
(κ),

pour tout κ ≥ κ0.
VI–3



La conclusion du Théorème 1.6 a été démontré dans [FoHe2] sous des hypothèses
plus restrictives. Vu l’intérêt de clarifier la définition du champ critique, il semble
important d’avoir une démonstration simple et générale de ce résultat. Ceci a été
achevé dans [FoHe3]. Des généralisations au cas des domaines à coins et à la di-
mension 3 sont prévus (voir [FoHe4, BoFo]).

En particulier, la simplification par rapport à [FoHe2] est que nous n’avons besoin
que de calculer les premier deux termes de l’asymptotique de λ1(B) (voir (3.9) ci-
dessous).

2. Le demi-plan

On considère R2
+ := {(s, t) ∈ R2

∣∣ t > 0} et l’opérateur H(B) := (−i∇ + BF)2

sur L2(R2
+) avec la condition de Neumann ν · (−i∇ + BF)u

∣∣
t=0

= 0 au bord.
Pour convenance nous prenons ici une jauge un peu différente de celle définie dans
l’introduction, F(s, t) := (−t, 0). Ceci nous permet de faire le changement d’échelles√
B(s, t) =: (σ, τ) et une transformation de Fourier partielle par rapport à σ pour

arriver à l’équivalence unitaire suivante

H(B) ∼ B

∫

⊕
h(ξ) dξ,

avec ξ ∈ R et

h(ξ) := − d2

dτ2
+ (τ + ξ)2,

sur L2(R+) avec condition de Neumann à 0.
L’étude spectrale de cette famille d’opérateurs à été faite dans [DaHe] et on sait

en particulier les choses suivantes
– Il existe ξ0 ∈ (−1, 0) tel que la fonction ξ 7→ inf Spec h(ξ) est continue sur R,

strictement décroissante sur (−∞, ξ0] et strictement croissante sur [ξ0,∞). On
peut donc identifier le minimum

Θ0 := inf
ξ∈R

inf Spec h(ξ) = inf Spec h(ξ0). (2.1)

– On a l’inégalité (élémentaire mais importante) suivante

Θ0 < 1. (2.2)

(Numériquement on trouve Θ0 ≈ 0.59...)
– Pour chaque ξ le spectre Spec h(ξ) est constitué de valeurs propres simples. En

particulier il existe une unique fonction (à multiplication par une constante
z ∈ S1 ⊂ C près) u0, normalisée dans L2(R+) et telle que

h(ξ0)u0 = Θ0u0.

Nous allons définir une constante C1 > 0 par la formule

C1 :=
|u0(0)|2

3
. (2.3)

3. Diamagnétisme généralisé

Dans ce chapitre nous allons démontrer le Théorème 3.1 suivant. Il est évident
que le Théorème 1.4 est une conséquence du Théorème 3.1.
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Théorème 3.1.

Soit Ω ⊂ R2 borné, régulier et simplement connexe. Alors B 7→ λ1(B) est continue,
les dérivées directionnelles,

λ′1,+(B) = lim
ε→0+

λ1(B + ε) − λ1(B)

ε
, λ′1,−(B) = lim

ε→0+

λ1(B) − λ1(B − ε)

ε

existent pour tout B > 0 et

lim inf
B→∞

λ′1,+(B) > 0. (3.1)

Plus précisément, si Ω n’est pas un disque alors les limites existent et

lim
B→∞

λ′1,−(B) = lim
B→∞

λ′1,+(B) = Θ0. (3.2)

Si Ω est un disque alors,

lim sup
B→∞

λ′1,+(B) > Θ0,

0 < lim inf
B→∞

λ′1,+(B) < Θ0. (3.3)

En particulier, dans tous les cas, il existe B0 > 0 tel que B 7→ λ1(B) est strictement
croissante sur [B0,∞).

Pour s ∈ ∂Ω soit k(s) la courbure de ∂Ω au point s. Soit Π l’ensemble des points
sur le bord à courbure maximale,

Π := {s ∈ ∂Ω
∣∣ k(s) = kmax}.

La différence élémentaire mais cruciale entre le disque et les autres domaines est
que, si Ω n’est pas un disque, alors on peut trouver un voisinage O de Π tel que
l’intersection

O ∩ {x ∈ Ω
∣∣ dist(x, ∂Ω) ≤ t1} (3.4)

soit simplement connexe pour tout t1 assez petit.
Nous rappelons le résultat suivant qui est démontré par exemple dans [HeMo2].

Proposition 3.2.

L’énergie fondamentale admet l’asymptotique suivante

λ1(B) = Θ0B + o(B) , (3.5)

dans la limite B → ∞.

Soit (D1, D2) = −i∇ + BF, alors i[D1, D2] = B. Pour u ∈ C∞
0 (Ω) (donc à

support disjoint du bord ∂Ω), nous pouvons obtenir l’inégalité suivante en intégrant
par parties

B‖u‖2
2 = i

∫

Ω

u [D1, D2]u dx = −2=〈D1u,D2u〉

≤
∫

|D1u|2 + |D2u|2 dx

= 〈u,H(B)u〉. (3.6)

Vu que Θ0 < 1, l’inégalité (3.6), (3.5) et les techniques des estimations d’Agmon
[Ag, Hel2] entrâınent que la première fonction propre est exponentiellement localisée
près du bord ∂Ω.
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Lemme 3.3 (Estimations d’Agmon dans le variable normale).
Il existe α,M,C > 0 tels que pour tout B ≥ 1 et toute fonction propre ψ1( · ;B) de
H(B) associée au premier valeur propre λ1(B) on a

∫

Ω

e2α
√

Bdist(x,∂Ω)
{
|ψ1(x;B)|2 +

1

B
|pBFψ1( · ;B)|2

}
dx

≤ C

∫

{
√

Bdist(x,∂Ω)≤M}
|ψ1(x;B)|2 dx . (3.7)

En particulier pour tout N > 0,
∫

dist(x, ∂Ω)N |ψ1(x;B)|2 dx = O(B−N/2). (3.8)

D’après [HeMo2, Proposition 10.5] nous avons aussi un contrôle plus fin de
l’énergie.

Proposition 3.4.

Soient Θ0, C1 les constantes universelles définies dans (2.1) et (2.3) et soit, pour
tout C > 0,

UB(x) =

{
B, dist(x, ∂Ω) ≥ 2B−1/6,

Θ0B − C1k(s)
√
B − CB1/3, dist(x, ∂Ω) ≤ 2B−1/6.

Alors si B ≥ 1 et C est assez grand, nous avons pour toute ψ ∈ W 2,2(Ω),

〈ψ , H(B)ψ〉 ≥
∫

Ω

UB(x)|ψ(x)|2 dx.

La Proposition 3.4 et une borne supérieure correspondante (aussi démontrée dans
[HeMo2]) nous donne l’asymptotique

λ1(B) = Θ0B − C1kmax

√
B + o(

√
B), (3.9)

De plus la Proposition 3.4 et (3.9) entrâınent une localisation dans la variable
parallèle au bord. En fait nous n’allons utiliser que la version faible suivante de
cette localisation.

Lemme 3.5.

Soit ε0 > 0 et soit Π l’ensemble donné par (3.4). Alors pour tout N > 0 il existe
C > 0 telle que, si ψ1( · ;B) est un état fondamental de H(B), alors

∫

{dist(x,Π)≥ε0}
|ψ1(x;B)|2 dx ≤ C B−N .

Maintenant nous allons introduire des coordonnées adaptées près du bord. Soit

γ : |∂Ω|
2π S1 → ∂Ω une paramétrisation du bord avec |γ′(s)| = 1 pour tout s. Pour

t0 > 0 soit

Φ :
|∂Ω|
2π

S
1 × (0, t0) → Ω Φ(s, t) = γ(s) + tν(s).

Pour t0 assez petit on démontre que Φ est un difféomorphisme avec comme image
{x ∈ Ω | dist(x, ∂Ω) < t0}. De plus le Jacobien est donné par |DΦ| = 1 − tk(s).

Lemme 3.6.

Soient ε ≤ min(t0/2, |∂Ω|/2), s0 ∈ ∂Ω et

Ω(ε, s0) := {x = Φ(s, t)
∣∣ t ≤ ε, |s− s0| ≥ ε}.
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Alors il existe φ ∈ C∞(Ω) telle que la fonction Â = F + ∇φ satisfait

|Â(x)| ≤ C dist(x, ∂Ω),

pour tout x ∈ Ω(ε, s0).

Démonstration.
Soit Ã = (Ã1, Ã2) la 1-forme magnétique dans les coordonnées (s, t),

F1dx+ F2dy = Ã1ds+ Ã2dt.

Après une dérivée et en utilisant que dx ∧ dy = |DΦ|ds ∧ dt, on trouve

rot s,tÃ = ∂sÃ2 − ∂tÃ1 = (1 − tk(s)).

Puisque l’ensemble {(s, t) | t ≤ ε, |s− s0| ≥ ε} est simplement connexe il existe une

fonction (changement de jauge) φ̃ ∈ C∞(φ−1(Ω(ε, s0))) telle que

Ã + ∇s,tφ̃ = (t− t2k(s)/2, 0).

Soit χ ∈ C∞(Ω), avec

χ = 1 on {x | t ≤ ε, |s− s0| ≥ ε},
χ = 0 on {x | dist(x, ∂Ω) ≥ 2ε ou |s− s0| ≤ ε/2},

et soit φ(x) = φ̃(Φ−1(x))χ(x). Alors φ est la fonction cherchée. �

Les deux prochains lemmes sont élémentaires et permettent de faire des change-
ments de jauge dans l’expression de la dérivée de λ1(B).

Lemme 3.7.

Soit ψ ∈W 1,2(Ω) et soit a ∈ W 1,2(Ω) tel que ν · a
∣∣
∂Ω

= 0. Alors

〈ψ ,
(
a · pA + a · pA

)
ψ〉 = 2<〈aψ , pAψ〉

Démonstration.
Elle résulte d’intégrations par parties. �

Lemme 3.8.

Soit H l’opérateur p2
A

avec la condition de Neumann ν · pAψ
∣∣
∂Ω

= 0, et soit ψ une

fonction propre de H. Alors pour toute φ ∈ C1(Ω)

<〈(∇φ)ψ , pAψ〉 = 0.

Démonstration.
Elle résulte aussi d’intégrations par parties. �

Démonstration du Théorème 3.1.
La continuité de λ1 et l’existence des dérivées directionnelles, λ′1,+(B) et λ′1,−(B)
sont des conséquences de la théorie analytique des perturbations et de la compacité
de la résolvante (H(B) + 1)−1. Ici on utilise le fait que ν · F

∣∣
∂Ω

= 0 et donc que le

domaine D(H(B)) est indépendant de B. Il ne reste donc plus qu’à démontrer les
énoncés sur les limites des dérivées.

Cas 1. Ω n’est pas un disque.
Si Ω n’est pas un disque, alors Π 6= ∂Ω. Par conséquent il existe un point du bord
paramétré par s0 ∈ [−|∂Ω|/2, |∂Ω|/2] et 0 < ε0 < min(t0/2, |∂Ω|/4) tels que

[s0 − 2ε0, s0 + 2ε0] ∩ Π = ∅.
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Soit Â = F+∇φ le potentiel vecteur défini dans le Lemme 3.6, et Ĥ(B) l’opérateur

(−i∇ + BÂ)2 avec condition de Neumann au bord. Puisque les opérateurs sont

unitairement équivalents, Ĥ(B) et H(B) ont le même spectre.
Par la théorie analytique des perturbations il existe pour tout B un choix de

fonction propre ψ1,+(·, B) avec H(B)ψ1,+(·, B) = λ1(B)ψ1,+(·, B) et tel que

λ′1,+(B) = 〈ψ1,+( · ;B) ,
(
F · pBF + pBF ·F

)
ψ1,+( · ;B)〉

= 2<
〈
Fψ1,+( · ;B) , pBFψ1,+( · ;B)

〉
. (3.10)

Ici on a utilisé le Lemme 3.7 pour obtenir la deuxième égalité.

Soit ψ̂1,+(·, B) := eiBφψ1,+(·, B). Par l’invariance de jauge, Lemme 3.8, on ob-
tient

2<
〈
Fψ1,+( · ;B) , pBFψ1,+( · ;B)

〉
= 2<

〈
Âψ̂1,+( · ;B) , pB bA

ψ̂1,+( · ;B)
〉
.

On peut donc continuer le calcul de la dérivée de λ1 de la manière suivante

λ′1,+(B) = 2<
〈
Âψ̂1,+( · ;B) , pB bA

ψ̂1,+( · ;B)
〉

= β−1
{〈
p(B+β)bA

ψ̂1,+( · ;B) , p(B+β)bA
ψ̂1,+( · ;B)

〉

−
〈
pB bA

ψ̂1,+( · ;B) , pB bA
ψ̂1,+( · ;B)

〉

− β2

∫

Ω

|Â|2 |ψ̂1,+(x;B)|2 dx
}

≥ λ1(B + β) − λ1(B)

β
− β

∫

Ω

|Â|2 |ψ1,+(x;B)|2 dx , (3.11)

où l’inégalité découle du principe variationnel et de l’égalité |ψ̂1,+| = |ψ1,+|. En
utilisant le Lemme 3.6, on obtient

∫

Ω

|Â|2 |ψ1,+(x;B)|2 dx ≤ C

∫

Ω

dist(x, ∂Ω)2|ψ1,+(x;B)|2 dx

+ ‖Â‖2
∞

∫

Ω\Ω(ε0,s0)

|ψ1,+(x;B)|2 dx. (3.12)

En combinant les Lemmes 3.3 et 3.5, on trouve qu’il existe une constante C > 0
telle que :

∫

Ω

|Â|2 |ψ1,+(x;B)|2 dx ≤ C B−1 . (3.13)

On choisit β = η B, avec η > 0. En appliquant l’asymptotique (3.5) de λ1(B), nous
obtenons de (3.11) et (3.13) :

lim inf
B→∞

λ′1,+(B) ≥ Θ0 − η C . (3.14)

Puisque η est arbitraire cela entrâıne que

lim inf
B→∞

λ′1,+(B) ≥ Θ0 . (3.15)

Le même argument s’applique à la dérivée à gauche, λ′1,−(B), et on obtient

lim sup
B→∞

λ′1,−(B) ≤ Θ0. (3.16)

C’est une conséquence facile de la théorie des perturbations que, λ′1,+(B) ≤ λ′1,−(B)
pour tout B, ce qui achève la preuve de (3.2).
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Cas 2. Le cas du disque.
Dans le cas d’un disque on ne peut pas trouver une jauge telle que Aψ soit petit,
et par conséquent il faut calculer une asymptotique plus précise de λ1(B). Il est
possible de l’obtenir par un calcul explicite utilisant la symétrie rotationnelle du
problème. Ce calcul à été fait dans [FoHe1]. Nous allons ici seulement indiquer les
résultats.

D’abord on démontre l’asymptotique suivante pour λ1(B) pour le cas d’un
disque de rayon 1 (cette asymptotique contient un terme de plus que le résultat
de [BaPhTa]) :

λ1(B) = Θ0B − C1

√
B + 3C1

√
Θ0

(
∆2

B + C0

)
+ O(B− 1

2 ) . (3.17)

Ici

∆B := inf
m∈Z

|δ(m,B) − δ0| , (3.18)

avec

δ(m,B) = m− B
2 − ξ0

√
B. (3.19)

et δ0, C0 sont deux constantes universelles. L’inégalité (3.11) reste vraie (avec F au
lieu de A partout). Nous allons prendre β > 0 indépendant de B. L’estimation

∫

Ω

|F|2 |ψ1,+(x;B)|2 dx ≤ ‖F‖2
∞‖ψ1,+‖2

2 ≤ C,

combiné avec (3.17) entrâıne l’inégalité

lim inf
B→∞

λ′1,+(B) ≥ Θ0 + 3C1

√
Θ0β

−1 lim inf
B→∞

(∆2
B+β − ∆2

B) + O(β). (3.20)

Des considérations élémentaires, utilisant que −1 ≤ ξ0 ≤ 0, donnent

∆2
B+β − ∆2

B ≥ −β/2,
pour tout B > 1, β > 0. Par conséquent (3.20) devient, après avoir pris la limite
β → 0,

lim inf
B→∞

λ′1,+(B) ≥ Θ0 − 3C1

√
Θ0/2. (3.21)

Des estimations connues sur les constantes Θ0 et C1 entrâınent que le terme de
droite dans l’inégalité ci-dessus est strictement positif. Ceci donne l’estimation

0 < lim inf
B→∞

λ′1,+(B),

et donc la monotonie de λ1 pour B grand. Une analyse un peu plus détaillée permet
d’obtenir les autres inégalités de (3.3). �

4. Champs critiques

Nous allons maintenant identifier les différents champs critiques. Avant de procé-
der à la démonstration nous allons énoncer les inégalités utilisées dans la preuve.

Un premier ingrédient est une inégalité de type Agmon pour le problème non-
linéaire (voir [Pan, HePa, FoHe2]).

Théorème 4.1.

Soit δ > 0 et soit Ω ⊂ R
2 borné, régulier et simplement connexe. Alors il existent

α,C > 0, tels que pour tout minimiseur (ψ,A)κ,H de Eκ,H avec

κ/H < 1 − δ , κ > C , (4.1)
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on a l’inégalité
∫

Ω

eα
√

κHdist(x,∂Ω)
(
|ψ|2 + 1

κH |pκHAψ|2
)
dx ≤ C

∫

Ω

|ψ|2 dx . (4.2)

Le théorème précédent permet de contrôler la norme L2 de ψ par sa norme Lp,
pour p > 2, avec gain d’une puissance de κH :

Corollaire 4.2.

Sous les hypothèses du théorème précédent, soit p ≥ 2. Alors il existe Cp > 0 tel
que

‖ψ‖L2(Ω) ≤ Cp(κH)−
p−2

4p ‖ψ‖Lp(Ω) . (4.3)

Démonstration.
En utilisant le théorème on trouve qu’il existe D > 0 indépendant de κ,H tel que :

‖ψ‖2
L2(Ω) ≤ D

∫

{d(x,∂Ω)≤D/
√

κH}
|ψ(x)|2 dx .

L’inégalité de Hölder avec q ≥ 1 implique que

‖ψ‖2
L2(Ω) ≤ D̃(κH)−

1
2
(1− 1

q )(

∫
|ψ(x)|2q dx)

1
q .

Le choix q = p/2 entrâıne (4.3). �

La deuxième inégalité que nous allons utiliser est une conséquence de l’ellipticité
du système rot -div (voir [Te]).

Théorème 4.3.

Soit Ω ⊂ R2 borné, régulier et simplement connexe. Alors il existe C > 0 tel que

‖A− F‖H1(Ω) ≤ C‖rotA − 1‖L2(Ω),

pour tout A ∈ H1(Ω) qui vérifie la condition de jauge (1.2).

En combinant cette inégalité avec l’inclusion continue (de Sobolev) de Lp(Ω)
dans H1(Ω) pour tout p <∞, on trouve en particulier

‖A− F‖L4(Ω) ≤ C‖rotA − 1‖L2(Ω). (4.4)

Démonstration du Théorème 1.6.
Le Théorème 1.4 combiné avec l’asymptotique (3.5) donne que

H lin
C3

(κ) = H
lin

C3
(κ) =

κ

Θ0
+ o(κ),

pour κ → ∞. En outre, le Théorème 1.1 nous dit que HC3
(κ) ≤ φ0κ, pour une

constante φ0. Finalement, soit uB l’état fondamental de H(B), c’est-à-dire vérifiant
H(B)uB = λ1(B)uB . En utilisant la paire (ψ,A) = (ηuκH ,F), avec η � 1, comme
fonction test dans la fonctionnelle Eκ,H , on obtient que

HC3
(κ) ≥ κ

Θ0
+ o(κ).

Le résultat de cette analyse préliminaire est qu’il suffit de montrer le Théorème 1.6
avec la restriction supplémentaire

Λ−1κ ≤ H ≤ Λκ, (4.5)

pour Λ > 0 assez grand.
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Soit maintenant (ψ,A) un minimiseur de Eκ,H . Alors

Eκ,H [ψ,A] ≤ Eκ,H [0,F] = 0,

et donc

∆ := κ2‖ψ‖2
2 −QκHA[ψ] ≥ 0. (4.6)

En outre, on en déduit de la non-positivité de l’énergie que

κ2

2
‖ψ‖4

4 ≤ ∆, (4.7)

et

(κH)2‖rotA − 1‖2
2 ≤ ∆. (4.8)

Maintenant nous pouvons calculer pour δ > 0 arbitraire,

0 ≥ −∆ = QκHA[ψ] − κ2‖ψ‖2
2

≥ (1 − δ)QκHF[ψ] − κ2‖ψ‖2
2 − δ−1(κH)2

∫
|A− F|2 |ψ|2 dx. (4.9)

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et la définition de λ1(B) on trouve

0 ≥ −∆ ≥ (λ1(κH) − κ2)‖ψ‖2
2 − δλ1(κH)‖ψ‖2

2

− δ−1(κH)2‖A− F‖2
4‖ψ‖2

4, (4.10)

pour tout δ > 0.
Les inégalités (4.3), (4.4), (4.7) et (4.8) permettent de tout contrôler par ∆ :

‖ψ‖2
2 ≤ C(κH)−1/4

√
∆

κ
, (4.11)

(κH)2‖A− F‖2
4 ≤ C∆, (4.12)

‖ψ‖2
4 ≤

√
2

√
∆

κ
. (4.13)

En outre, nous allons utiliser que λ1(B) = O(B) et que κ ≈ H par (4.5). Par

conséquent, avec le choix δ :=
√

∆
κ3/4 , l’estimation (4.10) devient

0 ≥ −∆ ≥ (λ1(κH) − κ2)‖ψ‖2
2 − C

∆

κ1/4
. (4.14)

Nous en déduisons que pour κ assez grand les ensembles

H1(κ) := {H : Eκ,H admet un minimiseur different de (0,F)},
et

H2(κ) := {H : λ1(κH) < κ2},
respectent l’inclusion

H1(κ) ⊆ H2(κ).

Soit uB l’état fondamental de H(B) : H(B)uB = λ1(B)uB . En utilisant l’état
(ψ,A) = (ηuκH ,F) avec η � 1 comme fonction test dans la fonctionnelle Eκ,H , on
trouve l’inclusion inverse et donc

H1(κ) = H2(κ).

En combinant ce résultat avec le Théorème 1.4, nous en déduisons le Théorème 1.6.
�
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