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Construction de solutions pour les équations de Korteweg-de
Vries généralisées

Raphaél Cote

Le but de cette note est de présenter un certain nombre de résultats concernant les
équations de Korteweg-de Vries généralisées. En particulier, on construit une solution dont
le profil asymptotique (en temps long) est prescrit, du type somme de solitons et d’un terme
dispersif. Ces résultats s’appuient sur les outils traitants le probléme de Cauchy avec données
initiales petites (scattering linéaire) ou proche d’une somme de solitons découplés.

1 Equations de Korteweg-de Vries généralisées et solitons
Généralités

Les équations de Korteweg-de Vries sont les suivantes :

u(t = 0) = uy,
pour p > 1. Si p est entier, on peut considérer indifféremment les équations
ug + (ugy +uP), = 0.

Ces équations modélisent la formation d’ondes solitaires dans le contexte d’eaux peu pro-
fondes dans un canal. Pour p = 2 et p = 3 (équations de Korteweg-de Vries (KdV) et
de Korteweg-de Vries modifiée (mKdV) respectivement), ces équations ont de nombreuses
applications a la Physique.

(gKdV) est un sytéme hamiltonien. En particulier, trois quantités sont conservées, au
moins formellement :

/u(t,x)dw = /uo(x)dx,

/ WA (t, z)d = / ul(z)dz (masse L?),

B(u(t) = / 2 (t z)dz — — / WPt 2)de = B(ug)  (énergie).
2 p+1
L’espace d’énergie naturel pour I'étude de cette équation est donc H'. Notons cependant
que la premiére loi de conservation est peu utilisée, du fait qu’il ne s’agit pas d’'une quantité
signée, et que de plus elle ne se situe pas dans ’espace d’énergie.
Par ailleurs, I’équation admet une invariance d’échelle : si u est solution de (gKdV),
uy(t, z) = AP~y (N3, \z) Dest également. Remarquons que

/u,\ — Aot /u, /ui — At /uQ, E(uy) = )\%E(u)
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En particulier, pour p = 5, |luxl|z2 = ||ul|z2 et I'équation est L2-critique pour I'invariance
d’échelle, c’est (cKdV) :
g + (g +u’)y = 0. (cKdV)

Solitons

Une caractéristique essentielle de (gKdV) est l'existence de solutions explicites qui sont
des ondes solitaires, appelées solitons. Historiquement, (KdV) a été construite pour admettre
ces solutions, de la forme v(x — ¢t), ot v : R — R a un profil de courbe en cloche.

Plus précisément, soit () 'unique solution (aux translations prés) de :

1

Q>0, Qe H'R), Quu+Q"=Q, ic Qz)= (L)p_ Y

2 cosh? (’%195
Notons, pour ¢ > 0, Q.(z) = cp%lQ(\/Ex) Alors le soliton

Rezy = Qclx —x9 — ct) = CP+1Q(\/E(£L‘ — xo — ct)) est une solution de (gKdV). (2)

|
I

—1

F1G. 1 — Quelques solitons avec paramétres y/c = 1, 6, 16, pour p = 5.

L’existence de solitons est intimement liée au signe — dans l'énergie F(u) : (gKdV) est
en quelque sorte une équation ‘“focalisante”.
Dans le cas critique p = 5, notons que les solitons sont d’énergie nulle : E(R, 5,) = 0.

Scattering Inverse

Les cas p = 2 (KdV) et p = 3 (mKdV) sont trés spéciaux. Il s’agit de systémes inté-
grables, qui admettent une infinité de loi de conservation. Grace & la méthode du scattering
inverse, la dynamique de ces équations est bien comprise. Par exemple, si ug est une donnée
initiale de S, alors la solution u(t) de (KdV) associée est globale en temps et se décompose
en une somme de solitons (cf. [19], Eckhaus and Schuur [5], Miura [16]) :

C
Hu(t) - ZRCJ"%' (t)HLOO(I>7t1/3) < Ve (quand t — o0).
i=1 =
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Cependant, la méthode du scattering inverse a trois défauts. Tout d’abord, elle demande
une grande régularité sur la donnée initiale vy (méme pour le probléme de I'existence locale
de solutions). D’autre part, elle donne essentiellement des informations “sur la droite” : en
général la convergence a lieu dans 'espace L>®(z > 0) ou L>®(z > —t1/3), et il parait difficile
d’obtenir des informations dans la région z < —t1/3. Enfin, cette méthode ne s’étend pas
aux cas autres que (KdV) et (mKdV) (ie. p # 2, 3).

Les résultats présentés dans la suite étudient la dynamique des solutions de (gKdV), et
ont été obtenus hors du cadre de la méthode du scattering inverse.

2 La théorie linéaire

Probléme local

Le probléme de Cauchy local en temps est bien compris : (gKdV) est bien posée dans
H! (voir [7]), et méme, (cKdV) (p = 5) est bien posée dans L? localement en temps et
globalement en temps pour des données petites.

Théoréme 1 (Existence locale en temps, Kenig, Ponce et Vega [7]). Soit ug € H. Il existe
T = T(||uol| 1) et u € C°([0,T[, H') solution de (gKdV), unique dans une classe adaptée.
Une telle solution conserve la masse L? et I’énergie.

Dans le cas critique p = 5, si ug € L?, il existe T = T(|luo||2) et u € C°([0,T[, L?),
solution de (cKdV), unique dans une classe adaptée (u conserve la masse L?).

La preuve de ce résultat s’appuie essentiellement sur l’étude de l'opérateur de KdV
linéaire U(t) :
Up + Uggy = 0,

u(t =0) = ¢,

Des estimées de Strichartz sont disponibles pour U(t), car le groupe linéaire de KdV est
dispersif :

U(t)¢ est 'unique solution de { ie. U/(t)\qﬁ = eit§3¢2. (3)

C
U@V || < m\

Ve, U@ VIrz = [VIIL2. (4)
Cependant, ces estimées jouent un role mineur dans l'étude de (gKdV), car elles ne per-
mettent pas de bien controler la non-linéarité |u|P~1u, qui comporte une dérivé u,. Pour
pallier ce probléme, Kenig, Ponce et Vega ont développé des estimations linéaires ot temps
et espace sont inversés, du type LLLY (cf. [7, 8]). Notons D, = (—A,)"/?. En mettant en évi-
dence un effet de dispersion du type Kato, et par des développements délicats de la théorie
de l'interpolation et un argument 77, Kenig, Ponce et Vega obtiennent :

HD;’;1 /Ot Ut — s)o(s, x)dx‘

g < CIDE0 g 5)

pour tous couples de triplets (ay, pi, ;) (i = 1,2) ou p;,q; € [1,00], et ; € [—i, 1} vérifient

1 1 1 2 1 1 1 1 1

—_ —:—’ ai:___’ ——|——/:——|——,:1

pi 2¢; 4 4%  Di Pi D 4G 4
On a notamment ’estimée linéaire suivante, qui est au centre du résultat dans le cas critique
p=>5:

t
mlcm—@aamwmﬂpscw@g. (6)
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Probléme global

Le Théoréme 1 permet alors de définir ’explosion pour une solution u(t) de (gKdV) :
e u(t) explose si limsupyp [|u(t)| g1 = oo pour un certain T € R* (explosion en temps
fini) ou T' = +o00 (explosion en temps infini).
e Sinon, |lu(t)||g1 est uniformément bornée : il existe une constante C' telle que pour
tout ¢ > 0, ||u(t)|| 1 < C, et on dit que u est globale (pour les temps positifs).
(on a une caractérisation similaire si on s’intéresse aux temps négatifs). Autrement dit, c’est
la quantité ||uy(t)]/z2 qui détermine s’il y a ou non explosion (car ||u(t)||z2 est constante) :
on dit que ||uy(t)]|z2 est le taux d’explosion (si ||uz(t)]|z2 — o0).

La conservation de la masse L? et de I’énergie permet d’obtenir I'existence globale de
solutions dans les cas sous-critiques p < 5.
Considérons 'inégalité de Gagliardo-Nirenberg (valable pour tout p > 2) :

wem, L fon<op([2)" ()T "

Pour p < 5, p%l < 1:si||v||g1 — oo, alors E(v) — oo. Par conservation de ’énergie, ceci
est impossible pour une solution de (gKdV). On en déduit I'existence globale des solutions
H' dans le cas p < 5, qui est donc appelé sous-critique.

Cela montre également que pour des données initiales suffisamment petites dans H', la
solution associée est globale (pour tout p > 1).

Par contre, dans le cas p = 5, I’énergie n’est plus coercive, et cet argument ne s’applique
plus. Notons que si p = 5, le temps maximal d’existence 7' n’est pas uniquement une
fonction de |jug|[z2 : si c’était le cas, la conservation de la masse L? et un argument de
continuité donnerait immédiatement 'existence globale des solutions. Merle [15], Martel et
Merle [13, 12] ont démontré Pexistence de solutions explosives : il existe un ouvert H! de
données initiales qui donne une solution u(t) explosive, et dont le profil & I’'explosion est Q.

Ainsi p = 5 est également un exposant critique du point de vue de l'existence globale.
Dans le cas sur-critique p > 5, 'existence de solutions explosives est conjecturée.

Scattering linéaire & données petites

On dit qu’il y a scattering (linéaire) si une solution u(¢) d’une certaine EDP non-linéaire
se comporte comme une solution v(t) de la partie linéaire de cette EDP (dans notre cas
v(t) = U(t)V pour une certaine fonction V(z), ou U(t) est défini en (3)). L’application
u(t) — v(t) (ouu(t =0) — v(t =0)) est appelée opérateur de scattering.

Tout d’abord, notons qu’un corollaire immédiat (de la preuve) du Théoréme 1 donne,
dans le cas critique, l'existence du scattering & petites données.

Corollaire 1 (Kenig, Ponce et Vega [7]). Soitug € L?. Si|jugl|z2 est assez petite, la solution
associée de (cKdV) u(t) € CY([0, 00, L?) est globale et de plus, il existe V € L tel que

|lu) —U@)V| 2 —0 quand t— oo.

L’espace L? est adéquat pour comprendre le scattering linéaire, car ||U(t)V ||z = ||V |12
ne tend pas vers 0 quand t — oo, et ainsi L? “conserve information” : au contraire la
dispersion fait que pour tout p > 2, [|[U(t)V||L» — 0.
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Le principal résultat de scattering a petites données est le suivant, di & Hayashi et
Naumkin [6] (voir également des travaux précédents de Stauss [20], Ponce et Vega [17] ,
Christ et Weinstein [1]). Introduisons les espaces & poids suivants : pour s > 0 et m € N,

H™ = {v e L?| (1+|z)™?v € H*}. (8)

Théoréme 2 (Scattering a données petites, Hayashi et Naumkin [6]). Soit p > 3. Il existe
g0 > 0 assez petit, tel que ce qui suit soit vrai. Soit ug € HY' = {v|jv € H' et 7v € H'}
tel que ||uo||gra < go. Alors u € CP([0,00[, H') existe globablement, et disperse comme une
solution linéaire ||u(t)|p~ < Ct=Y3. Enfin, il existe V € L? tel que

u(t) = U@V |2 < t7P3B  (quand t — o).

Notons que tous les solitons sont grands dans H'! (c’est le minimum & vérifier, car un
soliton est ’archétype d’une solution qui ne se comporte pas comme une solution linéaire).

On conjecture que la condition p > 3 est optimale, i.e qu’il n’y a pas de scattering pour
p < 3 : cela est démontré pour p €]1,2], cf. Rammaha [18]. D’autre part, heuristiquement,
le scattering signifie que 'accumulation de la force non-linéaire |u|P~lu, est intégrable en
temps. Au vu du taux de dispersion linéaire |ju(t)|z~ < Ct~/3, la condition p > 3 est
naturelle.

Il y a cependant quelques pertes : bien que tout se passe essentiellement dans un espace
de régularité H'!, le résultat final de scattering est dans L2.

La preuve du Théoréme 2 repose sur deux arguments : d’une part, des estimées linéaires
efficaces, et d’autre part, des opérateurs ayant des propriétés de commutation adéquates.
On introduit ainsi :

J¢ =Ut)zU(~t)p = ¢ — 3tPps, et I'¢p =g — 3t /lf o (2)dx’.

(Pour I*, ¢ est une fonction de I'espace et du temps). J* permet de définir la norme M} (qui
dépend du temps), qui est au coeur du résultat :

Mi(¢) = gl + 1D T G 2 + [ DT G| 2. (9)

(o €]0,1/2] est une constante adéquate, proche de 1/2). Remarquons que M) est une norme
légérement moins forte que H'!. On a les estimées linéaires ponctuelles suivantes :

c —1/4 C 1/4
00 < g0 (140 ) et < i) (14 455) - (10

En particulier, [p(z)d,(z)| < C(1 + )~ V3t~ 2/3 Mt (¢)%.

On utilise ensuite des méthodes d’énergie. (10) permet de contrdler facilement ||u(t)]| 1.
Ensuite, on cherche & controler DIt et I*u,. Ceci est possible car I satisfait une propriété
de type “chain-rule” : pour F une fonction C!, on a

I'F(¢)o = F'($)I' b (11)

Enfin comme u est solution de (gKdV), Ifu — J'u = 3tuP, et en utilisant & nouveau les esti-
mations linéaires (10), on arrive a estimer M¢(u(t)) a priori. Par un argument de continuité
usuel, on en déduit une borne uniforme :

vt >0, Mj(u(t) < CMg(ug) < Cllugllz,

I11-5



pourvu que ||ug||g1.1 soit assez petit.

Pour conclure par le scattering, il suffit de calculer (U(—t)u(t)); = U(—t)(|u/P~ u,). On
en déduit que ¢ — ||(U(—t)u(t))¢||z2 est intégrable, et donc U(—t)u(t) admet une limite V'
dans L? quand t — oo. Le taux de convergence s’en déduit immeédiatement.

Opérateur d’onde linéaire

Issu de ’analyse précédente, on peut dés a présent construire un opérateur d’onde, c’est-
a-dire une application, qui & une donnée finale V' associe une donnée initiale ug telle que la
solution associée u(t) de (gKdV) se comporte comme U (t)V quand ¢t — oco. Ce probléme est
en quelque sorte réciproque au scattering linéaire.

Théoréme 3 (Opérateur d’onde linéaire & grandes données [4]). Soit p >3 et V € H*? =
{v|v € H? et 2%v € H?}. 1l existe Ty = To(||V || gr22) > 1 et une u € C([Ty, oo[, H') solution
de (gKdV) telle que

lu*(t) = Ut)V]gr — 0 quand t— oo.

De plus, u est unique dans une classe adaptée et
|lu*(t) = U&)V]m < O (P=3)/3

Supposons que p = 5. Alors pour V € L?, il existe Ty = To(V) € R et u € CO([Ty, o[, L?)
solution de (cKdV) telle que

|lu) =U@)V|2 — 0 quand t — oo,
et u est unique dans une classe adaptée.

Ce résultat s’appuie sur les estimées utilisées pour démontrer le scattering a petites
données. Mais on construit un opérateur d’onde pour de grandes données V', ce qui peut
paraitre surprenant de prime abord. Le point clé est que l'on travaille pour des temps ¢
grands : ainsi U(t)V a déja dispersé et est petit dans les normes adéquates, méme si V' est
grand.

Notons que dans le cas général, il y a quelques pertes de régularités. V' doit étre dans
H??2 alors que 'espace de travail ressemble & H! : nous y reviendrons. Par contre, dans
le cas critique p = 5, on a un résultat optimal : cela traduit la robustesse des estimées de
Kenig, Ponce et Vega (5).

Donnons & présent quelques idées de preuves. Dans le cas général p > 3, on utilise la
méthode des approximations successives. Soit donc .S, une suite de temps telle que S, T oo
et uy, la solution de (gKdV) ayant exactement le profil désiré au temps S, :

(12)

Unt + (unzz + ‘un|p)l“ = 07
Un(Sy) = U(S,)V.

De maniére équivalente, on peut considérer le terme d’erreur wy,(t) = u,(t) — U(t)V, qui
satisfait :

p g
{ Wpy + (wnmm + ’wn + U(t)V‘ )m 0, (13)

wy(Sp) = 0.

Le coeur du probléme est de montrer que pour tout n, u, est défini sur un intervalle du type
[Ty, Sn], ou Tp est fixe (indépendant de n) et que de plus, on a l'estimée uniforme en n :

Vn € N,Vt € [Tp, Sy, M (wn(t) < O, (14)
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(ot & > 0 est une constante liée & a qui apparait dans [6]).

Admettons un instant ce résultat. En calculant %Hwn (t) — wm(t)]|3,, on s’apercoit que
la suite (wg)g>n est de Cauchy dans espace CO([Tp, Sy, L?). On déduit que la suite wy,(¢)
converge localement uniformément dans I'espace C°([Tp, oo, L?), vers une limite w*(t). Par
limite faible, w*(t) € L>([Ty, 00[, H') et vérifie :

ME(w*(t)) < Ct~°.

On conclut donc que u*(t) = w*(t) + U(t)V satisfait les conditions du théoréme.

On est donc ramené a obtenir les estimées uniformes (14 sur w,(¢). Considérons un
intervalle maximal [I,,, S,] tel que pour tout temps ¢ dans cet intervalle, M (wy(t)) < &o.

Grace a cette hypothése de petitesse sur w,, et en utilisant les estimations (10), on
controle les dérivées en temps de ||wy ()| g1, [|D¥Itwy||f2 et ||[ITwn,|/ 2 : cela se fait essen-
tiellement comme dans la preuve du Théoréme 2 (méthodes d’énergie s’appuyant sur (11)).
Cependant, les intégrations par parties nécessaires ne fonctionnent pas aussi bien dans le cas
présent, et lors de ces calculs apparait naturellement la condition V € H?2. Par exemple,
si u est solution de (gKdV), alors

d
EHI"/UIH%Q = —p(p— 1)/up2uz(ltuz)2 — Qp/upluzftux.

Notons que chaque terme est dérivé au plus une fois. Mais nous devons controler w,, :

1d
3T wnel e = =2 [ OOV + w0y TV w0

pR2=l) JOOV + 02 OOV + ) (1w,

—p(p—1) /(U(t)V + w, )P 2(U )V + wp) INU )V + wy) oL wp,
B QP/(U(t)V +wp)PTHU RV + wp)p ' wn,.

Dans cette égalité, les trois derniers termes se controlent aisément en utilisant les estimées
(10), V € HYY, et notre borne a priori M{(w,(t)) < &o : par exemple on a

V(U(t)v +wn)PHUBV + wn)o (I wng)?

< U@V +wall 2 NUGV +wn) UGV + wn)all e 1T wn | 72
c t 2
< @ia T peon Melwn®))

Mais la premiére intégrale

/ (U@ + wn)P " IU ()Vy) o T 0
contient un terme avec deux dérivées, que 1'on ne contrdle pas avec la norme M{. Heureu-
sement, il s’agit d’un terme en U(¢)V, et une solution est de choisir V' adéquatement. Plus
précisément, nous voulons que M¢(I'U(t)V,)) soit uniformément bornée en ¢ (pour utiliser

les estimées ponctuelles (10)). Or I'U (¢)V, = J'U (¢)V, = U(t)(xV,) et on voit aisément que
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pour tout ¢, pour tout ¢, M{(U(t)¢) < C|¢|z1.1. 1l suffit donc de demander zV, € HL.
D’une maniére analogue, dans le calcul de la norme H' apparait la condition V,, € L2.
Ainsi, on peut mener a bien les calculs dés que V € H?2.

En intégrant ces relations et en tenant compte de ce que wy,(S,) = 0, on en déduit que :

vt € [I,,, S, M (w,(t) < Ct7°,

ol C est indépendante de n. Par minimalité de I, et par un argument de continuité, on
déduit alors que I,, < Ty ou Ty est tel que CT0_6 = go/2. Ceci conclut la preuve des
estimations uniformes.

En ce qui concerne la partie unicité, étant données deux solutions wu;(t) et us(t) au
probléme, on considére la différence v(t) = ui(t) — ua(t). Les estimées (10) permettent a
nouveau de montrer que

SO < 0O (MG () + Miual)

Par le lemme de Gronwall, et comme v(t) — 0 dans L? quand t — 0o, on en déduit que
v=0.

Dans le cas critique, il est possible d’appliquer la méme méthode. Il est également possible
de procéder par point fixe. Soit u(t) la solution désirée, on définit le terme d’erreur :

u(t) = UMV +w(t), ie w(t)=ult) = UMV, lm |uw] =0,

et on cherche a exprimer w(t) comme point fixe d’une certaine fonctionnelle. u solution de
(gKdV) satisfait la formule de Duhamel (que I'on écrit entre les temps 7 et 0, et T et ¢) :

u(r) = U(7)u(0) + 0, /OT U(r — s)u’(s)ds = U(1 — t)u(t) + 9, /tT U(r — s)u’(s)ds.
On en déduit que w(t) satisfait
Ut —m)w(r) = w(t) + Oy /tT Ut — s)(U(s)V +w(s))’(s)ds.

On fait & présent tendre 7 — o0, alors notre hypothése est que |[U(t — 7)w(7)||z2 =
|w(T)||2 — 0, et on obtient w(t) comme point fixe :

w(t) = —0, /too Ut —s)(U(s)V + w(s))°(s)ds. (15)

A partir de 14, il suffit de reprendre l'estimée (6) de I'espace L3Li%. Si Ty est assez
grand, |U(¢)V |15 p10>1,) est aussi petit que 'on veut, et la fonctionnelle associée & (15)
est contractante dans une boule adéquate de L2L[°. Ainsi le point fixe désiré existe et est
unique.
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3 Avec des solitons

Stabilité des solitons

On a jusqu’a présent essentiellement étudié des aspects purement linéaires des solutions
de (gKdV). Si l'on souhaite étudier les solitons, une telle approche est vouée a I’échec : les
solitons sont d’une certaine maniére les objets minimaux ot la non-linéarité joue un roéle
essentiel.

Martel et Merle [11] ont établi, dans le cas de (gKdV) sous-critique, la stabilité asymp-
totique du soliton, un résultat qui fut ensuite étendu par Martel, Merle et Tsai [14] & la
stabilité asymptotique d’'une somme de NV solitons découplés.

Théoréme 4 (Stabilité de N solitons découplés, Martel, Merle et Tsai [14]). Soit p = 2,3 ou
4. Soient N € N, et 0 < ¢1 < ...<cn. Il existe 9 > 0 et ag > 0 (petits) et A, Ly (grands),
tels que ce qui suit soit vrai. On suppose qu’il existe L > Lo, a < g et 29 < ... < iL'?V tels
que :

‘ <a, avec :L'?Z:L‘?_l—i—L, pour j =2,...,N.
Hl

N
u(0) = Y Qe (- — )
j=1

Alors il existe x1(t),...,zn(t) € R tels que

N
VE> 0, [ult) =) Q- - xj(t))H < A(a + e 0Ly,
i=1 m
De plus, il existe ¢°,...,c tels que \cjoo —cjl < A(a+e L) et

Vi=1,...,N, i;(t) — ¢;°  quand t — oo,

— 0 quandt — oo.
L2(z>c1/10)

N
u(t) = 3 Qe (- — ;1))
j=1

Fi1c. 2 — Un train de solitons découplés.

La premiére chose a voir est qu’il s’agit d’un résultat au voisinage de solitons découplés,
c’est-a-dire que le soliton le plus rapide (et donc de masse L? la plus grande) est le plus &
droite, puis vient le second plus rapide et ainsi de suite. D’autre part, les solitons sont déja
assez loin les uns des autres. Par ces deux conditions, aucun soliton ne devrait en rattraper
un autre, et on espére que les solitons vont finalement interagir faiblement entre eux : le
Théoréme 4 affirme que tel est effectivement le cas.
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Essayons d’éclairer un peu la notion de stabilité mise en jeu ici. Il n’est pas possible par
exemple, d’espérer montrer que ¢;° =c¢j. En effet, considérons le cas de deux solitons R, s,
et Rey zo- Si c2 est suffisamment proche de ¢, alors la donnée initiale ug = R, 5,(t = 0) est
dans un voisinage de R, »,(t = 0). Pourtant, les solitons vont & des vitesses différentes et
donc

[Rer o (t) = Reyao (Dl 2 = Qe ll12 + [|Qes |2 # 0 quand ¢ — oc.

Ainsi, il faut pouvoir tenir compte d’une légére variation de la vitesse (ou de la masse)
¢;(t) des solitons dans la décomposition, et d’une translation en espace x;(t).

Par ailleurs, il n’est pas non plus possible d’espérer une convergence sur tout R, du moins
dans L?. En effet, nous construirons un peu plus tard des solutions se comportant comme
la somme de N solitons et d’un terme linéaire U(t)V. Si V est choisi adéquatement (et
notamment de norme H' suffisamment petite), une telle solution u(t) vérifiera la condition
proximité de la somme de N solitons découplés. Mais asymptotiquement, la masse L? de
U(t)V ne disparait pas (on peut faire le méme raisonnement avec un petit soliton R se
déplacant trés lentement sur la droite).

Ce résultat combine trois arguments :

e la forme quadratique B(v) = [ (v% — pQP~ 12 + v2) posséde deux directions dégéné-
rées. Cette forme quadratique est particuliérement importante car elle est liée a la
conservation de I’énergie et de la masse :

E@+@+/@+@hﬂ%@+/@+3@+owx

le point essentiel étant 1’absence de terme du premier ordre en €.
e en modulant les paramétres c;(t) et x;(¢), il est possible de controler les directions
dégénérées.
e il existe une propriété de monotonie au niveau de la norme L?, que nous explicitons
ci-dessous.
Soit og > 0 assez petit et
V0o

2
= 1— Zarct _VI0,)
P(x) — arctan exp < 5 x)

Alors on voit aisément que v est décroissante, tend vers 1 en —oo et 0 en +00. De plus,
00
9"(@)] < -T2 (a).

On cherche a séparer les solitons les uns des autres : introduisons donc, pour j =
1,...,N—=1

Cj +Cjt1 T+ Xj41
VYi(x,t) =z —m;t), mji(t) = -2 2] t+ = 5 I
Notons R;(t,r) = Re, 2, (t,x) = Qc;(x — ¢jt — x;) les solitons.

Proposition 1 (Presque monotonie). Soit 9 > 0 assez petit et [a,b] un intervalle de temps
tel que :

Vit € [a,b], Hu(t) - ZRj(t)HHI < co.

J=1

I11-10



R;(t) Y;(t) Rj1(t)

/
0
F1G. 3 — 1;(t) sépare R;(t) et Rj;1(t).
Alors on a : J
vi,welatl, g [woste = -ce
ot vy = min{cy,co — ¢1,...,CN — CN—_1}-

En développant les trois arguments mentionnés, on réussit a prouver la premiére partie
du Théoréme 4. Pour la convergence asymptotique, on fait appel a une propriété de rigidité
(cf. [10]) que nous ne détaillons pas ici.

Le N-soliton

Enoncons sans plus attendre le pendant du Théoréme 4, & savoir l'existence d’une unique
solution de (gKdV) se comportant comme la somme de N solitons : cette solution s’appelle
le N-soliton.

Théoréme 5 (Existence et unicité du N-soliton, Martel [9]). Soit p € [2,5]. Soient N € N,
0<c < ... <ecpn, et x,...,exy € R. Il existe Ty € R et une unique solution u €
C([Ty, +o0), HY), de (gKdV) telle que :

’ — 0 quand t— oc.
Hl

N
ult) = 3 Qe (- — 15 — e5t)
j=1

De plus v € C*>([Tp,00) x R) et la convergence a liew dans tout les H® avec un taux
exponentiel

Iy >0, Vs > 0,345 /

N
)= Q- -t < e
=1

H1

Notons que pour p = 2,3, 'existence du N-soliton était un résultat connu de la théorie
du scattering inverse. L’unicité est par contre nouvelle dans tous les cas, et c’est un résultat
tout a fait étonnant. Remarquons également que le résultat est également vrai dans le cas
critique p = 5, bien que les solitons soient instables.

Opérateur d’onde non-linéaire

L’unicité du N-soliton (Théoréme 5) montre que ce comportement est tout a fait excep-
tionnel : il y a d’une certaine maniére une rigidité liée a la structure du N-soliton, ce qui
peut se comprendre par le fait que le N-soliton est une solution qui ne disperse pas (en un
sens a préciser).

II1-11



On s’attend donc & ce qu’il y ait d’autres comportements asymptotiques possibles : on
a déja montré que pour p > 3, il existe des solutions dispersant complétement, car elles se
comportent comme les solutions linéaires. En fait, pour p = 4 et p = 5, il existe des solutions
qui ont un comportement mixte, c’est-a-dire qui se découplent en une somme de soliton et
d’une solution linéaire. Nous appelons opérateur d’onde non-linéaire I'application qui, a un
tel comportement asymptotique (c’est & dire la donnée des R; et d'une fonction V'), associe
une solution de (gKdV), globale, se comportant comme U(t)V + >, R;(t) quand t — oc.

Théoréme 6 (Opérateur d’onde non-linéaire, cas sous-critique [3]). Soit p = 4. Soit V €
H5' N H?? telle que :

2DV er? SveH.
Soient N € N, 0 < ¢; <...<cn etxi,...,ony € R, on introduit N solitons R;(t,z) =
Qc;(x — w5 —cjt). Alors il eviste u* € C([Tp, +o0], HY), pour un certain Ty € R, solution de
(9KdV) (avec p =4), tel que :

N N
NOEUOIESY Rj(t)H + M (u*(t) NOVED Rj(t)> < O3/,
j=1 H4 j=1

Théoréme 7 (Opérateur d’onde non-linéaire, cas critique [2]). Soit p = 5. Soit V € H! tel
que

xiMOV e L? pour un certain &y > 0.
Soient N € N, 0 < ¢; <...<cn etxi,...,on € R, on introduit N solitons R;(t,z) =
Qc;(x — w5 —cjt). Alors il eviste u* € C([Tp, +o0], HY), pour un certain Ty € R, solution de
(cKdV), tel que :

N

w () - UV = > R;(t)

j=1

— 0 quand t— oo.

HHl

La condition de décroissance sur la droite demandée pour V' correspond en fait a une
interaction faible du terme linéaire U(t)V avec les solitons.

De ce point de vue, le résultat dans le cas critique est probablement presque optimal (&
8o prés), avec une condition uniquement dans L2. Dans le cas sous-critique, on est obligé
de demander & la fois beaucoup de régularité et de décroissance sur la droite pour V', et
de plus, on doit se restreindre & la non-linéarité = — z* (p = 4), ce qui correspond & une
meilleure intégrabilité et régularité que celles que donnent p > 3. Ces défauts sont liés & une
moins bonne compréhension du phénoméne de scattering dans le cas non-critique.

En contruisant un opérateur d’onde non-linéaire pour de grandes données V', on obtient
une classe trés générale de comportements. Cependant, il faut remarquer que toutes les
solutions ainsi construites sont (globales et) d’énergie positive dans le cas critique. Cela
correspond bien a l’idée que les solutions d’énergie négative explosent dans ce cas.

Schéma de preuve

La méthode de construction des solutions pour les Théorémes 6 et 7 suit le méme schéma
que celle du Théoréme 3 : on définit une suite de solutions u, qui ont exactement le profil
désiré a un temps donné, a savoir

{ Unt + (unzm + ‘un‘p)z = 07

un(Sn) = U(Sn)V + 300, R;(Sn), (16)
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ou S,, — oo quand n — 00, et on introduit erreur wy, (t) = u,(t) —U(t)V — Zjvzl R;(t) qui
vérifie le systéme
p_ SN pp =
{ Wnt + (wnzz + ’un’ Zg:l R] (t)>z Oa (17)
wp(Sy) = 0.

Le coeur du probléme est & nouveau de démontrer que w,, est défini sur un intervalle de la
forme [Tp, Sy] (avec T fixe) et satisfait des estimées uniformes : par exemple, dans le cas
sous-critique, que

YVt € [To, Snl,  |wn(t)||ga < Ct=P=33 et ME(w,(t) < Ct~°.

Comme précédemment, par un argument de continuité usuel, on se raméne a montrer
la proposition suivante dans le cas sous-critique (et une proposition similaire dans le cas
critique).

Proposition 2 (Estimée uniforme sous hypothése de petitesse). I existe g > 0 tel que ce
qui suit soit vrai. Soit [I,, Sy] un intervalle vérifiant la condition suivante :

Yt € [In, S, |wn ()| s + M (wn(t)) < 0.
Alors en fait on a ’estimée de décroissance :
Vi€ I, Sn],  |Jwn()|ga < Ct=P=3B et Mi(w,(t) < Ct7.

La démonstration de ce résultat se découpe en deux grandes parties : estimer les inter-
actions non-linéaires (sur la droite x > ct), puis estimer les interactions linéaires (sur la
gauche = < ct).

Comparée a la construction de 'opérateur d’onde linéaire (Théoréme 3) ou du NN-soliton
(Théoréeme 5), la principale difficulté est bien stir que lorsqu’on essaye de controler les
interactions de 'erreur wy,(t) avec les solitons, la partie linéaire U(t)V interfére, et lorsque
I'on tente de borner les interactions de wy(t) avec le terme linéaire U(t)V, les solitons
interférent. Et ces interférences sont a priori trés désagréables, car par définition, 1'outil
linéaire n’est pas approprié pour comprendre le comportement non-linéaire des solitons,
et les outils non-linéaires (paraboliques) ne sont pas faits pour traiter des termes linéaires
(dispersifs).

I1 s’avére cependant que la présence du terme U (¢)V perturbe assez faiblement les so-
litons : cela est dii au fait que 'on a choisi V avec suffisamment de décroissance sur la
droite pour que 'interaction avec les solitons soit petite. Plus précisément, introduisons une
fonction de coupure entre x = 0 et le soliton le plus lent Ry (¢) :

L.
Yo(t,x) =(x —opt), ou oy = Emm{cl,cQ —Cly,...,CN — CN, }-
On démontre que pour t € [I,, S,],

20v/%0
2 (L4 S = DTSV L2 (1—wo(50)

Sn
OV 221y + / WOVl 0geodt. (18)

[wn (D210 < €

Supposons par exemple que [|[U(t)V || 21—y, 1) < Ct~9 (ce qui est le cas dés que (1+2%)V €
L?), (18) affirme que
lon ()l 21— o) < CE7H (19)
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Remarquons que dans le cas du N-soliton (i.e. V' = 0), on a une décroissance exponentielle.
Ici, il ne reste qu’une décroissance polynomiale, qui peut étre rendue arbitrairement rapide
en demandant suffisamment de décroissance a droite sur V.

La preuve de (18) s’appuie sur les outils développés pour les Théorémes 4 et 5 : elle est
trés proche dans les cas critique et sous-critique.

D’une part, grace au fait que V interagit peu avec les solitons, il est possible de mo-
duler w,(t) par rapport aux 2N directions dégénérées d’'une certaine forme quadratique
(lice a I'énergie) : la modulation est différente dans les cas critique et sous-critique, mais
dans tout les cas, on est en position d’utiliser la presque-positivité de cette forme quadra-
tique. Cette modulation ne tient pas compte de U(t)V, et le prix & payer est justement
U@V |2 (1—yo (), & savoir Uinteraction de U(¢)V et des solitons, d’ott en particulier le
terme intégral dans (18).

D’autre part, du fait que V disperse dans L™, la propriété de presque-monotonie est
préservée, et c’est le point clé. On peut alors réutiliser un argument de resommation d’Abel,
et 'on en déduit, avec la positivité (d'une version localisée) de la forme quadratique B
précédemment citée, le controle (18).

Par contre le controle sur la gauche (interaction avec U(t)V') est plus complexe.
Commencgons par considérer le cas critique. On souhaite donc travailler dans l'espace
L2L}°. Ecrivons I'équation vérifiée par wy,(t), selon la formule de Duhamel :

Sn N N
walt) = —am/ U(=s) | (wals) + UGV + 3 Ry(5)° = S R(s) | ds.
¢ j=1

J=1

Bien str en développant, les termes ne contenant que des R;(s) s’annulent ou sont
exponentiellement petits en espace et en temps, et ceux ne contenant que wy,(s) ou U(s)V
sont traités comme dans le cas linéaire. Mais il reste des termes d’interaction, du type :

Sn
—8z/t U(—s)(wn(s)R}(s))ds.

(ott Ry(t) est un soliton, ici le plus lent). On cherche & en estimer la norme L3L{%, et les
estimées linéaires (5) donnent

Or les solitons ne sont pas seulement grands dans I'espace L3LI?, en fait ils n’appar-
tiennent pas & L2L1(t > T) pour tout T, car ils ne dispersent pas.

Cependant, on s’apergoit que 'on a ici affaire & un terme en wy,(s) localisé sur la droite :
on peut conclure si I'on arrive & intervertir les sommations en espace et en temps, et ainsi
a utiliser l'estimée de décroissance (18) obtenue précédemment (sans perte de dérivation
toutefois). Cela est possible, et un lemme technique nous dit que quitte a perdre un petit
dp > 0, on obtient ce que 1'on veut. Plus précisément, si pour t € [I,,Sy],

< Cllwn(s) R () Ly 2o 1y)-

Sh
o, / U(—5)(wn(s)RY(s))ds

L5LIO(t>Tp)

lwn ()l L2 (1—po ) < Ct= oo,

on a :
_90V/%0 _
Hwn(S)Rl(S)HL}DLE(SZt) <Ce i '+ Ct %Hwn(S)HLngO(szt)-
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On réussit ainsi & boucler les estimées dans L2L{°, puis & revenir dans CPL2. La preuve de
la Proposition 2 est donc terminée dans le cas critique.

Dans le cas sous-critique p = 4 cependant, les choses se passent plus mal. Il s’agit
d’estimer M (w,,(t)). Le controle de la norme H' n’est pas difficile en utilisant (10).

Mais les difficultés arrivent lorsque I'on calcule la dérivée en temps de ||[Ifwy, (¢)[|2; : des
termes problématiques apparaissent, du type

Il s’agit bien d’un terme localisé (grace au R1(t)), mais au niveau de régularité H? pour wy,
(I* doit étre vu comme un opérateur d’ordre 2). On ne peut plus utiliser directement (18),
et il n’est pas évident d’améliorer cette derniére estimée au niveau H?3, car les arguments
“non-linéaires” se placent dans ’espace d’énergie.

L’idée est alors d'utiliser des lois de “presque conservation”, au niveau H2, H? et égale-
ment H*. Pour H?, on dispose de la relation

1d 2 20 2,3\ _ /5 / 3,5
2dt(/um 3 u$u>—2 uy + 80 [ uyu’,

qui est valable si u(t) est une solution de (gKdV) pour p = 4. Il existe une relation analogue
pour wy(t). Notons que pour cette relation le terme f u3 devra étre traité en utilisant
I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg. On arrive alors & démontrer par un argument de type
Gronwall que

C
l|wn ()| s < a7

(i.e. un taux t_p3;3 pour p = 4). Ce taux ne peut étre amélioré, et c’est pour cela que 1'on
doit avoir un controle jusqu’au niveau H* : par interpolation de cette inégalité avec (18), on
obtient que |[wy 31—y, (1)) @ une décroissance polynomiale arbitrairement grande pourvu
que V soit choisi adéquatement (cf. (19), et I'on peut donc controler le terme problématique
(20) : cela conclut la preuve dans le cas p = 4.

Il faut noter que cette méthode ne se généralise pas facilement & d’autres p sous-critiques :
tout d’abord, I'obtention de relations de presque conservation nécessite une grande régularité
sur la non-linéarité (il faut C* pour avoir la relation au niveau H 2). D’autre part, p doit
étre assez grand (intégrabilité assez grande) pour que le lemme de type Gronwall puisse étre
utilisé : il apparait que p = 4 est d’un certaine maniére un exposant critique pour cette
propriété.

Il reste & conclure les théorémes : cela se fait dans les deux cas de maniére assez proche.
On obtient la compacité L? de la suite w,(Tp) par un argument li¢ & la propriété de mono-
tonie : ainsi, quitte & extraire, wy,(Tp) — ¢ dans L?. On définit

{ up + (uzy + [u*|P)e =0,
u*(To) = o+ U(To)V + S0 Ry(t).

Dans le cas sous-critique, il y a en fait convergence dans H? par interpolation et la continuité
du flot termine la preuve. Dans le cas critique, la continuité du flot L? donne la convergence
de u*(t) dans L?. Pour obtenir la convergence H', il faut ajouter un argument utilisant la
conservation de 1’énergie, associé a un choix astucieux des S,.
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Problémes ouverts

La construction de solutions de (gKdV) avec comportement asymptotique donné doit
encore étre comprise dans les cas p €]3,5[\{4}, et également dans les cas sur-critiques p > 5.
Dans les cas sous-critiques, il y a notamment deux questions a étudier :

e Peut-on améliorer (rendre plus robuste) les résultats de scattering linéaire & données

petites, i.e. mieux comprendre 'opérateur de KdV linéaire U(t) ?

e Etant donné un comportement asymptotique, la solution de (gKdV) construite est-elle

unique ?
Alors le probléme rétrograde, avec donnée finale, sera essentiellement résolu : une conjecture
plausible est que toute solution de (gKdV) se découple effectivement en une somme de
solitons et un terme linéaire.

La question est alors de résoudre le probléme suivant : étant donnée une condition
initiale ug, quel est le comportement asymptotique de la solution de (gKdV) associée ? En
particulier, les solitons sont-ils les seuls objets réellement non-linéaires :

e Supposons que ||u(t)||r~ — 0 quand ¢ — oo (i.e., il n'y a pas d’objets non-linéaires),

a-t-on scattering linéaire ?

e Supposons que |[u(t)|| foo (z>0) — O (i.e., il n’y a pas de solitons), a-t-on [Ju(t)|[L~ — 07

e Dans les cas critiques et surcritiques, étant donné u(t) globale (pour les temps positifs),

u(t) se découple-t-elle en une somme de solitons et un terme dispersif ?
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