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Dynamique des tourbillons de vorticité pour 1'équation de
Ginzburg-Landau parabolique

F. Bethuel, G. Orlandi and D. Smets

1 Introduction

Le but de cette note est de présenter quelques aspects de nos travaux récents [5, 6, 7, 8]
sur I’équation de Ginzburg-Landau parabolique en deux dimensions d’espace. Cette derniere
s’écrit, pour une fonction u. & valeurs complexes

O, 1

(PGL). 5 Aue = —us (1 - |ue|?) sur R? x RT,
€

ol 0 < ¢ < 1 représente un petit parametre, homogene a une longueur. L’accent sera mis
sur le comportement asymptotique lorsque ce petit parametre tend vers zéro. Rappelons que
(PGL), correspond au flot de la chaleur pour la fonctionnelle de Ginzburg-Landau E., qui
prend la forme pour v : R? — C,

o2 022
B0 = [ et = [ R+ GRS )

En particulier, pour tous temps 0 < T} < 75, nous avons l'identité d’énergie

T
E (us(-,Ty)) + /T1 /RZ |0yue|?dxdt = E.(us(-,T1)). (2)

La seule hypothése que nous imposons sur la donnée initiale u2(-) = u.(-,0) porte sur son
énergie, a savoir

(Ho) Ee(ud) < Mo|loge|,

ou My > 0 désigne une constante arbitraire, indépendante du parametre . La valeur |log |
correspond en fait au régime énergétique de défauts topologiques, appelés dans le contexte
tourbillons de vorticité.

2 Tourbillons de vorticité

Comme nous allons le voir, a I’échelle fixée par le parametre ¢, il n’y pas de définition
tout ‘a fait précise de la notion de tourbillon de vorticité (ou plus simplement ”vortex”, en
se reférant a la terminologie anglo-saxonne) : en revanche, des énoncés précis peuvent étre
obtenus dans la limite asymptotique € — 0.
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Pour fixer les idées, considérons un domaine simplement connexe € de R?, et une appli-
cation continue v : 2 — C. Si v ne s’annule pas sur €2, on peut écrire

v = pexp(iyp) sur €2,

ou p = |v| désigne le module de v, alors que ¢ : 2 — R représente la phase. Cette derniere est
continue, déterminée de maniere unique & un multiple de 27 pres. Si v s’annule, il n’est pas
toujours possible de faire une telle décomposition, en tout cas, avec une phase ¢ continue.
Pour s’en convaincre, il suffit de considérer une application définie sur R? en coordonnées
polaires (r,6) par

v(r,0) = f(r)exp(idf) sur R? (3)

ou d est un entier relatif non nul (d € Z*), et ou f est une application continue, positive sur
R*. La phase est ici donnée par df, qui n’est bien entendu pas continue sur R? (il y a un
saut de 27 sur l'axe des abscisses positives). En revanche, pour que v définie par (3) le soit,
il faut et il suffit que f s’annule en zéro. Le terme un peu vague de “vortex”, renvoie a ce
type de singularités dans la phase. Sur notre exemple (3) 'origine est un zéro de v, donc un
vortex. Si f ne s’annule pas hors de 'origine, comme le nombre d’enlacement autour de 0 est
d, on dit qu'un tel vortex est un vortex de degré d (en réference au degré topologique des
applications du cercle dans lui-méme).

Revenons maintenant & I’énergie de Ginzburg-Landau (1). Remarquons tout d’abord que,
si on impose une borne sur cette énergie (par exemple du type (Hp)), le potentiel

(1)

V)=t

force I'application v & prendre des valeurs proches du cercle S' pour des petites valeurs
de . En particulier pour des solutions d’équations régularisantes comme (PGL)., on peut
s’attendre a ce que ’ensemble des tourbillons soit petit, dans un sens a préciser. Regardons
a cet effet un probléeme de minimisation tres simple (dont la solution sera aussi une solution
stationnaire de (PGL). pour ses données aux bord prescrites). Prenons pour domaine ) =
D? = {z € C = R?, |z| = 1}, et considérons une valeur au bord g : 9Q = S* — S! définie

par g(z) = 2%, i.e. g(A) = exp(idf). Soit alors le probleme de minimisation

e = inf{E.(v), ve HY(D%C)}. (4)

Comme le degré d au bord est supposé non nul, toute fonction de comparaison v € H, gl (D?,C)
doit s’annuler quelque part dans le domaine, i.e. avoir des tourbillons. Au vu des symétries
du probleme, il est naturel de commencer par regarder des solutions a symétrie radiale, c’est

a dire de la forme

»d

we(z) = fe(r) exp(idf) = fg(r)w, (5)

olt z = rexp(if) en coordonnées polaires, et la fonction f. : RT — R est réguliere, et s’annule
en 0, i.e f-(0) = 0. Si on choisit f. telle que f-(r) =1 pour r > ¢ et |f’| < 2, un rapide calcul
montre que

pe < E-(w:) :7Td2‘10g5| +0(1). (6)
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En effet, comme awf = 4df (r) exp(idf), on a

[ wup= [ 2—27r/01[\f<>12+d2‘f( )‘] rdr

ZQW/lf—zrdT-i—Qﬂ'/e l\f( )|2+d2‘f( Jli
€ 0

L’hypothese sur f entraine que le deuxieme terme dans (7) est de 'ordre de O(1), de sorte
que

dw, |? 1 Ow,

(7)

rdr.

1 d2
/ Va2 = 27r/ Cir +0(1) = 27 d?[loge| + O(1).
D2 13 r

Par ailleurs, on a
_ 22
Do

g2

et Paffirmation (6) en résulte. On vérifie que le facteur d? dans (6) n’est optimal que dans le
cas d = £1. Pour un entier arbitraire d € Z,il faut remplacer d? par |d| et on a (voir [4])

e = wld|llog e| + O(1).

Il en résulte en particulier que si |d| # 1 et ¢ est petit, alors les minima de 1'énergie de
Ginzburg-Landau ne sont pas a symétrie radiale. En revanche, pour |d| = 1, il a été montré
que ug, pour € petit, est a symétrie radiale [15, 16]. Le cas |d| = 1 et les solutions minimisantes
radiales associées jouent donc le role d’un état fondamental dans la théorie. Plus précisément,
il existe une unique solution f: Rt — R de I’équation différentielle

{‘f” Sl =0 f7) su [0,400)
/

(0) = 0.
On a alors
ue(2) = f(Z) expin)
et
ue(2) = u(2) = =z lorsque ¢ — 0, dans WP, p <2, et dans CF (D?\ {0}).

2]

La limite singuliere u.(z) = z/|z| représente le prototype des singularités qui peuvent ap-
paraitre dans l'asymptotique des solutions minimisantes. En effet, de maniere générale, on
peut montrer que les solutions minimisantes u., convergent, a des sous-suites pres, vers des
applications u, de la forme (si d > 0)

d .
Ue — Uy = exp(ip) H — aZ] dans WhP, p <2, (8)
— (2

ol ¢ est une fonction harmonique sur 2, ay, ..., ag sont d points distincts dans €2. De plus, la
convergence est dans Clkoc en dehors des vortex. Lorsque la position des points aq, ..., aq est
connue, la phase ¢ est entierement déterminée par les conditions aux limites et la position
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des points ai,...,aq. L’ensemble des points ot u. est proche de zéro se concentre pres des
points a;. Ces points sont les singularités de u, : on les appelle également ”vortex”. Notons
également qu’ils sont des points de concentration de 1’énergie,

4
ee(ue)
= dzid 3q. - 9
e = Jloge] 1442 7 T 2 o

La discussion précédente sur le probleme de minimisation (4) montre que le coit énergétique
d’une singularité de degré d est (au moins) 7|d||loge|.

Des arguments basés sur les équations elliptiques mises en jeu jouent un réle important
dans les preuves des résultats précédents. Une question naturelle est alors de savoir si c’est le
régime énergétique qui permet la condensation de vortex, ou s’il s’agit plutot d’une question
liée aux équations de Ginzburg-Landau. Ces considérations nous conduisent a introduire
I'ensemble de niveau WM défini par

WM = {ve B'(9), E.(v) < M|logel}.

et & nous demander si un résultat comparable & (8) existe pour des suites (v.)c>o dans WM.
En fait, en raison d’oscillations dans la phase, on ne peut espérer de résultat général de
compacité dans des normes raisonnables dans WEM . On peut par exemple considérer la suite
d’applications

we(2) = exp(ip(z)y/|loge]) , (10)

ol la fonction ¢ : 2 — R n’est pas constante, et indépendante de €, choisie de sorte que
IVe|[3: <2M. Comme |w.| =1, On a

1 log e
Bewr) = 3 [ [ = B [ 1902 < Mj1og<).

Par ailleurs |Vw.| = O(]loge|*/?), de sorte que le gradient diverge en toute norme lorsque
e — 0.

Pour des suites quelconques dans WEM le résultat suivant montre que ’on peut identifier
la source de non compacité liée aux oscillations dans la phase, et la séparer de la contribution
liée a la présence de vortex (voir [1, 2]).

Théoréme 1. Soient M > 0 et une famille de fonctions (ve)eso, ve : Q@ — C tels que
Fu(vz) < Mlloge] .

Soit G CC Q un domaine régulier. 1l existe une sous-suite €, — 0, £ points ai,...,ap € G,
et des entiers dy,...,dy # 0, Z{ |di| < M’, pour une constante M’ dependant seulement de
M, et des fonctions ¢, : G — R telles que

[ Ve P < Mloge|
G

et
l

—a: \ %
Ve, - €xp(—ige, ) — H ( S > dans H*(G), s < 1. (11)

1=1 ‘Z o ai‘
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Pour I'exemple (10) il n’y a pas de tourbillon, donc ¢ = 0. si on pose . = ¢ - /|loge|,
on a alors
we,, - exp(—ipe,) =1,
ce qui est en accord avec le résutat du Théoreme 1.
Notons que contrairement a la convergence dans les problemes de minimisation (8), les

degrés d; dans le Théoreme 1 peuvent étre différents de 1. Par exemple la suite w. definie
dans (5) converge vers w, = (é)d. Notons également qu’il n’y a pas de contrainte sur la

phase . dans (11), alors qu’elle est contrainte & étre harmonique réelle dans (8).

3 Dynamique des tourbillons et de la phase

Revenons a I'équation de Ginzburg-Landau parabolique (PGL).. Par I’hypothese (Hy)
sur la donnée initiale ainsi que par I'identité d’énergie (2) on a pour tout temps ¢ > 0,

Ee(us(-, 1)) < Mo[loge],

de sorte que 'on peut appliquer le résultat de compacité énoncé dans le Théoreme 1 a la
famille de fonctions wu.(+,t)g<c<1 tout temps ¢ > 0 fixé, a savoir

f(t) dz(t)
. z—ai(t)
us (-, 1) ~ exp(ipe (-, |z — a;(1)| ‘
(-, ) = exp(ipe( )>i:1_[1<|z—a@-(t)l)

Ceci nous permet de déterminer tourbillons et phase a temps fixé et dans un sens asymp-
totique. La question principale est alors de déterminer I’évolution au cours du temps de la
phase ¢ ainsi que celle des points a;(t), et leur degré d;(t).

On peut se convaincre par des arguments heuristiques assez élémentaires que 1’évolution
de la phase doit étre liée a I’équation de la chaleur homogene, en particulier en ’absence de
tourbillons. Considérons pour ce faire une solution de (PGL). de la forme

Ue = Pe exp(icps), (12)

de sorte qu’il n’y a pas de tourbillons (on ne se préoccupe pas a stade de 'existence d’une
telle solution, ni de savoir si des tourbillons peuvent apparaitre spontanément). Dans ce cas,
le systeme pour la phase ¢, et le module p. s’écrit

pLoyp. — div (p2Vip:) =0
2 2
Op? — Ap? +2|Vu.|? = 20:(-p2)

£

La seconde équation suggere que p? ~ 1 (le membre de gauche jouant le role d’une force de
rappel vers 1). En reportant formellement dans la premiere équation, il vient

Orpe — A ~ 0. (13)

L’échelle de temps d’origine ¢ est donc celle qui semble la mieux adaptée pour ’étude de
I'évolution de la phase. En revanche, des arguments formels ([14, 10]) on montré que les
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tourbillons ne bougeaient pas dans 1’échelle de temps d’origine ¢, et qu’il convenait donc de se
placer dans une échelle de temps accélérée pour décrire leurs mouvements. L’échelle de temps
adaptée a été identifiée comme étant s = @. Ceci nous conduit a considérer I'application
U, définie sur R? x Rt par

us(z,s) = u.(z, sllogel). (14)

Le résultat suivant, démontré dans [5, 6] apres des résultats de [12, 11], donne un sens
précis a la notion de tourbillon pour I’équation (PGL),, ainsi que des informations sur leurs
trajectoires, dans cette échelle de temps accélérée.

Théoréme 2. Soit (u:)e>o une famille des solutions de (PGL). vérifiant ’hypothése (Hp)
pour un My > 0 donné. Alors, pour une sous-suite €, — 0 et pour tout s > 0, on a

I(s) o ai(s) \ %)
ue,(28) = w(z,8) = ]| <7()’) expli((E(s), 2) + b(s)], (15)

i=1 ’Z - CLi(S)

ot pour i = 1,...,4(s), a;(s) € R%, d;(s) € Z, b(s) € [0,2w) De plus la fonction ¢ : Rt —
R? est réguliere. La convergence (15) est uniforme sur tout compact de R? x R \ ¥y, ou

Yo = Usso Uig (a;i(s),s)} est un sous-ensemble fermé, rectifiable de dimension un de R? x
R;.

Il est montré de plus que le nombre [(s) de vortex présents a l'instant s ainsi que leurs
degrés d(s) sont bornés uniformément par une constante ne dépendant que de M.

Dans [5], nous avons utilisé le terme de ”compacité-rigidité” pour décrire la nature
de ce résultat. Nous avons choisi en particulier le terme ”rigidité” pour illustrer le fait qu’a
temps s fixé, la limite asymptotique ne dépend que d’un nombre fini de parametres réels, a
savoir les positions a;(s), les degrés d;(s), et les nombres ¢(s) et b(s). Au vu de la convergence
(15), on voit que I'on peut prendre le terme de phase ¢. dans (11) comme étant

we(z,8) = (€(s),z) + b(s). (16)

Cette phase ¢, correspond a une onde plane de nombre d’onde donné par ¢(s). Comme la
fonction ¢ est lipschitzienne, le fait d’accélérer I’échelle de temps permet donc d’obtenir de la
compacité pour la phase ¢.. Rappelons que nous avons vu précédemment que dans ’échelle
de temps originale ¢, il n’y avait pas de compacité pour la phase, en raison d’éventuelles oscil-
lations d’ordre O(4/|loge|) pour la phase de la donnée initiale. Apres un temps de 1'ordre de
O(|log e]) dans I’échelle de temps ¢, ces oscillations s’amortissent et finissent par étre bornées.
Remarquons également que le terme de phase décrit dans (16) est affine, donc en particulier
harmonique sur R?. Cette situation ressemble beaucoup au cas elliptique vu précédemment,
et il s’agit de nouveau d’un phénomeéne lié aux deux échelles de temps : dans [5] nous avions
qualifié ce phénomene de relaxation vers le cas elliptique.

Les propriétés de compacité décrites dans le Théoreme 2 sont déduites pour une grande
part par le caractere régularisant de I’équation de la chaleur. A cet effet, il faut bien entendu
remplacer le discours heuristique menant a (13) déduit de l'ansatz (12) par une démarche
prenant en compte la présence de tourbillons. La maniere la plus directe pour obtenir de telles
équations est probablement de partir de la quantité u. X Vu,, qui joue le role du gradient de
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la phase (en fait, on peut se convaincre aisément que si v = pexpiyp, alors v x Vv = p?V).
Si u. est solution de (PGL). alors ’évolution de u. x Vu, est décrite par ’équation

O (ue x Vue) — Aluz x Vus) = VE(Jug) + 20u. x Vau, . (17)

Ici Ju désigne le jacobien
JUu = ug, X Ug,,

qui est précisément une quantité liée a la présence de tourbillons. L’équation (17) est une
équation de la chaleur pour u. X Vu,, avec termes sources liés aux vortex. Notre analyse
montre que dans le régime énergétique étudié, ces termes sources donnent des contributions
qui sont d’ordre inférieur. Il en résulte en particulier que 'on peut calculer la fonction ¢(.) a
partir de la donnée initiale en utilisant I’équation de la chaleur homogene sans connaitre le
mouvement précis des tourbillons (qui n’agissent donc pas sur ¢(s)).

Plus précisément, supposons pour simplifier que [u2| < 3, de sorte que par ’hypothese
(Hp), on a ||ul x VUSHLQ(RQ) < /3Mplloge| et donc

Ju % Vug(-\/ loge|)ll 22y < V3Mp.

Quitte a extraire une nouvelle sous-suite, on peut donc toujours supposer que

ul x Vul (-/[loge|) — . lorsque n — 400, (18)

faiblement dans L?(R?). On montre alors (voir [8])
Proposition 1. Soit &, la fonction de L*(R?) définie dans (18). La fonction ¢ : Rt — R2
définie dans le Théoreme 2 se calcule par la formule

! _lP

As) = — [ exp(-T

 47s R2 )&’*(x)d:c. (19)

On voit en particulier que la fonction ¢ dépend uniquement du comportement des basses
fréquences des données initiales. Remarquons également que l'expression (19) est analytique
sur ]0, +-00[, mais n’est pas forcément bornée pres de zéro.

L’évolution des tourbillons est décrite dans le Théoreme 2 par la donnée de I’ensemble ¥,.

Ce dernier, correspond, dans un sens faible (car le nombre des vortex peut, a priori, varier

dans le temps) a lensemble des trajectoires. L’information sur sa dimension de Hausdorff

montre en particulier que R? x R} \ ¥, est un ouvert dense, et que la convergence (15) n’est

pas dépourvue de contenu. Pour décrire et localiser les tourbillons, I'outil principal est la
densité d’énergie normalisée

(o) = Eelte (2.5)

dzx.
loge]

S
UE

En vertu de 'hypothes (Hy), cette derniére vérifie |0f|(R?) < My et est donc uniformément
bornée en temps. On montre que cette densité se concentre exactement a I’emplacement
des tourbillons. De plus, la densité limite est exactement un multiple entier de m. Cette
propriété avait déja été observée pour l’équation de Ginzburg-Landau elliptique dans [9], et
le fait qu’elle reste vraie dans le cadre parabolique doit étre relié a la propriété de relaxation
mentionnée plus haut. Plus précisément, on a ([6], Théoreme 4 et Corollaire 3.1).
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Théoréme 3. Il existe un nombre fini de temps Ty, ..., 7, tels que pour s ¢ {19 = 0,71, ...,74},

£(s)

S esn (ugn (ﬂf, S)) U S 2
v () —\log ol dr — v = W;di (s)&ai(s) (20)

dans le sens des mesures sur R?, avec d;(s) # 0, et

q (k)

|8tu€n|2dﬂsd5 T We =T Z Z ﬂzké(ai(m)ﬁk)’ (21)
k=0 i=1

dans le sens des mesures sur R? x Rt ou @k e N.

La convergence (21) est une conséquence élémentaire de (20) et de la propriété de décroissance
de I'énergie. En effet, comme I'énergie totale [0f|(R?) = 73" d?(s) est quantifiée et décroissante,
elle est constante par morceaux. Les temps 71, ..., 7, correspondent alors aux temps ou il y
a perte d’énergie. Nous appelerons les points (a;(7), 7) pour lesquels 3F # 0 des points de
dissipation.

Dans [7], nous décrivons de maniere précise les trajectoires des tourbillons.

Théoréeme 4. i) Le nombre total de tourbillons €(s) = {y est constant sur chaque intervalle
(Tky Tht1), Pour k=10,...,q.

i1) La restriction de Xy a R? X (73, Thy1) est une réunion disjointes de £y, graphes réguliers.
Plus précisément, renumérotant si nécessaire les points ai(s),...,ap (), leur degrés d;(s) =
d; sont mon nuls, constants sur (T, Tp4+1), et leurs trajectoires sont régies par le systéme
d’équations différentielles

dQ%

i s (s) = =VaoWl(ai,...,ap)+ dic(s)L, i=1,...,4, (22)

ou W désigne la fonctionnelle de Kirchhoff-Onsager définie par

Ly
Wilai,...,ap)=—2 Z d;d;logla; — ajl . (23)
i#j=1

L’identité (22) montre que, dans ’échelle de temps accélérée que nous considérons ici, la
phase agit sur les tourbillons par l'intermédiaire du terme de dérive d;c(s)*. On remarquera
en particulier que le mouvement induit se fait selon des directions opposées pour des vortex
de signes opposés. Les conditions aux limites pour les vortex ont été précisées dans [8] : quitte
a extraire une nouvelle sous-suite, on peut supposer grace au Théoreme 1 qu’il existe une
phase ¢? tel que

Lo _ 0 d;
W, -exp(—ig?,) — [[ (W) dans Hf) (R?), s < 1. (24)
T

i—1 \I# — @

On a alors
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Proposition 2. Pouri=1,...,0y, la limite

a;(0) = lim a;(s)

s—0t
existe et appartient a la collection {aY, a3, ...}.

Des travaux antérieurs aux notres ([11, 12, 17]) avaient déja permis d’établir 1’équation
du mouvement (22) pour des domaines bornés, avec des conditions au bord appropriées, pour
des données initiales "préparées”, et uniquement jusqu’au premier temps 7ide collision de
I’équation différentielle (22). Dans ces travaux, on suppose que la donnée initiale possede
| tourbillons de degrés +1 et que l’énergie & la forme E.(ul) = wllloge| + O(1). Comme
nous ’avions mentionné, ce niveau d’énergie correspond a ’énergie minimale nécessaire pour
réaliser une telle configuration de tourbillons. Dans [18], cette hypothese de préparation de
la donnée initiale est affaiblie, et remplacée par E.(u?) < nl|loge| + % pour une
constante arbitraire § > 1. Comme le domaine est supposé borné dans ces travaux, le terme
¢, mis en évidence dans [5] et lié aux basses fréquences, est nul, de sorte que ’équation (22)
représente le flot gradient de la fonction de Kirchhoff-Onsager (23) modifiée en fonctions des
conditions imposées au bord. Par rapport a ces travaux antérieurs, le Théoréme 4 permet
en particulier de traiter les cas ou des tourbillons de degré multiple sont présents, et des
singularités apparaissent dans la dynamique de I’équation.

Donnons maintenant quelques idées des preuves. Comme nous l’avons mentionné, les
tourbillons sont identifiés comme points de concentration de 1’énérgie, et le point de départ
de notre analyse est la formule d’évolution pour I’énergie localisée : pour x € C°(R?), on a

d t 2
B Jo@ it = [ @l da

+/ (szwg -Vue — Axeg(ug)) dr, (25)
R2 x {t}

pour ¢t = s|loge|. Remarquons que le premier terme dans le membre de gauche de cette
identité correspond a la disssipation, alors que le deuxieme ne fait intervenir que des dérivées
par rapport aux coordonnées spatiales. On passe alors a la limite ¢ — 0 dans ’expression (25),
en utilisant la forme tres spécifique de la limite (15) ainsi que le caractére asymptotiquement
évanescent de la dissipation sur les intervalles de temps |7;, 7;+1[, pour obtenir, pour tout
S E]Ti,Ti+1[, I’égalité

d £(s)
o > di(5)*x(ai(5)) | = Fiuter (00 + Fauin () (26)
=1
ou o)
e (X) =2 ) wdi(s)d;(5)Va, (log lai(s) — a;(s)]) - Vx(ai(s)) (27)
ij=1
et
£(s)
Fiiee(X) = D wdi(s) &(s) " - Vx(ai(s)), (28)
=1
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pour une fonction réguliere a support compact x, qui vérifie I’hypothése supplémentaire
d’annulation pres des tourbillons

0%y

(s r
@ =0 sur UZ(:% B(a¢(8)7 Y

H,(s) o

pour un rayon r > 0 arbitrairement petit.

Des propriétés de régularité de I’ensemble X, du type de celles qui sont décrites dans le
Théoreme (2) permettent de vérifier que si sop > 0, et si a;(so) est un tourbillon i.e (a;(sg), so) €
Yy, alors il existe une un voisinage B; de a;(sg) qui contient pour s proche de sy tous les
vortex issus de a;(sg). De maniére plus précise, nous avons montré dans [6] (Théoréme 5 et
identité (9)), qu’il existe des nombres Asy > 0 et 7;(sg) > 0 tels que

¥y N Blai(so),mi(s0)) \ Blai(so),7i(s0)/2) = 0, (29)

pour tout s dans [so — Asp, so + Aso], out Xy = {a1(s),...,ays)(s)}. Siso & {T1,---, 7}
on peut supposer quitte a diminuer Asg, que [sg — Asg, so + Asg] ne contient pas d’instants
de dissipation 7. Dans ce cas, par conservation locale de 1’énergie et la quantification de
cette derniere (voir Théoreme 3), on montre que les degrés d;(s) des tourbillons issus ou
collisionnant en a;(sg) sont contraints par la relation

> B =( X dj(S))de?(SO), (30)

a; (S)GBZ' a; (S)GBZ'

pour tout s in [sg — Asg, so + Asg|, ot B; = B(ai(so),ri(s0)).

Revenons a l'identité (26). Cette derniere est utilisée avec deux types de fonctions test x.
D’abord on utilise des fonctions test x qui sont affines sur B;, avec un support ne rencontrant
pas les tourbillons hors de B;. Ce type de fonctions tests permet de déduire que

d“s: 1 é(s)*t S ogla;(s) — ar(s
25%i(5) di(s())[ ()~ + k%}g 2d(s)Va, (log|a;(s) — ar(s)])]; (31)
aj(s)eBi

pour s € [sp — Asg, So + Asgl, ol a;(s) représente le barycentre des tourbillons présents dans
B;, en prenant comme poids les densités d’énergie d?(s), a savoir

Zaj (s)eB; d? (S)aj (S)
Zaj (s)eB; d? (5)

Pour déduire de (31) la loi d’évolution des tourbillons et finir la démonstration du Théoreme
4, il reste essentiellement & montrer que pour tout s dans [sg — Asp, so + Asg] la boule B;
ne contient qu’un seul tourbillon : par un argument de continuation, il résulte en effet de
cette propriété que le nombre de tourbillons reste constant sur |7;, 7;41[, et comme alors le
centre de masse a;(s) se confond alors avec 1'unique tourbillon présent dans B;, I’équation
(31) permet de trouver la loi d’évolution (22). Pour obtenir la propriété désirée on considere

la variance ) X )
>a;(s)eB; 45 (8)]aj(s) — ai(s)]

Zaj(s)EBi d? (5) ’

a(s) =

fi(s) =
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le but étant de montrer qu’elle est identiquement nulle dans un voisinage de sg.
Le calcul de f/(s) résulte de I'identité

d S __ ) (I‘(S) . ‘ .
5 Jo 0 =1 3 ARG ) + 2 S (9. 32
a]-(s)eBi

Cette dernieére est une conséquence de la formule (26), utilisée avec pour fonction test x une
fonction qui vaut x = |x|? preés du tourbillon a;. Il s’agit ici du second type de fonctions test
utilisées. Quelques manipulations permettent alors d’en déduire que

| fi(s)] < C(Mo, s0) (|ai(s) — ai(s)| + fi(s)) sur [so — Aso, so + Aso), (33)
ou C(Mjy, sg) dépend uniquement de sg et My, et ol a;(s) représente un autre type de bary-
centre a savoir

Zaj (s)eB; d](S)(IJ (S) .

Zaj (s)eB; d] (5)

L’intégration de l'inégalité différentielle (33) suppose un controle sur la distance entre les
deux types de barycentres |a;(s) — a;(s)|. Pour une configuration arbitraire, cette derniere
est en général du méme ordre de grandeur que son diametre. Partant de I’observation qu’elle
s’annulait pour les quelques configurations critiques de W que nous connaissions (par exemple
des singularités de degré +1 placées au sommet d’un triangle équilatéral, et une singularité de
degré —1 placée au centre de ce méme triangle), nous avons été amenés a démontrer 1'identité

di(S) =

(34)

suivante
S djz; _ Zd?zj N YV Wz, .. ,Zg)ZJQ- (35)
Ydi o (X d;)? 2(3°dg)? ’
pour £ points z1,...,2p € C, et £ nombres réels dy,...,d; dont la somme est non nulle. En
utilisant I'identité (35) pour z; = a;(s) — G;(s), on obtient grace a (30),
|ai(s) — ai(s)| < C(Mo)[VW ({a;(s)}jer(s)] fi(s), (36)

ou C(Mp) dépend seulement de My et ou I(s) = {j € {1,...,4(s)}, a;(s) € B;}. En combi-
nant (33) et (36), on déduit finalement

|[fi(s)l < C(Mo, 50)(1+ VW ({a;(s) }jer(s))]) fi(s) - (37)

Comme f;(sg) = 0, le lemme de Gronwall permet de conclure que f;(s) = 0 dans un voisinage
I of sg, si on arrive a prouver que

J19W (a9} ero) ds < +oc. (38)

En fait, on prouve méme mieux, a savoir

J19W (a3} P ds < 4o, (39)

grace aux propriétés de type gradient de I'équation (22). Cette derniere affirmation peut
sembler tautologique, puisque notre but est précisément d’établir la validité de cette équation.
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En fait notre raisonnement se fait par récurrence sur le degré d;(sg). Lorsque d;(s) = +1,
le nombre de vortex reste égal a 1 dans la boule B; en raison de la conservation du degré
et de la contrainte (30). Si |d;(so)| = 2, alors pour des raisons identiques, il n’y a que deux
possibilités : ou bien il n’y a qu’un seul vortex de degré £2, ou alors deux vortex de degré +1,
auquel cas on retombe sur la situation précédente, et on peut utiliser I’équation différentielle.
De maniere générale, si |d;(sg)| = k, le tourbillon ne peut se scinder qu’en tourbillons de
degré au plus k£ — 1 en valeur absolue, et on se retrouve a ’étape précédente du raisonnement.

4 Points de branchements des trajectoires

Le Théoreme 4 montre que les trajectoires n’ont pas de singularités en dehors des temps
T0, ..., Tk, 1.6 pour des temps qui ne sont pas des temps de dissipation. Une adaptation
des preuves permet de montrer qu’en fait seuls les points de dissipation produisent des
singularités. Plus précisément, si (a;(7g),7x) est un point de branchement de X, notons
Ci,... ’C; and Cff, ... ,C;@ les trajectoires des vortex respectivements dans R? x (7,_1,7%)
et R? x (;k,TkJrl) pour leszquelles (ai(7), k) représente un point de terminaison. De méme,
soient d , ... ’dl} et df, . ,d;} les degrés correspondants.
Théoréme 5. Un point (a;(7y), k) est un point de branchement si et seulement si c¢’est un
point de dissipation. Dans ce cas, on a

I ir
Z d; =di(tx) = Z dj (Conservation du degré topologique) (40)
j=1 j=1
I i
Z(dj_)2 > d2 (1) > Z:(d;r)2 (décroissance de l’énergie) (41)
j=1 j=1

ou la premiére inégalité (resp. la seconde) inégalité dans (41) est stricte lorsque I; > 2 (resp.
I >2). En particulier,

I i

>l > o

Jj=1 Jj=1

Les points de collisions représentent 1’exemple le plus simple de points de branchement,

au sens du Théoreme 5. La présence de tels points est un aspect incontournable de I’équation
différentielle, en tout cas lorsque des tourbillons de degrés différents sont présents. Pour s’en
convaincre, considérons le cas ot la donnée initiale u? a deux tourbillons de degré +1 et —1
situés aux points a_1(0) = —1 et a;(0) = 1. Si €= 0, alors au vu de I'équation différentielle
(22) et des résultats énoncés précédemment, 'application limite u, possede deux tourbillons
donnés par

. 1
ai(s) = (—=1)'v1 — 2s, i=-1,1, Vs < 3

Ces tourbillons vont se percuter au temps s = % et s’annihiler, de sorte qu’apres le temps de
collision I'application u, est constante.

Alors que les collisions apparaissent comme des singularités de ’équation différentielle
(22), ce n’est pas le cas des éclatements de singularités de degré multiple, et le Théoréme
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4 ne répond pas a la question de leur apparition. Dans cette direction, le résultat suivant
([7], Théoréme 5.1) fournit un exemple d’éclatement d’une singularité de degré +2 en deux
tourbillons de degré +1.

Proposition 3. Soit so > 0 donné. Il existe un nombre My et une suite de solutions (ug)e>0
de (PGL). tels que ¥ se réduit a un tourbillon de degré d = 42, pour s < sg, et se divise en
deux tourbillons de degré +1 au temps s = sg.

Nous ne disposons pas, a ce jour, de constructions similaires pour des tourbillons de degré
supérieur a 2.

5 Eclatement des points de branchement

soit (a;(7x), 7%) un point de branchement. Pour analyser le comportement des trajectoires
pres de (a;(7g), k) pour s > 7 nous effectuons le changement de variable, typique des
situations paraboliques

a5(5) = (1)
Vi

[on utilise un changement de variable similaire pour traiter le cas s < 7i]. L’équation pour
a; s’écrit

5= —log(s — 1), a;(s) =

d _ i 1. 1 .
d~ d2V W(a, - ,ag,) + iaj — E exp(—3§)c, (42)
pour laquelle nous devons considérer la limite § — +o00, qui correspond a la limite s — T,j .
Au vu du changement de variables, les vortex a; pour j ¢ {1,--- , £} sont envoyés a linfini,
alors que le Théoreme 2 dans [5] montre que les points a; pour j € {1,--- , 0} restent bornés.
L’équation (42) s’écrit alors pour tout j € {1,--- , 4},
iy = VW@, )+ 55+ Ofexp(—3)) (43)
; ai, - ,a —a; exp(—=
A ! )T gt P79

e et . . L
dans la limite § — 400. Posons FZTF = Zf:1 d? — d?, nombre qui est strictement négatif, au
vu du Théoreme 5. En utilisant 1’équation différentielle on montre que

er -
‘4F;r + Z diak‘ < Cexp(—— ‘Z d2ag(3 . < C’exp(—Z) (44)
k=1
ainsi que
lim sup| W (@1 (3), - , @+ ()| < +oc. (45)
§—4o00 ¢

L’équation (43) peut alors s’interpréter, a des termes exponentiellement petits en § pres,

comme un flot gradient de la fonctionnelle W sous la contrainte Z] 1d§ ? = —41#. En
particulier, si on pose pour 5 > 0, £(8) = W(ai(8),--- ,a,+(8)) + 3 Z] 1 d2 2( 5). alors on a
[‘r

d 2 i
L) > 2Zd2(d2v g aj) — C exp(—3).
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Comme L est uniformément bornée on déduit de ce qui précede
“+o0 o d2 2
/ ’VjW({aj(s)}) + Ejaj(s)‘ ds < 4o0. (46)
0
Remarquons en particulier que l'intégrande correpond au carré du gradient de W, sous la

oF . . .
. d%a? = C'. Dans ce contexte, il est naturel d’introduire I'espace de configu-

contrainte ijl HG:

rations

o {(aj,d;)}j=1,. 0, aj € C, aj # ay, for j # k,

dj € 7%, di=d;, Y _di — (> _d;)? =T}
le sous-ensemble de C, défini par la contrainte
M ={{(aj.d))} €C, 3 dla,* = —ar },
et ’ensemble des points critiques de la fonction W restreinte & M, ( qui coincide avec les

points critiques de £)

2
K = {{(a.d5)} € M, ViV (a5, d)}) = —Fa ).

Remarquons que les ensembles de configurations C et M ont une structure stratifiée, chaque
strate correspond a une valeur fixée du nombre total de tourbillons ainsi que de leurs degrés.
La notion de criticalité pour un élément dans K fait ici référence a la restriction de W a la
feuille a laquelle I’élément en question appartient. On peut par ailleurs définir une distance
sur C en posant

L VA
diSt({(ajadj)})1§j§€7{(a;ad;)})lﬁjﬁé’> = oo > dié(ay) =Y dig(ay)|-
<1|i= j=1

qui correspond aussi (voir [3]) & la connection minimale entre les points {(a;, d;)} et{(a},d})}.
On a alors

Théoreme 6. On a le comportement asymptotique
lorsque § tend vers +00. De plus, I’ensemble KC est compact.

Bien entendu, ce résultat n’est pas entierement satisfaisant, et 1’étape suivante consisterait
a démontrer qu'il existe une unique configuration limite (a;,d;) € K telle que

(a;(3),dj) — (aj,dj) lorsque § — +o0. (48)
Cette convergence entrainerait, en revenant aux variables d’origine
a;j(s) ~ /s — mpaj + ai(1y), pourj € 1.0

qui est une propriété d’auto-similarité asymptotique pres du point de branchement (a;(7%), 7%)-
Comme X n’est pas un ensemble fini, notamment en raison de la symétrie par rotation et
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translation de la fonction W, la convergence (48) nous semble délicate a établir. Dans le
contexte des flots gradients associés a des fonctionnelles analytiques, une telle convergence
s’obtient de maniere classique grace & une méthode et une inégalité dues a Lojasiewicz ([13]).
Bien que notre fonctionnelle soit analytique lorsque qu’on la restreint & une strate (i. e a
nombre de tourbillons et degrés fixés), il conviendrait, pour utiliser 'argument de Lojasie-
wicz, de démontrer que la convergence (47) se fait a 'intérieur d’une méme strate. Une autre
difficulté est représentée par le terme de dérive € et les tourbillons autres que a;.
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