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Effet régularisant pour les solutions de I'équation de
Schrodinger dans un domaine extérieur

Luc Robbiano et Claude Zuily

1 Introduction.

L’effet régularisant que nous allons étudier est le suivant. Considérons la solution u du
probléeme,

(1.1) (10, — A)u = 0 dans R?
(1.2) u(z,0) = up(r) € L*(RY)
la solution existe et est dans C(R, L*(R?)), de plus [Ju(.,t)||r2ra) = |[uol 2re) (conservation

de la masse). En fait localement u est plus réguliere pour presque tout t c’est a dire u €
L*(R, Hﬁf(Rd)). Plus précisément, pour tout xy € C§°(RY) il existe C' > 0 telle que pour

tout uy € L?(R?) la solution du probleme (1.1) et (1.2) vérifie,

(1.3) /RHX(@(I - A)MU(IJ)H%%W)% < CHUOH%%W)

Ce type d’effet a tout d’abord été mis en évidence par Kato [K] pour 1’équation de KdV.
Pour I'équation de Schrodinger cet effet a été prouvé indépendamment par Constantin et
Saut [C-S], Sjolin [S] et Vega [V].

Yajima [Y] a étudié le cas des termes d’ordre inférieur a coefficients variables. Doi [D1]-[D4]
qui se place dans le cadre ou la partie principale est a coefficients variables, a en particulier mis
en évidence la nécessité de faire une hypothese de non capture du flot géodésique (hypothese
analogue & (3.13)). Dans R? le cas des problemes avec des potentiels superquadratiques ont
été étudiés par Yajima et Zhang [Y-Z1], [Y-Z2] pour la métrique plate et par Robbiano et
Zuily [R-Z] pour les métriques asymptotiquement plates sous une hypothese de non capture.

Les problemes extérieurs ont été étudiés par Burq [B2] ou il démontre la nécessité de 1'hy-

pothese de non capture et dans [B3] il démontre un résultat analogue au notre pour des
perturbations compactes du laplacien plat.
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Le but de notre travail est de prouver l'effet régularisant pour des opérateurs a coefficients
variables, sous des hypotheses proche de celles de Doi, c’est a dire pour des opérateurs
elliptiques avec une métrique asymptotiquement plate, un potentiel quadratique a l'infini,
dans des domaines extérieurs. Dans ce cadre il ne nous a pas semblé possible de construire
des multiplicateurs adaptés comme le fait Dof.

2 Les résultats.

Soit K un compact de R? & bord C*, on note Q = R\ K et on supposera {2 connexe.

d

10
Nous considérons un opérateur P = Z Dja;i(z) Dy +V(x) on D; = T Les coefficients

i Ox;

k,j=1 J
a;r et V sont supposés C>(Q), a valeurs réelles, a;r, = ag;, 1 < j,k < d. Nous notons
p(z, &) = Z ajx(x)€;€), et nous supposons
jk=1

(2.1) Je>0 @ p(x, &) > cléf?, pour o dans Q et € in R%

Nous faisons également des hypotheses de type symbole sur les coefficients. Pour cela nous
notons

_w e
(22) 9= w7 ey

ot (.} = (1 +1.|>)"/2 et nous notons Sg(M, g) la classe de symbole de Hérmander de poids
M et de métrique g dans Q. Plus précisément on dit que a € Sq(M, g) si a € C* (Q X ]Rd)
et pour tous «, 3 dans N il existe C5 > 0 telles que

(2.3) |D?Dga(x, )| < CagM(z,€) (x) ™ ()7

pour tout « dans € et ¢ dans R

Sur Qaj et V, nous supposerons que
1
(Z) ajr € SQ(LQ): vxajk(x) = O(|Jf_|>7 |Jf| — +00, 1< juk < d.

(2.4)
(1) V € Sal (z)? ,9), V > —Cj pour une constante Cj

Sous les hypotheses (2.1) et (2.4) Popérateur P est essentiellement auto-adjoint sur C5°(€2).
Nous noterons Pp son extension auto-adjointe.
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Nous supposerons que K est non captant (voir (3.13) pour une définition précise) et que les
bicaractéristiques n’ont pas de contact a I'ordre infini avec le bord (voir (3.11)).

Soit u la solution du probleme

10u— Ppu =0
(2'5) U|t=0 = Uug € LQ(Q)

U QX R, =0
Nous notons Ap = ((1 + Cy)Id + Pp)'/2.

Théoréme 2.1 Dans le cadre et les hypothéses ci-dessus, pour tout x € CS°(RY), pour tout
T > 0 il existe C > 0 telle que

T
1/2
(2.6) / DAY 0220 < o220

3 Structure de la preuve.

La preuve consiste a raisonner par l’absurde en niant I'inégalité. Cela permet d’introduire
une mesure de défaut semi-classique puis de démontrer des propriétés sur cette mesure qui
auront pour conséquence que cette mesure doit étre nulle et non nulle, d’ou la contradiction
classique dans ce type de raisonnement. Nous allons détailler la démarche suivie en plusieurs
étapes.

Etape 1.

La premiere réduction consiste a remarquer qu’il suffit pour prouver (2.6) de montrer qu’il
existe C' > 0 telle que pour tout h €]0, 1]

T
(3.1) / IX0B(h? Po) A u(t) [22(0) < Clluol2a(a)-

O xg est une fonction C'*° a support compact fixée et 6 une fonction C*° a support compact
dans [1/2,3] et valant 1 sur [1,2].

ultte a conjuguer la rormule par 6‘ on peut remplacer par . 11 peut alors en
itte & conjuguer la formul it(Co-+1) t remplacer A})* par P/*. On peut al

notant H(hQPD)PII)/4 = h™Y20(h2Pp) ot (o) = 0(c)o'/*, se ramener & démontrer 'inégalité

suivante, il existe C' > 0 telle que pour tout h €]0, 1]
T ~
(32) | o282 Pty < o
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Etape 2.

Si I'inégalité (3.2) est fausse , il existe une suite hy — 0 (que nous noterons dans la suite h
pour ne pas alourdir les écritures), une suite u) € L*(2) telles que

T
(3.3) /0 HXOhil/Qe(hQPD)Uh(t)H%%Q) > kHu?LH%Z(Q)'

olt uy, est la solution de (2.5) avec la condition initiale u. Quitte & normaliser u) on peut

supposer de plus que

T
(3.4) / Ixoh™ 28002 Py )un (1) 2oy = 1
0

(3.3) et (3.4) impliquent que ||uf|| z2(q) — 0. Dans la suite on pose wy (., t) = h=20(h?Pp )us ().
Etape 3.

Cette étape consiste & montrer que (wy,) est bornée dans Li .. Pour cela on tronque wy, dans
une grande boule. On pose U, = Yw;, ou X = 1 hors d’une grande boule, a choisir de sorte
que ¥ = 0 sur K, que xo+ X > 1 sur Q et que sur le support de X la matrice (a;;) soit assez
proche de la matrice identité. On vérifie que (D; + P)U;, = G}, ou P est un prolongement
elliptique de P dans R? et (G}) est uniformément borné dans H~!. On peut dans ce cas
appliquer le résultat de Doi [D4] pour obtenir que (Uj) est uniformément borné dans L3 ..
Ce qui implique que (wy,) est uniformément bornée dans L?

loc*

Etape 4.

On note wy,(z,t) = T (t)Io(x)wy(z,t), c’est a dire on prolonge wy, par 0 dans K et
pour t < 0 out > T. Nous définissons une mesure semi-classique adaptée a 1’équation de
Schrodinger. Nous suivons pour tout ce passage les travaux de Gérard et Leichtnam [G-L],
Miller [Mi], Burq [B1], [B2] et [B3], Burq et Gérard [B-G|, Lebeau [L]. Ce formalisme est
proche des H-mesures de Tartar [T] ou des mesures de Wigner (voir par exemple Lions et
Paul [L-P]) mais nous n’utiliserons pas ici ces notions.

Plus précisément, on montre que modulo 'extraction d’une sous-suite de la suite hy (que
nous continuerons de noter h), il existe une mesure positive p sur R?+2 telle que pour toute
a(z,t,&,7) € CF(R?**2) on a (a(z,t, hD,, h*Dy)w, /w, )12 converge vers (u,a) quand h tend
vers 0.

Le caractére adapté de cette mesure a I’équation de Schrodinger provient du terme h2D, &
la place du plus classique hD;. Cela a pour conséquence un comportement un peu différent
de cette mesure vis a vis de la propagation de son support par rapport a celui de la mesure
semi-classique usuelle.

XIII4



Propriétés du support de la mesure .

Nous utiliserons par la suite deux propriétés de cette mesure.
(3.5)  suppp C {(z,t,&,7) e R xR™ 2 €Q, t €[0,T], 7+ p(x,&) = 0}.

Le fait que le support de p soit dans Q x [0, 7] x R4 est évident vu la définition de w, mais
la preuve de supp pu C {7 + p(z,£) = 0} est plus délicate, surtout prées du bord de €.

(3.6) “supp p se propage le long des bicaratéristiques généralisées de p(z,§)”

Cette phrase demande une explication, en effet supp u et les bicaractéristiques généralisées,
ne “vivent” pas sur le meéme espace. Définissons tout d’abord l’espace adapté pour décrire
les bicaractéristiques généralisées. Notons M = Q2 x R, et OM = 02 x Ry, M=Q xR, et
TyM =T*OM UT*M. On définit une application

(3.7) T T*Rf%l —TyM =T*OM UT*M

de la fagon suivante, si x € €, 7 est 'identité. Pour définir 7 quand = € 05, placons
nous en coordonnées locales notées (x1,2/,t) on &' = (xa,...,24). On peut supposer que
Q= {(z,t) e R 2, >0} et p(z,&) =& +r(x,&) (on anoté & = (&,...,&)). On pose
(0,2, t,&,& 1) = (o, t,&,71).

La topologie sur Ty M est la plus fine qui rend continue 7. Par exemple en dim M = 1, on
aura T*0M = (0,0) et T*M = {(z1,&), z1 > 0}. Un voisinage typique de (0,0) est V' un
voisinage (usuel) de {(0,&;)} (voir la Fig. 1).

Les bicarcatéristiques généralisées.

Soit (o = (g, to, &0, 70) € Ty M, nous noterons I'(s, (p) la bicaractéristique généralisée issue
de (p a l'instant s que nous allons décrire ci-dessous dans les deux cas xy € 2 et ¢ € 0.

l’oGQ.

Si 10 + p(xo,&n) = 0 on définit v(s) = (z(s),£(s)) la bicaractéristique de p issue de (zo, &),
c’est a dire la solution

#(s) = g—gms» £(0) =
(3.8) | )
)= —5 () E0= &

On définit I'(s, (o) = (x(s), o, &(s), T0) tant que z(s) € .
Xo € ofl.

On se place dans les coordonnées locales introduites plus haut. Soit (o = (xy,to, &), 70) €
T*OM. Si 1o + 7(0, xp, &) > 0 alors pour tout & on a 79 + & + 7(0, 2p, &) > 0. Comme le
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&1
T*M

T*oM| T

F1G. 1 — Topologie de T; M.

support de p est contenu dans {(z,t,&,7), T+ & + (2, &) = 0} on a (0, x), to, 1,8, 70) ¢
supp p quelque soit &;. On ne définit pas I' en un tel point. Nous supposerons dans la suite

70+ 7(0, 25, &) < 0.

Si 7o+7(0, 25, &) < 0,0nnote &) = \/—(70 + r(0, 25, §)) et & = —&;. Notons (z7(s), £ (s))
la solution de (3.8) avec la condition initiale (z9,&) = (0,z(,&7,&)) et (27(s),E7(s)) la
solution de (3.8) avec la condition initiale (zg,&) = (0,z),&,&)). Comme de (3.8) on a
&1 = 2&;, on a pour s # 0 petit, x1(s) > 0 si s.£1(0) > 0. Il est assez naturel de poser, pour

s petit,

(7(s),t0,§7(s),70) pour s <0
(3.9) ['(s,¢0) = ¢ (20, t0,&p, 70) pour s =0
(z*(s),t0,£7(s), 70) pour s >0

On vérifie que I'(s, (p) est continue par rapport a s avec la topologie définie plus haut sur
Ty M.

Si 7o +7(0, 2, §) = 0, on introduit ro(z',£') = r(0,2',£’) et on note 7,(s) = (z(s),&,(s)) la
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Cas 1 Cas 2 Cas 3 Cas 4

zg >0 xo >0 zg >0 zg >0
S ANHi . AH,
B R
H, Hy Hy Hy
H, Hp4 H, Hy,
H,, H,,

Fia. 2 — Bicaractéristiques généralisées.

bicaractéristique de ry, appelée la bicaractéristique glissante, c’est a dire la solution de

#(s) = Z—Sm@» #(0) =
Gio)= ~T00,0)  €0)= g

(3.10)

L’hypothese que les bicaractéristiques n’ont pas de contact a 'ordre infini avec le bord s’écrit
plus précisément

(3.11) z1(s) = as® + O(s"™) pour e # 0

Nous avons 4 situations géométriques différentes en fonctions du signe de « et de la parité
de k dans la formule (3.11). Avant d’entrer dans une description détaillée de la définition
de I'(s,(p) dans ce cas, on peut résumer la situation en disant que si vy est dans Q la bi-
caractéristique généralisée suit la bicaractéristique de p, sinon elle suit la bicaractéristique
glissante. Dans la Fig. 2, nous avons dessiné en trait plein la bicaractéristique généralisée qui
suit soit le flot de H), soit le flot de H,,.

Cas 1. a > 0, k pair, k > 2.

(x(s),t0,&(s),79) pour s <0 ou pour s > 0

(x4, to, &, 7o) pour s = 0

I'(s, Go) = {
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Cas 2. a <0, k pair, k > 2.

(s, G) = (x(s),t0,&4(s),70)  pour tout s

Cas 3. a < 0, k impair, k£ > 3.

(w(s),0,£(5), T0) pour s < 0
(z,(s),t0,&,(s),70) pour s >0

F(S, Co) = {

Cas 4. a > 0, k impair, k£ > 3.

(z,(s),t0,&(s),70)  pour s <0
(x(s),t0,£(5), T0) pour s > 0

rs. ) = {

Le résultat de propagation du support peut se formuler précisément ainsi,

(3.12) 7 (P(s1,¢)) Nsupp =0 & 7 (T'(s2,¢)) Nsupp pp = 0

Remarquons que si I'(s,() € T*OM alors 7 1(I'(s, () est un espace de dimension 1 mais
comme on sait a priori que supp p C {7 + p(x,§) = 0} la complexité n’est pas si grande car
71T (s,¢)) N {1+ p(z, &) = 0} est réduit & un ou deux points. Dans le cas ol cet ensemble
contient deux points, une propriété de symétrie de la mesure g implique que soit les deux
points sont dans le support, soit aucun des deux ne l’est.

Etape 5.

Il s’agit de montrer que p # 0. Pour cela nous utilisons ’hypothese (3.4). On ne peut pas
passer a la limite directement car 'opérateur Xoa(hQPD) n’est pas un opérateur pseudo-
différentiel. Par la formule de Helffer-Sjostrand, (voir par exemple le livre de Davies [Dal) on
peut le transformer en opérateur pseudo-différentiel en z, il reste a introduire un opérateur de
troncature en 1 (h?D;). Cela peut-étre fait en exploitant le fait que la mesure y a son support
sur {7+p(x,&) = 0}. Tres grossierement, si h?€? est de 'ordre de 1, ce qui est le cas grace a la
troncature 5, alors h?7 doit aussi étre de I'ordre de 1. On peut effectivement démontrer que
si ¢ = 1 sur un intervalle suffisamment grand, alors fOT HXoh_1/2w(h2Dt)é(h2PD)u(t)H%Q(Q) >

1/2 ce qui implique que p #Z 0 en passant a la limite dans cette expression.
Etape 6.

On démontre que g = 0 aux points entrants, c’est a dire les points (xg, to, o, 70) oU |zg|
est suffisamment grand et zg - § < —&(xo). Pour cela, a partir de la fonction fuite usuelle,
nous construisons un multiplicateur adapté. En suivant la méme méthode que Dol [D4], nous
démontrons que I'inégalité (3.2) est vraie pres des points entrants. Ceci implique que p =0
pres de ces points.
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L’hypothese K est non captant étant

(3.13)

Toutes les bicaractéristiques généralisées vont a l'infini quand s — —o0

on démontre que sur toute bicaractéristique il y a un point entrant. On en déduit que pu n’a
pas de support sur toute la bicaractéristique, c’est a dire que p = 0. Ce qui est contradictoire
avec 'étape b et démontre (3.2) par I'absurde.
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