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Effet régularisant pour les solutions de l’équation de

Schrödinger dans un domaine extérieur

Luc Robbiano et Claude Zuily

1 Introduction.

L’effet régularisant que nous allons étudier est le suivant. Considérons la solution u du
problème,

(i∂t − ∆)u = 0 dans R
d(1.1)

u(x, 0) = u0(x) ∈ L2(Rd)(1.2)

la solution existe et est dans C(R, L2(Rd)), de plus ‖u(., t)‖L2(Rd) = ‖u0‖L2(Rd) (conservation
de la masse). En fait localement u est plus régulière pour presque tout t c’est à dire u ∈

L2(R, H
1/2
loc (Rd)). Plus précisément, pour tout χ ∈ C∞

0 (Rd) il existe C > 0 telle que pour
tout u0 ∈ L2(Rd) la solution du problème (1.1) et (1.2) vérifie,

(1.3)

∫

R

‖χ(x)(I − ∆)1/4u(x, t)‖2
L2(Rd)dt ≤ C‖u0‖

2
L2(Rd)

Ce type d’effet a tout d’abord été mis en évidence par Kato [K] pour l’équation de KdV.
Pour l’équation de Schrödinger cet effet a été prouvé indépendamment par Constantin et
Saut [C-S], Sjölin [S] et Vega [V].

Yajima [Y] a étudié le cas des termes d’ordre inférieur à coefficients variables. Döı [D1]–[D4]
qui se place dans le cadre où la partie principale est à coefficients variables, a en particulier mis
en évidence la nécessité de faire une hypothèse de non capture du flot géodésique (hypothèse
analogue à (3.13)). Dans R

d le cas des problèmes avec des potentiels superquadratiques ont
été étudiés par Yajima et Zhang [Y-Z1], [Y-Z2] pour la métrique plate et par Robbiano et
Zuily [R-Z] pour les métriques asymptotiquement plates sous une hypothèse de non capture.

Les problèmes extérieurs ont été étudiés par Burq [B2] où il démontre la nécessité de l’hy-
pothèse de non capture et dans [B3] il démontre un résultat analogue au notre pour des
perturbations compactes du laplacien plat.
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Le but de notre travail est de prouver l’effet régularisant pour des opérateurs à coefficients
variables, sous des hypothèses proche de celles de Döı, c’est à dire pour des opérateurs
elliptiques avec une métrique asymptotiquement plate, un potentiel quadratique à l’infini,
dans des domaines extérieurs. Dans ce cadre il ne nous a pas semblé possible de construire
des multiplicateurs adaptés comme le fait Döı.

2 Les résultats.

Soit K un compact de R
d à bord C∞, on note Ω = R

d \K et on supposera Ω connexe.

Nous considérons un opérateur P =

d∑

k,j=1

Djajk(x)Dk +V (x) où Dj =
1

i

∂

∂xj
. Les coefficients

ajk et V sont supposés C∞(Ω), à valeurs réelles, ajk = akj , 1 ≤ j, k ≤ d. Nous notons

p(x, ξ) =

n∑

j,k=1

ajk(x)ξjξk et nous supposons

(2.1) ∃ c > 0 : p(x, ξ) ≥ c|ξ|2, pour x dans Ω et ξ in R
d.

Nous faisons également des hypothèses de type symbole sur les coefficients. Pour cela nous
notons

(2.2) g =
dx2

〈x〉2
+
dξ2

〈ξ〉2

où 〈.〉 = (1 + |.|2)1/2 et nous notons SΩ(M, g) la classe de symbole de Hörmander de poids
M et de métrique g dans Ω. Plus précisément on dit que a ∈ SΩ(M, g) si a ∈ C∞

(
Ω × R

d
)

et pour tous α, β dans N
d il existe Cαβ > 0 telles que

(2.3) |Dβ
xD

α
ξ a(x, ξ)| ≤ CαβM(x, ξ) 〈x〉−|β| 〈ξ〉−|α|

pour tout x dans Ω et ξ dans R
d.

Sur ajk et V , nous supposerons que

(2.4)





(i) ajk ∈ SΩ(1, g), ∇xajk(x) = o
( 1

|x|

)
, |x| → +∞, 1 ≤ j, k ≤ d.

(ii) V ∈ SΩ

(
〈x〉2 , g

)
, V ≥ −C0 pour une constante C0

Sous les hypothèses (2.1) et (2.4) l’opérateur P est essentiellement auto-adjoint sur C∞
0 (Ω).

Nous noterons PD son extension auto-adjointe.
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Nous supposerons que K est non captant (voir (3.13) pour une définition précise) et que les
bicaractéristiques n’ont pas de contact à l’ordre infini avec le bord (voir (3.11)).

Soit u la solution du problème

(2.5)






i∂tu− PDu = 0

u|t=0 = u0 ∈ L2(Ω)

u|∂Ω×Rt
= 0

Nous notons ΛD = ((1 + C0)Id+ PD)1/2.

Théorème 2.1 Dans le cadre et les hypothèses ci-dessus, pour tout χ ∈ C∞
0 (Rd), pour tout

T > 0 il existe C > 0 telle que

(2.6)

∫ T

0

‖χΛ
1/2
D u(t)‖2

L2(Ω) ≤ C‖u0‖
2
L2(Ω)

3 Structure de la preuve.

La preuve consiste à raisonner par l’absurde en niant l’inégalité. Cela permet d’introduire
une mesure de défaut semi-classique puis de démontrer des propriétés sur cette mesure qui
auront pour conséquence que cette mesure doit être nulle et non nulle, d’où la contradiction
classique dans ce type de raisonnement. Nous allons détailler la démarche suivie en plusieurs
étapes.

Étape 1.

La première réduction consiste à remarquer qu’il suffit pour prouver (2.6) de montrer qu’il
existe C > 0 telle que pour tout h ∈]0, 1]

(3.1)

∫ T

0

‖χ0θ(h
2PD)Λ

1/2
D u(t)‖2

L2(Ω) ≤ C‖u0‖
2
L2(Ω).

Où χ0 est une fonction C∞ à support compact fixée et θ une fonction C∞ à support compact
dans [1/2, 3] et valant 1 sur [1, 2].

Quitte à conjuguer la formule par eit(C0+1) on peut remplacer Λ
1/2
D par P

1/4
D . On peut alors en

notant θ(h2PD)P
1/4
D = h−1/2θ̃(h2PD) où θ̃(σ) = θ(σ)σ1/4, se ramener à démontrer l’inégalité

suivante, il existe C > 0 telle que pour tout h ∈]0, 1]

(3.2)

∫ T

0

‖χ0h
−1/2θ̃(h2PD)u(t)‖2

L2(Ω) ≤ C‖u0‖
2
L2(Ω).
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Étape 2.

Si l’inégalité (3.2) est fausse , il existe une suite hk → 0 (que nous noterons dans la suite h
pour ne pas alourdir les écritures), une suite u0

h ∈ L2(Ω) telles que

(3.3)

∫ T

0

‖χ0h
−1/2θ̃(h2PD)uh(t)‖

2
L2(Ω) ≥ k‖u0

h‖
2
L2(Ω).

où uh est la solution de (2.5) avec la condition initiale u0
h. Quitte à normaliser u0

h on peut
supposer de plus que

(3.4)

∫ T

0

‖χ0h
−1/2θ̃(h2PD)uh(t)‖

2
L2(Ω) = 1

(3.3) et (3.4) impliquent que ‖u0
h‖L2(Ω) → 0. Dans la suite on pose wh(., t) = h−1/2θ̃(h2PD)uh(t).

Étape 3.

Cette étape consiste à montrer que (wh) est bornée dans L2
loc. Pour cela on tronque wh dans

une grande boule. On pose Uh = χ̃wh où χ̃ = 1 hors d’une grande boule, à choisir de sorte
que χ̃ = 0 sur K, que χ0 + χ̃ ≥ 1 sur Ω et que sur le support de χ̃ la matrice (ajk) soit assez

proche de la matrice identité. On vérifie que (Dt + P̃ )Uh = Gh où P̃ est un prolongement
elliptique de P dans R

d et (Gh) est uniformément borné dans H−1. On peut dans ce cas
appliquer le résultat de Döı [D4] pour obtenir que (Uh) est uniformément borné dans L2

loc.
Ce qui implique que (wh) est uniformément bornée dans L2

loc.

Étape 4.

On note wh(x, t) = 1I[0,T ](t)1IΩ(x)wh(x, t), c’est à dire on prolonge wh par 0 dans K et
pour t ≤ 0 ou t ≥ T . Nous définissons une mesure semi-classique adaptée à l’équation de
Schrödinger. Nous suivons pour tout ce passage les travaux de Gérard et Leichtnam [G-L],
Miller [Mi], Burq [B1], [B2] et [B3], Burq et Gérard [B-G], Lebeau [L]. Ce formalisme est
proche des H-mesures de Tartar [T] ou des mesures de Wigner (voir par exemple Lions et
Paul [L-P]) mais nous n’utiliserons pas ici ces notions.

Plus précisément, on montre que modulo l’extraction d’une sous-suite de la suite hk (que
nous continuerons de noter h), il existe une mesure positive µ sur R

2d+2 telle que pour toute
a(x, t, ξ, τ) ∈ C∞

0 (R2d+2) on a (a(x, t, hDx, h
2Dt)wk/wk)L2 converge vers 〈µ, a〉 quand h tend

vers 0.

Le caractère adapté de cette mesure à l’équation de Schrödinger provient du terme h2Dt à
la place du plus classique hDt. Cela a pour conséquence un comportement un peu différent
de cette mesure vis à vis de la propagation de son support par rapport à celui de la mesure
semi-classique usuelle.
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Propriétés du support de la mesure µ.

Nous utiliserons par la suite deux propriétés de cette mesure.

(3.5) suppµ ⊂ {(x, t, ξ, τ) ∈ R
d+1 × R

d+1, x ∈ Ω, t ∈ [0, T ], τ + p(x, ξ) = 0}.

Le fait que le support de µ soit dans Ω× [0, T ]×R
d+1 est évident vu la définition de wh mais

la preuve de suppµ ⊂ {τ + p(x, ξ) = 0} est plus délicate, surtout près du bord de Ω.

(3.6) “ suppµ se propage le long des bicaratéristiques généralisées de p(x, ξ)”

Cette phrase demande une explication, en effet supp µ et les bicaractéristiques généralisées,
ne “vivent” pas sur le même espace. Définissons tout d’abord l’espace adapté pour décrire
les bicaractéristiques généralisées. Notons M = Ω × Rt et ∂M = ∂Ω × Rt, M = Ω × Rt et
T ∗

b M = T ∗∂M ∪ T ∗M . On définit une application

(3.7) π : T ∗
R

d+1
|M

→ T ∗
b M = T ∗∂M ∪ T ∗M

de la façon suivante, si x ∈ Ω, π est l’identité. Pour définir π quand x ∈ ∂Ω, plaçons
nous en coordonnées locales notées (x1, x

′, t) où x′ = (x2, . . . , xd). On peut supposer que
Ω = {(x, t) ∈ R

d+1, x1 > 0} et p(x, ξ) = ξ2
1 + r(x, ξ′) (on a noté ξ′ = (ξ2, . . . , ξd)). On pose

π(0, x′, t, ξ1, ξ
′, τ) = (x′, t, ξ′, τ).

La topologie sur T ∗
b M est la plus fine qui rend continue π. Par exemple en dimM = 1, on

aura T ∗∂M = (0, 0) et T ∗M = {(x1, ξ1), x1 > 0}. Un voisinage typique de (0, 0) est V un
voisinage (usuel) de {(0, ξ1)} (voir la Fig. 1).

Les bicarcatéristiques généralisées.

Soit ζ0 = (x0, t0, ξ0, τ0) ∈ T ∗
b M , nous noterons Γ(s, ζ0) la bicaractéristique généralisée issue

de ζ0 à l’instant s que nous allons décrire ci-dessous dans les deux cas x0 ∈ Ω et x0 ∈ ∂Ω.

x0 ∈ Ω.

Si τ0 + p(x0, ξ0) = 0 on définit γ(s) = (x(s), ξ(s)) la bicaractéristique de p issue de (x0, ξ0),
c’est à dire la solution

(3.8)






ẋ(s) =
∂p

∂ξ
(γ(s)) x(0) = x0

ξ̇(s) = −
∂p

∂x
(γ(s)) ξ(0) = ξ0

On définit Γ(s, ζ0) = (x(s), t0, ξ(s), τ0) tant que x(s) ∈ Ω.

x0 ∈ ∂Ω.

On se place dans les coordonnées locales introduites plus haut. Soit ζ0 = (x′0, t0, ξ
′
0, τ0) ∈

T ∗∂M . Si τ0 + r(0, x′0, ξ
′
0) > 0 alors pour tout ξ1 on a τ0 + ξ2

1 + r(0, x′0, ξ
′
0) > 0. Comme le
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ξ1

T ∗M

V

•
T ∗∂M x1

Fig. 1 – Topologie de T ∗
b M .

support de µ est contenu dans {(x, t, ξ, τ), τ + ξ2
1 + r(x, ξ′) = 0} on a (0, x′0, t0, ξ1, ξ

′
0, τ0) /∈

supp µ quelque soit ξ1. On ne définit pas Γ en un tel point. Nous supposerons dans la suite
τ0 + r(0, x′0, ξ

′
0) ≤ 0.

Si τ0+r(0, x
′
0, ξ

′
0) < 0, on note ξ+

1 =
√
−(τ0 + r(0, x′0, ξ

′
0)) et ξ−1 = −ξ+

1 . Notons (x−(s), ξ−(s))
la solution de (3.8) avec la condition initiale (x0, ξ0) = (0, x′0, ξ

−
1 , ξ

′
0) et (x+(s), ξ+(s)) la

solution de (3.8) avec la condition initiale (x0, ξ0) = (0, x′0, ξ
+
1 , ξ

′
0). Comme de (3.8) on a

ẋ1 = 2ξ1, on a pour s 6= 0 petit, x1(s) > 0 si s.ξ1(0) > 0. Il est assez naturel de poser, pour
s petit,

(3.9) Γ(s, ζ0) =






(x−(s), t0, ξ
−(s), τ0) pour s < 0

(x′0, t0, ξ
′
0, τ0) pour s = 0

(x+(s), t0, ξ
+(s), τ0) pour s > 0

On vérifie que Γ(s, ζ0) est continue par rapport à s avec la topologie définie plus haut sur
T ∗

b M .

Si τ0 + r(0, x′0, ξ
′
0) = 0, on introduit r0(x

′, ξ′) = r(0, x′, ξ′) et on note γg(s) = (x′g(s), ξ
′
g(s)) la
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Cas 1 Cas 2 Cas 3 Cas 4

x0 > 0 x0 > 0 x0 > 0 x0 > 0

Hr0
Hr0

Hp Hp Hp Hp

Hp Hp Hp Hp

Hr0
Hr0

Fig. 2 – Bicaractéristiques généralisées.

bicaractéristique de r0, appelée la bicaractéristique glissante, c’est à dire la solution de

(3.10)





ẋ′g(s) =
∂r0
∂ξ′

(γg(s)) x′(0) = x′0

ξ̇′g(s) = −
∂r0
∂x′

(γg(s)) ξ′(0) = ξ′0

L’hypothèse que les bicaractéristiques n’ont pas de contact à l’ordre infini avec le bord s’écrit
plus précisément

(3.11) x1(s) = αsk +O(sk+1) pour α 6= 0

Nous avons 4 situations géométriques différentes en fonctions du signe de α et de la parité
de k dans la formule (3.11). Avant d’entrer dans une description détaillée de la définition
de Γ(s, ζ0) dans ce cas, on peut résumer la situation en disant que si γ est dans Ω la bi-
caractéristique généralisée suit la bicaractéristique de p, sinon elle suit la bicaractéristique
glissante. Dans la Fig. 2, nous avons dessiné en trait plein la bicaractéristique généralisée qui
suit soit le flot de Hp, soit le flot de Hr0

.

Cas 1. α > 0, k pair, k ≥ 2.

Γ(s, ζ0) =

{
(x(s), t0, ξ(s), τ0) pour s < 0 ou pour s > 0

(x′0, t0, ξ
′
0, τ0) pour s = 0
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Cas 2. α < 0, k pair, k ≥ 2.

Γ(s, ζ0) = (x′g(s), t0, ξ
′
g(s), τ0) pour tout s

Cas 3. α < 0, k impair, k ≥ 3.

Γ(s, ζ0) =

{
(x(s), t0, ξ(s), τ0) pour s < 0

(x′g(s), t0, ξ
′
g(s), τ0) pour s ≥ 0

Cas 4. α > 0, k impair, k ≥ 3.

Γ(s, ζ0) =

{
(x′g(s), t0, ξ

′
g(s), τ0) pour s ≤ 0

(x(s), t0, ξ(s), τ0) pour s > 0

Le résultat de propagation du support peut se formuler précisément ainsi,

(3.12) π−1(Γ(s1, ζ)) ∩ supp µ = ∅ ⇔ π−1(Γ(s2, ζ)) ∩ supp µ = ∅

Remarquons que si Γ(s, ζ) ∈ T ∗∂M alors π−1(Γ(s, ζ) est un espace de dimension 1 mais
comme on sait a priori que suppµ ⊂ {τ + p(x, ξ) = 0} la complexité n’est pas si grande car
π−1(Γ(s, ζ))∩ {τ + p(x, ξ) = 0} est réduit à un ou deux points. Dans le cas où cet ensemble
contient deux points, une propriété de symétrie de la mesure µ implique que soit les deux
points sont dans le support, soit aucun des deux ne l’est.

Étape 5.

Il s’agit de montrer que µ 6≡ 0. Pour cela nous utilisons l’hypothèse (3.4). On ne peut pas

passer à la limite directement car l’opérateur χ0θ̃(h
2PD) n’est pas un opérateur pseudo-

différentiel. Par la formule de Helffer-Sjöstrand, (voir par exemple le livre de Davies [Da]) on
peut le transformer en opérateur pseudo-différentiel en x, il reste à introduire un opérateur de
troncature en ψ(h2Dt). Cela peut-être fait en exploitant le fait que la mesure µ a son support
sur {τ+p(x, ξ) = 0}. Très grossièrement, si h2ξ2 est de l’ordre de 1, ce qui est le cas grâce à la

troncature θ̃, alors h2τ doit aussi être de l’ordre de 1. On peut effectivement démontrer que
si ψ = 1 sur un intervalle suffisamment grand, alors

∫ T

0
‖χ0h

−1/2ψ(h2Dt)θ̃(h
2PD)u(t)‖2

L2(Ω) ≥

1/2 ce qui implique que µ 6≡ 0 en passant à la limite dans cette expression.

Étape 6.

On démontre que µ = 0 aux points entrants, c’est à dire les points (x0, t0, ξ0, τ0) où |x0|
est suffisamment grand et x0 · ξ0 ≤ −ε〈x0〉. Pour cela, à partir de la fonction fuite usuelle,
nous construisons un multiplicateur adapté. En suivant la même méthode que Döı [D4], nous
démontrons que l’inégalité (3.2) est vraie près des points entrants. Ceci implique que µ = 0
près de ces points.
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L’hypothèse K est non captant étant

(3.13) Toutes les bicaractéristiques généralisées vont à l’infini quand s→ −∞

on démontre que sur toute bicaractéristique il y a un point entrant. On en déduit que µ n’a
pas de support sur toute la bicaractéristique, c’est à dire que µ ≡ 0. Ce qui est contradictoire
avec l’étape 5 et démontre (3.2) par l’absurde.

Références

[B1] Burq N. : Mesures semi classiques et mesures de défaut, Séminaire Bourbaki, Astéris-
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[Hö] Hörmander L. : The analysis of Linear Partial Differential Operators I, III, Springer
Verlag, Berlin, Heidelberg, New-York (1985).

[K] Kato T. : On the Cauchy problem for the (generalized) KdV equation, Stud. Appl.
Math. Adv. Math. Suppl. Stud. 8 (1983) 93-128.
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