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A propos des fonctions theta et des réseaux d’Abrikosov.

F. Nier

1 Introduction.

Nous nous intéressons a des inégalités fonctionnelles pour des fonctions entieres sur C. Pour
h > 0 nous associons a une fonction entiere f la fonction

_ Lz

u(z) = f(z)e” 2n .

Avec ces notations les propriétés d’hypercontractivité du semigroupe des dilatations f;(z) =
f(e7'z) s’écrivent tout simplement

lullr < Cpgnllulle > pourp =g,
avec LP = LP(C, L(dz)) en notant L(dz) la mesure de Lebesgue sur C. On notera que l'espace
Fn={f€H(C),ue L}

n’est rien d’autre que l'espace de Bargmann, image de L*(R,dy) par la transformée de Barg-
mann semiclassique.

Cette inégalité pour laquelle la constante C, ,; est obtenue par saturation par les gaussiennes,
est tres fortement liée aux inégalités de Sobolev logarithmiques qui en sont une version infini-
tesimale (voir [Car][Gro][Nel] pour plus de détails). L’inégalité réciproque

lull o > Ky |

>
Lo (p>q)

a trivialement un sens pour € > 0 et dégénere quand € — 0 au sens ou lim._g Kp 4.5 = 0.
En fait le probleme de minimisation

f entiere HuHLq

est mal posé a cause d'un défaut de compacité et une bonne compréhension de cela doit donner
des informations précises sur ’explosion de la constante K, ;’67,1 et plus particulierement a des
constantes explicites dans les inégalités de Sobolev logarithmiques inverses (voir [GaSo|[GGS]).
Un cas particulierement intéressant est le cas ¢ = 2 et p = 4 qui est directement lié au
probleme des réseaux d’Abrikosov intervenant dans la théorie de la supraconductivité, la su-

perfluidité et plus récemment dans 1’étude des condensats de Bose-Einstein en rotation rapide
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(voir [Abr][KRA][Aft]). Une fagon de corriger le défaut de compacité est de rajouter un terme de
potentiel confinant (non nécessairement harmonique) comme cela est fait dans les expériences
de condensats en rotation rapide. Cela conduit dans le cas harmonique au probleme

in / 1212 Juf® + Jul* L(d=)
C

f entiere, [Ju|| 2=1

qui a été étudié dans [ABN]. A ce jour, aucune minoration précise de I'infimum n’a été établie
tandis que la majoration peut-étre traitée de fagon assez poussée.

Une autre facon d’introduire de la compacité dans le probleme, est de considérer des fonc-
tions entieres f telles que |u| soit périodique. Non seulement cela permet de faire un grand
nombre de calculs explicites a 1’aide des fonctions théta, mais de plus cela fournit un modele
local. Dans le cadre de la limite h — 0, l'introduction d’échelles intermédiaires et des tech-
niques de modulation d’amplitude mises en oeuvre dans [ABN], doivent permettre de traiter
des situations avec des potentiels confinant ou des situations géométriques plus complexes.
Avec ce cadre périodique, nous rappelons dans cet exposé quelques notions autour des fonctions
théta et présentons quelques calculs. Il apparaitra que les réseaux réguliers sont des points cri-
tiques, une fois fixé un parametre de forme, et que le réseau hexagonal est un minimum local.
Au passage nous montrerons comment le probleme de minimisation sous 1’hypothése d’un zéro
par cellule de périodicité est exactement le probleme des fonctions théta minimales considéré
par Montgomery dans [Mon].

2 Définitions, notations.

Compte tenu des différentes notations suivant les auteurs et les points de vue considérés, il
n’est pas inutile de fixer précisément les choses.
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2.1 La fonction théta.

Les fonctions théta usuelles sont données en suivant [Cha] par :

90(2, 7')

91 (Z, 7')

92(2, 7')

Os5(z, T)

avec ¢ = "7

D N e R RR (2.1)
nEZ
1
D gD 7y = S+ T4 (2:2)
nez
1 1
91(2,7’) :90(5—2,7') = —90(2—5,7') (23)
Z(_l)nqn2€2iﬂnz Ty = % +7Z+ 77 (2.4)
nez
Or(z,7) = QO(% — 2, T)qie*i”(—i) 2.5)
(2.6)
n? 2irnz 1 T
> g Zy=5+5+2L+7L (2.7)
nez
1 T 1
O3(z,7) = 90(5 + 5~ z,T)gre ", (2.8)

et en précisant pour chaque k =

0,1,2,3 le lieu Z;, = 0, ({0}).

Suivant les auteurs 0 correspond a différents choix :

— Chandrasekharan [Cha]

— Mumford [Mum] : § =

— Nonnenmacher-Voros [NoVo|

05 .

:9:90.

: Le 0; de Whittaker et Watson [WhWa] correspond ici

a 0. Ils travaillent donc avec 6 = 6.
Les propriétés de quasipériodicité et de symétrie de 6y et 3 sont :

Oo(—z,7)
60(z+1 T)
90(2+T ’7')

)

et 93(Z+1 T

O3(—z, )

93(2+T,T)

2.2 Espaces L°.

On pose 7 = 7 + 177, h =

_60(27 T) (29)

_90(27 7_) (210)
q71€72iﬂz90(27 ,7_) — _6721‘“(2*%)90(2’ 7-) , (211)

SRRSO e

1 7 L

—€0(§ + 5 z,T)qre”"™ = 0s(2,7)

03(2’ 7_) ]_3)

qflefZiﬂzeg(Z’ 7.) ) (214)

L. Le parametre h > 0 est donc fixé ici. Il n’est pas inutile
de garder a l'esprit le parametre h correspondant au principe d’incertitude. Plus loin la limite
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semiclassique sera réintroduite en considérant des cellules de périodicité de grand volume.

Fn = {f holomorphe, / |f(z)|26’|z%l2 L(dz) < —i—oo} .
C

. . : _Llz2
En introduisant la fonction |u(z)| = e~ 2n, on a

1FIZ = / PO T L(dz) = Jlul2

Dans [Mum], Mumford travaille plutot avec 'espace

_ 27| Im 2\2

Gn = {g holomorphe,/ lg(z)P e T L(dz) < ~|—oo} .
C

La correspondance unitaire se fait en posant

N

Tz
flz) = e¥rg(2)
9 _mlzl? 9 _mlz® rRes? 9
)" = e T fEIF=e e o g(2)]
_ 2n(Im z)2

u@)]” = 1)

et
(f € Fu) & (g € Gh) (2.15)

avec | 715, = lglg,

On notera que si f € Fj, peut étre vue comme image d'un vecteur ¢» € L*(R,dy) par la
transformée de Bargmann, |u|* () n’est rien d’autre que la fonction de Husimi associée & v,
c’est a dire le symbole de Wick du projecteur |¢)(¢)|. C’est le point de vue du travail de
Nonnenmacher et Voros [NoVo].

2.3 Translations de phase.

Nous rappelons maintenant comment sont définies les translations de phase sur Fj et leur
traduction sur Gy, .
Pour zy € C on définit la translation de phase Tzho par

zp(2—29)

i) =e o fa—20) =TT f(z - 5).

2 2
On remarque que pour u(z) = e~ f(2), cela se traduit par

g (2) = €~ 5 71 £](2) = e~ 5 e I (5 — 2)

et finalement par

_ 212 —2Re (zg2)+l20|?
2h

|z (2)] = € [f(z = 20)| = |u(z = 20)] - (2.16)
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h

Cela assure que 7, est un opérateur unitaire, pour toutes les normes |ul|;,. On ne sera pas

zZ

surpris de la relation entre |u.,(2)|* = |u(z — z)|° donnant 'action des translations de phase

sur les fonctions de Husimi.
Sur G}, cela se traduit par

avec (T,,9)(2) =

En introduisant les translations
donne

(Sh9)(2)
(Tog)(2)

627'1 e 27y g(Z _ ZO)

—i<%(Im zo)zefl(lm ZO)QGi%(Im z0)(Re zo)

9(z — 20)
Sy et T, définies par Mumford dans [Mum] pour a,b € R, cela

= 4= +D) = (F49)(2)

2iraz ima’T

= e e g(Z + GT) = (%,aTg) (Z)

Exemples : Pour la fonction 63 on obtient

(S105)(2) = 93(2 + 1) = 05(z)
(T1603)(2) = e*™e™0y(2 +7) = 05(2).

La relation entre 6, et 03 est donnée par

ST 16 = S

e~ T Oy (2 — %, )

1 7

o=

1

= e T2 T (2 — 5 5,7) =03(z, 7).

En inversant T%S = -5 1 T% et

1
2

on obtient

en posant suivant [Mum]

Oup = Sp1o03 pour a,beR, (2.17)

60’0 = 03 et 00 = -0

=
ol

Relations CCR : La forme symplectique naturelle sur C = R? via 'identification z = %(x —

i) est

o(z,2")=2Im (z.2)).

La composition de deux translations de phase est donnée par

et on obtient

Tz O Tay

.2Im z7.2
h h g2 2122 g
— 2h
7—21 © 7'22 € 7—21+z2

. Im Z7.29 .
ot ~ _ im(bias—a1bs) ~
=€ I Tei42zg — € ( )TZ1+Z2
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en prenant pour la derniere égalité z, = —b, — a7, k =1,2.
Exemple : A
SbTa = 7~——b 9 7~——a7— = €2mabTaSb .

Dans [Mum|, Mumford introduit la représentation du groupe de Heisenberg donnée par groupe
des translations de phase sous la forme,

U()\,a,b) = )‘TaSb = A7~_—0L7' 0T p = Aeiﬂ—ab%—b—m’u
pour A € C* ou A € S! et a,b € R. On rappelle la loi de composition
(A, a,b)o (N, d' b)) = ONe¥™ a+d b+ V).

2.4 Fonctions théta de plusieurs variables.

Pour exprimer les quantités finales, il est commode d’introduire les fonctions théta de plusieurs
variables. Une définition possible associe & une forme quadratique sur R? une fonction théta.

Definition 2.1. Pour A € My(R) une matrice symétrique définie positive et pour v,6 € RY,
la quantité 0(~y, d, A) est définie par

0(y,0,A) = Z e~ (7). A(nt7) 2imdn
nezd
ou x.y est le produit scalaire usuel de x et y dans R?.
Une conséquence de la formule de Poisson donne

Proposition 2.2. Pour A € My(R) symétrique définie positive et pour v,0 € R%, on a
€—2i7r6.'y
(det A)1/2

Preuve : On utilise la formule de Poisson

Vi) =) =) e

neL LeL*

avec ici L =74, |Vi| =1 et L* = (2nZ)?. On obtient

—m(n+7v).A(n+7) 2ind.x S(r — dr = / —7(x+7). A(z+7y) 2imd.z il.x d
e e xr n i e e e X
[ (o) as- [ >

nezd Le(2nz)d

0(77 57 A) = 8(57 - A_l) :

_ Z / —m(xz+7). m+’y)€7r[2i(6+2).(x+'y)]672i7r(5+2).'y dr

Le74

—2imd.y
_ & —m(+6). AT (5+)

~ (det A)i2

672z7r6.'y

_ o -1
- (detA)l/Q(g(é’ 7714 )
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Comme cas particulier on retrouve la formule donnée dans [Cha]
0(£0,0, A) = (det A)"Y20(0, 6, A7Y). (2.18)

Une définition plus générale consiste & poser pour une matrice 2 € My(C), symétrique, QF = Q,
de partie imaginaire Im Q = 2%(Q —Q) = 2%(Q — ) définie positive, pour a,b € R? et z € C,

0 { a } (z, Q) — Z eim(nta).Q(nta) 2im(nta).(2+b)

b
nezd
La quantité 0(~, d, A) correspond au cas
Q=iA, , a=~veR? | b=6cR? et 2z=0,

et la Proposition 2.2 est un cas particulier de 'invariance modulaire par rapport & € (voir[Mum)]).
Le cas qui nous intéressera plus particulierement est celui de la forme quadratique associée au
réseau hexagonal :
1 9 ,
r.Asx = —|rT £ 3,7 avec T = ¥/3.

I

Parmi les nombreuses propriétés du réseau hexagonal (voir [CoSl]), 'auto-dualité se traduit par

1 (21 B L 12
A+_ﬁ(1 2)7 det(A+)—1 et A+ —A_—%(_l 2)7
0(77 57 A-l—) = 6_2“—7.60(57 =, A—) = 6_2“—7.60((517 52)7 (717 _’72)7 A-l—)

et va jouer un role important.

3 Fonctions entiéres f, g et périodicité de |u

On rappelle les relations pour f € Fy,

u(z) = e wmf(z)=e 7 g(z).
Etant donné un réseau (a isométrie pres)
L=0UZ+TZ), (>0,

avec T = T + 177 et

1 1
7| > 1, —§§TR<§ (TR <0if |7|=1),



on précise les fonctions g entieres telles que
lu(z + 0] = lu(z)]  |u(z+€r)] = [u(2)] .

La contrainte de périodicité sur |u| entraine avec h = /7y

|z+16|22—h<z+e>2
|S€g(2)| = |g(2 + g)l = ‘ = €2R26hz/222’ == 1
9G g2 B
et |(ng)(2)| _ e@ReQiﬂz €W -1
|9(2)]

Ainsi % et % sont deux fonctions entieres de module 1. Il existe deux constantes ¢, s € R
telles que

Spg = e*™g et Tpg = ¥ ™2, (3.1)

Proposition 3.1. On fize le réseau L = ((Z + Z1) comme précédemment. Soit g une fonction
_ w22 =2?)
entiére telle que u(z) = e 1 g(z) a un module L-périodique. Si g a N-zéros, z1,..., 2N
comptés avec multiplicité, dans {t; + taT,t1,t € [0,€)} alors on a
a) (= N'/?;
b) g est proportionnelle a
N
_ 2im 2 2’ — 2
e N ! m (345 #) H Nl/Qk’ :

k=1

c) g vérifie de plus les conditions de quasipériodicité (3.1) pour @1 et o donnés par

sz = <902 — g) + (g —@1)lt mod (L). (3.2)

Preuve : a) On sait que la périodicité de |u| impose les conditions de quasipériodicité (3.1).
On en déduit de
g(z+ 1) = ¥ g(2)
et ™ gz 70) = (Tug)(2) = 9(2)
la valeur ¢? pour l'intégrale
1 9'(2)
21T Jog 9(2)
sur le bord d’une cellule de périodicité Q. D’ot N = ¢2.

dz

b) et c¢) Pour ¢; € R on pose

N
. (N/2—¢1) —
golz) = e T (z éZk’T> '

k=1
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N
__—2in(N/2—p1) —2in N/ 2e1) 2= Rk
Sego(2) = e Ve ¢ | | to 7 ;

211

= e go(2) .

De méme on obtient

N
TZgO(Z) — 62171'[2 iml?r 72”‘.(]\7/2 o) *QZW(N/Q o1)z H (Z_Zk +T’ 7_)

. B _ ,L
2m€z€m€ Te 2in(N/2—¢p1)T (_1)N inTN 7 24

(& €

e go(2) = e 90(2),

en prenant - tel que

N
N N
sz: (‘PQ—E)«“L(?—%)ET-

k=1

Avec les hypotheses faites sur g, la fonction ggo ZZ)) est holomorphe et de module périodique. D’ou

la deuxiéme assertion. ]

Remarque 3.2. Nous rappelons ici linterprétation (tres classique) de ces propriétés :

— Pour ¢y et s fixés, la condition de quasi-périodicité (3.1) nous dit que les objets qui nous
intéressent sont des sections holomorphes d’un fibré en droite sur le tore C/(Z + 7Z) .

— Les propriétés b) et c) font le lien avec I’ensemble des fonctions méromorphes L-périodiques
dont les poles sont fixés (notion de diviseur en géométrie algébrique).

— La propriété a) est une contrainte venant du principe d’incertitude sur la quantification
géométrique du tore que nous précisons plus loin. La limite £ ou N — oo est une limite
semiclassique, avec petit paramétre h' = N—' = (72 étudiée par de nombreuxr auteurs

(voir [NoVo] [ShZe][BoGu]).

4 Quantification du tore.

On se donne le réseau £ = (Z + (77 et on pose

m .
N=0#  h=— 71=1g+im.
Tr

Toutes les intégrales sont faite sur une cellule de périodicité et on pose

an(Z)L(dZ)
a(z) L(z) =4 ——— = Q+L=C,
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ainsi que
loli =  lu()P* L2
t gl =f =) L(@2).

On veut donc étudier 'infimum de la quantité

Flu@)|* L(dz) gl
(f [u(z)]? L(d2)"  llgllz

(4.1)

IZ‘2722

ouu(z) =e~ 2z g(z) vérifie les conditions
— ¢ est holomorphe,
— |u| est L-périodique.

D’apres la Section 3, cela se traduit par

Ség — 62@71'@1 T'Z — e?zmpgg

et on peut se ramener par translation de phase (sans changer la quantité (4.1)) au cas ¢; =
Y2 = 0.
Nous allons donner diverses expressions explicites de la quantité (4.1).

4.1 Espaces de Hilbert sur le tore.

Revenons sur le groupe de Heisenberg
U()\,a,b) = /\Ta © Sb
(A a,b)o (N, d, b)) = (Axe%ba’, a+d. b+ b') .

L’ensemble

r={(1,a,b), a,beZ}

en est un sous-groupe discret isomorphe a Z. On peut aussi considérer pour ¢ € N
m={(1,a,b), a,belZ}.
Definition 4.1. Pour { € N, [’espace V, est défini par
Ve = {g entiere, Unang =9, V(1l,a,b) € €F} .
Comme espace de Hilbert, il est muni de la norme || ||, et du produit scalaire associé noté ( , ).

Nous rappelons la caractérisation suivante (voir [Mum]) qui assure que V; est un espace de
dimension N = ¢* (nombre de zéros par cellule).
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Lemme 4.2. Une fonction entiére g appartient a Vy (¢ € N) si et seulement si
imn2T _2imnz
g(z) = Z cne™ Te
nE%Z

avec la contrainte ¢,, = ¢, sim —n € (7.
Preuve : La périodicité g(z + ¢) = g(z) permet d’écrire

g(Z) _ Z C;€2i7rnz

nel=17

ITTN

2 3N .
et on pose ¢, = cpe . La deuxieme contrainte

02 2iml
Teg(z) = €™ g(z+71)
T S ) )
— § Cnezm’b ’remrﬂ TeQzﬂ'EzeQzﬂ'n(z-l—éT)

nel—17Z

L, .
— § cm_ge”m 762z7rmz 7

mel—17Z

conduit a ¢, = ¢, sim—n € (7. 1

4.2 Calcul des normes sur V.

On peut préciser la série de Fourier de la fonction |u|2 en fonction des coefficients (¢, )ne(e-12)/(2)
de g.

[z ==

1 g(2) vérifie

—T

Lemme 4.3. Pour g =7 _, -1, €T ¢ V) o fonction u(z) = e

1

2 _ 2 2im(k1x+kay)
u@ +yn)|" = —=; > Ukwee (4.2)
1 k1,ko€l—17

J — — 2imkow imkiko *#‘le*kQF

avec Uk, = Chy+wCa€ e e 27 (4.3)
we(t-17)/(¢Z)
Preuve : On a
2 *ZWM T2 irm2= 9ir(n1z—ngZ)
|u(z)| = e Tr E Cnl%emnlffmnfemﬂ 1 2 )

nl,nge(f_lZ)

En posant z = x + y7, cela donne

|U(ZL‘ -+ y7)|2 — Z Cnl%eiﬂ[T<m+y)2*?(n2+y)2]621'7"(”17”2)3: )
nl,nge(f_lZ)
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De I'expression de l'intégrale

; 2 = 2 ; 1 _ — _a? n(ngtng)
/em[T(nler) —T(n2+y) ]e—zny dy _ e I |(n1 n2)T 27T| 61%2
R

\/27’] ’
on déduit
u*(z,m) = /IU(chryT)IQe"””’ dy
R

1 7|1 —no0 )T — 2L 2 .n(ni14+ng) .
2 —
E CnqCny€ 271 |( 17m2) o | e 2 e im(n1—n2)e

271 ni,no€(l—17)

et en prenant

. . . 1 -1
k1 =mn1 —ng puis ng =¥ljo +w, js € Z,w € O,Z,..., 7 ,

3 1

B PR b
wam = =] X ensme T s ] [Z Z]

ki €tz 2 €7,
w e (£~17)/(07)

La formule de Poisson dit que le dernier facteur est égal a

2m

kQGZ_IZ

La transformée de Fourier inverse
lu 3:+Ty /|u| x,m)e ””7—

conduit alors a
ZA/ kit—k .
ki,ko — E Ck1+w0w6 2"’1 k1 2| Zﬂ'klk2 62Z7Tk2w )

we(t-12)/(¢2)
Cette expression de |ul” conduit &

Proposition 4.4. Pour g = 3, _, 1, c,¢™ 7e¥™ € V,, la fonction u(z) = ¢ " 21 g(z)
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Frer e - 25 X ek (4.4

we(l—12)/(¢Z)

]‘ — k11— 22 — 2imkow
][ W L) = Y TS g e (4.5)

k1, ko€ (0-17) we(t-17)/(¢2)

— T ki T—ka|? Z — 2%
§ e 1 |1 2] Ck1+wcw62z7rk2w

lglly kL ks€(12) we(t1Z)/(e2)

1 = 2 (4.6)
Il 2
> el
we(t-17)/(¢7)
Preuve : 1l suffit de calculer 'intégrale et la norme L? d’une série de Fourier. ]

4.3 Traduction des translations de phase sur les coefficients ¢, .

D’apres la Section 2.3, on sait qu’une translation de phase, c’est a dire Uy 5 avec |A| =
1 préserve le caractére entier de g, la L-périodicité de |u| et la quantité f |ul?. Néanmoins
I’appartenance d’une fonction entiere g a V; est caractérisée par

Seg=g et Tig=g
ou encore

% 0
sz: 5(14—7’) mod L.
k=1

Ainsi une condition nécessaire et suffisante pour que Uy ) agisse sur V; est a,b € (¢7'Z). On
introduit donc le sous-groupe du groupe de Heisenberg

2 1
Gy = {U(,\,a,b)7/\Z =1,a,b€ ZZ} )

qui est un groupe de transformations unitaires de V.
On introduit une premiere base de V; qui permet d’expliciter ’action de G,.

Definition 4.5. Pour wy € ((7'Z)/(¢Z) on note e, l'élément de V, donné par

1 ; 2 :
Cup = (27’[62) i E em(erwo) T€Ql7r(m+w)z )
melZ
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L’expression de la norme || ||, de la Proposition 4.4 indique que la base (ew,)w,e(e-12)/ez) €st
orthonormée.

Pour g =Y cue, € Vi, a et b dans (7'Z, on a
Spg(z) = g(z+Db) ch Zimbw (2)

Tag(Z) — eZzﬂazezﬂa27g<Z 4 CLT)

) L, ) 2 )
_ 6217razez7ra T E :Cw [ E em(erw) 762m(m+w)(z+a7)]

w melL

ch [Z em(erera T 2m(m+w+a)z]

melL

= E Cor—aCu -

w

Dans la base (e,)ue(e-12)/ez) de Vi, les translations S, et T, pour a et b dans (=7 sont données
par

Sy 1 (Co)we1z)/002) — (ezmbw%)we(ﬁlz)/(m ;
To ¢ (Co)oeerny/z) = (Coma)wee12)/(e2) -
On en déduit I'expression suivante pour ||g|[; = f |u|*.

Proposition 4.6.

— T lkym—ko|?
Voe Ve lolli= Y e ™R g, 8, 00

k‘l,kzef_lz

Preuve : Il suffit de remarquer

1 2imkow 1 T %imkow .
m Z ChywCw€™ 2 = V2l Z e Cw-Cow—(—k1)
= <S—kzgu T—klg> :

5 Etude du quotient ||g|[; /||g]|; -

On considere la question de la minimisation de

q — |k T—ka|?
I H4 = |lg H Z ¢~ 1Tkl l{g, Sk2T7k19>|2

|| ||2 kl,kzef_lZ
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Le résultat attendu est que le minimum vaut

s 2
— 77 lmne| : 2im/3
E e pour 7 = j = e*™/3

n1,n2€%L

c’est a dire pour une distribution uniforme de zéros suivant un réseau hexagonal. Nous allons
préciser tous les résultats partiels qui vont dans ce sens.

5.1 Lecas/=1.

Dans ce cas I'espace V est de dimension 1 et la quantité ||g|[; /|lg]l; est le réel paramétré par
T

4
||g||j11 _ Z e*;|n17'fn2|2 _ 9(0’ O’ AT)
||g||2 nl,TLQEZ_lZ

en introduisant la fonction 6 associée a la forme quadratique sur R? de matrice

AT:i( 7I* _TR).
Tr —TR 1

L’optimisation par rapport au parametre 7 a été considérée avec des méthodes différentes
par Nonnenmacher et Voros dans [NoVo| et antérieurement par Montgomery dans [Mon] : Le
minimum est atteint pour le réseau hexagonal 7 = j = ¢%"/3 avec la valeur (0, 0, Aj) ~1,159.

5.2 Choix d’une bonne base.

Comme le minimum pour ¢ > 1 est censé étre atteint pour une distribution uniforme de zéros,
nous introduisons la base faite de fonctions théta associées a des distributions uniformes de
zéros. En suivant [Mum] on pose

00,0(2) - (27—])1/493(2) = (27-1)1/4 Z eiWTHQeQiﬂnz ]

neL

Dans la base (€, )we(-12)/(z) de la Section 4.3 c’est le vecteur unitaire, ||6p |, = 1, donné par

24 siweZ
0o = Z Cwbw AVEC Co = { ( O) sinon
w

Definition 5.1. Pour (a,b) € {0, %, ce 4_71}2 on pose
ea,b = SbTa90,0 .

Représentation de 0,; dans la base (e,).c@12)/@z) : On écrit les coordonnées de g =
Zwe(klz)/(m) C.€, sous la forme d’un tableau

@ 4 ce
C1 Ce+1 cee C2e—1
[ [
Co-1 Cp14l 70 Cpgqtd
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Le vecteur 0 est

10 0
ey 0
10 0
Le vecteur 0,0 = T,0p 0 est
0 010 0
(2m)"* O ’ 1 " 0
0 010 0
avec des 1 sur la (af)-iéme colonne.
Et enfin 0, = Sy0,,0 est
0 --- 0 e2imba 0 --- 0
0 €2i7rb(a+1) 0 --- 0
(27’[)1/4
0 ... 0 emart-1) (o ... g

ou seule la (af)-ieme colonne est non nulle.

Notations : On rappelle les notations [r| pour la partie entiere d'un réel r € R et {r} = r —[r]
pour sa partie fractionnaire.

De cette écriture on déduit aisément.

Proposition 5.2. La famille (0,y), befo.l,, 1) forme une base orthonormée de V;, pour la-
quelle on a
Vk € (671Z), Tkea,b = 672Mb[a+k]9{a+k}7() (51)
Sk9a7b = €2i7r[b+k}a9a’{b+k} . (52)
Remarque 5.3. Avec ce résultat et notamment avec (5.1) et (5.2), il vaut mieux indezer O,
par a et b dans {O, %, . Z’Tl} plutot que par ((T'Z) /7. .
Pour 6y = 03 on a 6 0= % + 5 +Z+ 7Z. On en déduit que d’une fagon générale les zéros
de 6, sont sur le réseau
1 1
b+ 5t (—a+ §)T+Z+TZ.
En fait les fonctions 6, sont a une constante pres les seules éléments de V;, dont les zéros sont
sur un réseau régulier.

Proposition 5.4. Si g € V, vérifie

9 ({0}) = (=by — ay7) + Z +7Z
alors a, et b, appartiennent ¢ (717 et en posant a = {a,} et b = {b,}, il existe A\ € C tel que
g = )\ea,b .
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Preuve : Il suffit de noter que la contrainte
@ 1
-
Zk:zk :6(5 + 5) mod £

implique a, € (7'Z et b, € (~'Z. Ensuite le quotient g/f,, est holomorphe périodique, donc
constant. |

NeNe\ee

\

TOU T O] T O &0

o \ \ o \ \ o
VNN

T T, O T 0o
pg\.\.\.\.

Fig 1.Zéros de Oy (o) et b, (0 ) pour a,b € {0,4,....,52}.
On peut maintenant calculer la quantité ||g||; dans cette base.

9= > a0

a,be{0,1/¢,...(0—1)/0}

Proposition 5.5. Pour

la, quantité ||g||} vaut

— = |k17+ko|?
loli= > e ™R g 8, T gl

k1,ko€l—17Z

2
avec |<g ) Sk2Tklg>| = Z 9{a1+k1},{b1+k2} Gas,by 9{a1+k1,ba+ka} Gas,bo
a17b17a27b2€{07...,£_71}
w o2 (b1 +ke[{ar+ki}=bi[ar+ki]) oo 2im([batka]{az+ki}—b2laz+k1])

Preuve : 1l suffit d’utiliser
SkQTklea,b _ 672i7r[a+k1]b€2i7r[b+k2]{a+k1}9{a+k1}7{b+k2} ’

et d’écrire le produit scalaire (g, Sk, Tk, g) dans la base orthonormée (0ap), peto, -1y :

(g, Sk, T, 9) = Zmga7b62i7f([b+k2]{a+k1}—b[a+k1]) .
a,b
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5.3 Les distributions uniformes de zéros sont des points critiques.

Au lieu de chercher & minimiser le quotient [|g||; / [|g]l3, ’homogénéité nous permet de considérer
a la place la fonction

@4,2<g>=||gnz—( 5 e‘?'“”“')Hgné 6.3

TL1,TL2€Z
sur la sphere {||g|[, = 1}.

Proposition 5.6. Pour 7 fizé, tout élément de la base (6’(175)a7be{0’,,_7(g_1)/g} est un point critique
pour la fonction @449 sur la sphére {||g||, = 1}.

Preuve : L’invariance par les translations de phase de la fonction ®,5 et le fait que 0, =
SpTa00,0 permettent de ne considérer que 6. Reprenons le calcul précédent pour

g =000 +1tg
avec ¢ = Z Joplap -
a,be{0,...,(0—1)/(}
(a,b) # (0,0)

On a

<g7 S@ng) = p2 (]{;1’ k2) +t (gf{kl},{kg}e%ﬂkﬂ{kl} + eQiﬂ{—kl}[—kﬂgi_kl}’{_b})
+ 12 <g, ) SkZTk1g,> :
On en déduit
s 2
looo +tglly = > e M Lot (5.4)

n1,n2€%L

—Z |kym+ka|?
2 Y e [25zz(k1,k2)Re (g, St T )
k1,koctl—17

2Z‘7T[k‘2} {k‘l } /

DY 2im{—ko}[—k
g{k1}7{k2} _.l_ e { 2}[ 1] /

2
I{—k1}{—k2} ]
—Z k1T k22 1 DY i {— —
+H 3 TR g Re [(62”““2“’“}9@1}7{192}+€2”{ Ry ery) (9 ST g)
k1,ko€l=17

—l—’e

_m 2
D DI LR (O /W o
ki,koct—17Z

Pour obtenir ®44(6po + tg’), il suffit de retrancher

— T nyT4nsl? — I nyT4nsa|?
( e TI| 1T+n2| ) H90,0+thH;1 _ ( e 71‘ 17+n2| ) (1+2t2 HQIH;‘F#HQIH;) ’
ni,n2€Z n1,n2€ZL

ce qui ne change pas ’absence de terme en ¢! . 1
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6 Etude du cas 7 = ¢2/3,

Les résultats qui suivent montrent que les distribtions de zéros uniformes suivant un réseau
hexagonal donnent des minima locaux.

Proposition 6.1. On se restreint au cas 7 = e*™/3 aqvec £ > 1. Le spectre de la Hessienne de

la fonction @y restreinte a la sphere {{|gl, =1} en un élément de la base (0ap), peto. . (—1y/0)
est

{29((&, b)? (07 0)7 A+) - 9(07 0, A+) o |9((a7 b)? (bu _a)a A+)| >
(a,b) € {0.1/¢,.... (€ = 1)/} \ {(0,0)}}

ot chaque valeur propre a la multiplicité 2, la Hessienne étant associée a la structure euclidienne
réelle.

Il n’est pas difficile de vérifier numériquement

V(a,b) € {O, /e, ..., 6_71}2 \ {(0,0)},
20((a,b),(0,0),Ay) —6(0,0,A,) —16((a,b), (b, —a), AL)| > 0. (6.1)
On en déduit :
Corollaire 6.2. Une fois le paramétre T fizé égal a j = e*™/3, les éléments de la base (ea,b)a,be{o """ (—1)/0}

4
llglls

4 -
gl

sont des minima locaux de la quantité

Nous reviendrons dans les commentaires du paragraphe suivant sur la question de la vérification
numérique. Pour se convaincre qu’'une preuve analytique de la positivité (6.1) ne coule pas de
source, on pourra considérer les autres formes d’inégalités suivantes.

Proposition 6.3. Les trois assertions suivantes vérifient les relations logiques (a) < (b) < (c) :

(a) Pour tout (a,b) € [0,1]%, la quantité
29((&, b)? (07 0)7 A+) - (9(07 0, A+) o |9((a7 b)? (b7 _a)a A+)|

est positive ou nulle.
(b) Pour tout (a,b) € [0,1]%, la quantité

29((“? b)? (07 0)7 A+)2 o (9(07 0, A+)2 o |9((a7 b)? (bu _a)a A+)|2

est positive ou nulle.
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(c) Pour tout 6 € [0,1]%, le vecteur

2
Y pe(zy € PP sin

SpA +P
V= ZpE(QZ)X(QZ—f—l)e 2 sin
ye 3PALP gin

2

pE(2Z+1) X (2Z mop

SPA4p 2
pe(22+1)2 € 2 sin

(
(
“(
(

est de type temps pour la forme quadratique donnée par

1 1 1 1
11 1 -1 -1
2l 1 -1 1 -1

1 -1 -1 1

B =

Preuve de la Proposition 6.1 : Le développement au deuxieme ordre de ®,2(0p0 + tg')
donne d’apres (5.4) le coefficient

283/@472(0070) = 2 Re Z 6_ﬂn'A+n <gl7 Sn2Tnlg'>

neZ?

+ Z _ﬂk&k“gim}y{m}FﬂL\gi—kl}’{—’”}2
0-17)2

+2Re [eHrrlth—i=h}= kl])gf{kl},{kg}gf{fkl},{fm}}}
—23 e g

nez?

pour le terme en t2. Le premier terme se calcule avec

2) NN 8L T =2 Y (g SuTng)

nez? n€Z2e ™ A—p

_ ; 2
-9 2 e ™m.A_n eQm(ngaJrnlb) ’géhbl
nez? a,be{0,...,(¢—1)/¢}

=2 Y 6(0,(b,a), A |gly)

a,be{0,...,(¢—1)/¢}
(2.18) 2
=2 Z 9((b7 a)707A+) ’gé,bl

a,be{0,...,(0—1)/0}

=9 Z Ze 22 [(n1+b)?+(n1+b) (n2+a)+(n2+a)?] |9(/1,b’2
a,be{0,...,(0—1)/¢} Lnez?

M=o YT 0((a,0),0,A0) g,
a,be{0,...,(¢—1)/¢}
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En introduisant la décomposition k1 = a+ny et ky = b+ny avec n; = [k;], a = {k1} et b = {ko},
dans le deuxieme terme, on obtient

2
205 ®42(000) = 2 > 0((a,b),0,AL) |gh,|
a,bE{0,(t—1)/8}

+ Z Z **|(n1+a T4 (na+b)|? (|gab‘ + |g{ a}{— b}| )

a,be{0,...,(¢—1)/L} nez?

—+ Z 2Re |: Z e*;‘(n1+a)7+(n2+b)|26—2i7r(n2a—{—7z2—b}[_nl_a])
a,bE{0,.(¢~1)/¢} nez?

gé,bgf[fa},{fb}]

—2 Z 0(0,0, Ay) ‘9;,b|2
a,bef{0,....(0—1)/6}

= S Naa gl Aap |9iay o]+ 2Re ((Qap + 1000) 9oy gy -
a,be{0,...,(0—1)/¢}

Aoy = Z 26—%|(n1+a)T+(n2+b)\ e I |nam+na|? = 20((a,b), (0,0), A,) — 6(0,0,A,)

nez?

Oy = Re Ze—%|(n1+a)7'+(n2+b)2€2i7r(n2a{ngb}[ma})]

nEZ2

= Re E e__|(n1+a T+ (n2+b)| eZiﬂ(ngabnl)GQiﬂb[a}]

LneZ?
= Re [e_%”b[_a]ﬁ((a, b), (b, —a),A+)} ,
ﬁa’b = Im [eiziﬂb[ia](g((a? b)7 (ba _a)a AJr)} '

Il nous reste a étudier la forme quadratique définie sur C? par
AMal + Mz? + 2Re [(a +i8)z12)] |

avec A > 0 et o, 3 € R. En posant z, = xj, + iy, c’est la forme quadratique sur R* associée &
la matrice

A a 0 —p

. « A —ﬁ 0 o Al B
u=l g 53 5= (5 4)
-6 0 —-a A

ou les blocs A;, Ay et B commutent. Son polynome caractéristique n’est autre que

det(M — XIdgs) = [()\ —X)P2—a?— 52}2
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et ses valeurs propres A + |a + i3] . 1
Preuve de la Proposition 6.3 : Pour v = (a,b) et § = (b, —a), on veut vérifier la positivité
de

29(7707A+) o 9<0707A+) - 92(77 07A+) o 92(0707A+)

00,01 2 G577
+0%(7,0, A4) — 07,6, A,)8(1,0, A7)
Avec (2.18), on a
6((a.b). (0,0), Ay) = 6((0,0), (~a, ), A_) = 6((0,0), (b, —a), A,).
Nous avons donc & minorer

[92<07 (57 A+) - 92(07 0, AJr)} + [92(77 0, A+) o 92(77 57 A+)9(77 _57 AJr)} = _“4<0) + A(’}/) :

Ona 0(v,0, A )0(y, =6, A, ) = Z e+ A+ (n+7)+ (' +7) Ay (n/+7)] S2imd.(n—n')
n,n’€Z2
et
92(% 0,A,) —|6(v,9, A+)|2 — Z e+ A+ (n+7)+(n/ +7) At (n/+7)] Re[l — e2imo.(n—n )]
n,n'€Z?
- 9 Z —7[(n4y) At (n47)+(n'+7) Av (0 +7)] i) 2 (76.(n —n'))
n,n’'€Z?
0°(0,6,Ay) = 6°(0,0,Ay) = =2 Y e " A gin?(rg(n — n')).
n,n’ €72

En introduisant le changement d’indices

la quantité A(v) devient
) = 67,0, 44) — 1907,6, A =2 3 & Bt sind(magye o2t
q,peZ?

en posant
a; = (ag1,ap) , a,= qdans (1/2Z)*/Z°.

En utilisant

1 1 1
9<aq +7, 07 2A+) = 5(9(07 —aq — 7, A*) = 5(9(07 (aq27 _aql) + (57 §A+)



on obtient

A(y) — A(0) =2 Z e~ 5laAratpAip] G2 (mdq) [62@'7"71) _ 1} e2im(agap1—aq; p2)

q,p€EZ?

Puisque la quantité est réelle et avec e2™(@a2P1=0a1p2) — (_1)2P1=@1P2 on en déduit

7

A(y) — A(0) = -2 Z e~ zladvatpAcel(_q)epi-ap gin? (16q) sin?(mdp) = —2V.BV .

q,pEL?

Commentaires.

a) Des résultats précis sur le probléme de minimisation sur le tore doit conduire dans ’asympto-

tique d’un grand nombre de tourbillons (b — 0 ou £ — o0), par des partitions de I'unité
multiéchelle et des techniques similaires a celles introduite dans [ABN], a une bonne
compréhension du probleme de minimisation dans des géométries variées, avec des poten-
tiels confinants, voire pour des problemes de type Ginzburg-Landau ou Gross-Pitaevskii
sans la contrainte de plus bas niveau de Landau. Une telle analyse est considérée dans le
travail récent de Aftalion-Serfaty[AS].

b) Dans le méme esprit que le a), le tore particulier 7 = j = €2/3 fournit un modele local pour

c) Il

les autres tores dans 'asymptotique ¢ — oco. Pour 7 # j et dans I'asymptotique ¢ — oo,
on s’attend a ce que localement les tourbillons se disposent suivant un réseau hexagonal
tandis que des dislocations permettent d’ajuster cette disposition a la forme du réseau
imposée par 7 # j.

est intéressant de noter que pour ¢ € N* fixé, les fonctions 0,; sont des minima locaux
2im/3

4
de Lolly ot quand 7 reste dans un voisinage V, de j = ¢ . En effet la Hessienne pour

4
T :”ngQest non dégénérée avec une borne inférieure du spectre minorée par une puissance
de £72. 1l serait intéressant d’étudier les bifurcations (ou transitions de phase) par rapport
a 7 dans la minimisation de Hz%, en fonction de £. L’information sur la hessienne indique
que le réseau régulier est bien élastique a petite échelle et devient moins robuste quand

le nombre de tourbillons augmente.

d) Le calcul de toutes les valeurs propres de la Hessienne donné dans la Proposition 6.1 doit

conduire a des résultats pour la dynamique hamiltonienne linéarisée dans l’esprit de [Ni].
Cela doit donner des informations tres explicites sur les modes de vibration des conden-
sats, aussi appelés modes de Tkatchenko.

e) La vérification numérique qui conduit au Corollaire 6.2 peut étre

— faite pour toute valeur fixée de ¢ € N*;
— rendue rigoureuse car il est aisé d’avoir des controles explicites sur la dérivée de la quan-
tité a minorer en dehors de (a,b) = (0,0) et sur les premiers termes du développement
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limité au point (a,b) = (0,0). Une discrétisation assez fine dépendant de la précision
machine (un ordinateur calcule avec des intervalles) et de ces estimations permet de
vérifier 'inégalité (6.1) pour tout (a,b) € [0,1]?.

f) L’écriture du b) de la Proposition 6.3 fait penser a utiliser les identités de Riemann (voir
[Mum]) pour les fonctions théta pour déduire (6.1). Cela n’a pas abouti a ce jour.

g) Compte tenu des points b) et ¢), on ne peut espérer de solution analytique simple de la

gl
loll; = y
ouvert et probablement crucial, il est impératif de bien prendre en compte les propriétés

spécifiques du réseau hexagonal, comme 'auto-dualité déja utilisée ici pour 1’étude des
minima locaux.

minimisation globale de que dans le cas 7 = j. Pour résoudre ce probleme qui reste

Remerciements : L’auteur tient a remercier A. Aftalion, X. Blanc, A. Chambert-Loir, B. Helf-
fer, C. Mourougane, S. Nonnenmacher et A. Voros pour diverses discussions autour de ce
probleme.
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