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Etude qualitative de 1’équation de Liouville en géométries courbes.

Delphine Salort

Laboratoire Jacques Louis Lions
Université Pierre et Marie Curie
75252 Paris cedex 05

Résumé

On considere 'équation de Liouville associée & une métrique g de classe C? et on
prouve des estimations de dispersion et de Strichartz sur la solution en fonction de
la géométrie des trajectoires associées a la métrique g. On introduit les notions de
métrique dispersive et de métrique focalisante pour caractériser les métriques telles
que Pestimation de dispersion obtenue dans le cas euclidien soit vérifiée. On étudie
le cas des perturbations a longue portée de la métrique euclidienne non captives
en établissant un effet de moments global en temps. En particulier, on obtient des
estimations de Strichartz globales en temps pour des métriques telles que I’estimation
de dispersion n’est pas vérifiée.

1 Introduction

Soient f et H deux fonctions de R? x R%. On note {H, f} le crochet de Poisson entre
fet H
{H,f} =VeHV . f =V fV,H.

On considere ici le cas de la dimension d > 2, (voir [15] pour plus de détails et [17] pour
le cas de la dimension 1) et une métrique g : R? — My(R) de classe C? vérifiant les

conditions suivantes
Im > 0,AM > 0,mld < g < MId. (1)

On étudie ’équation de Liouville associée a une métrique g

f(O,LU,f) = fln(xvg)

ol '’hamiltonien H est donné par

d
H(z,§) := Z g7 (x)€&; avec g¥ = (g7 )i

ij=1

XXI-1



On note F; le flot hamiltonien associé a H

Fy(z,§) = (X(t,2,8),V(t,z,8)
ou (X, V) est solution du systeme hamiltonien

dX dV
= _V.H(X.V . = _V.H(X.V
dt 13 ( ) ) dt T ( ) ) (3)

et
X(0,z,§) == V(0,z,¢) =&

En utilisant le fait que g € Cg est positive, on obtient la conservation de H (z, £) le long
des trajectoires (X, V). La méthode des caractéristiques nous donne une représentation
explicite de la solution f de I’équation (2) en fonction de la donnée initiale

f(t,x,f) = fm(X(—t,x,f),V(—t,x,f)).

L’évolution de la solution f est donc déterminée par Fy(z, &) et les propriétés qualitatives
de f sont en grande partie déterminées par les trajectoires X (¢,x,&).

La solution de cette équation vérifie les deux propriétés de base suivantes
— Pour tout p € [1, o], la propriété de conservation

IF Oz, =1"ller, VEER.

— Pour tout p € [1, 0], pour tout a > 0

1A+ 1D Ol < C@IA+IED*F ", VEER.

L’objectif ici est d’établir de nouvelles estimations dites de Strichartz pour I’équation de
Liouville avec une métrique variable ainsi que des effets de moments ; ¢’est-a-dire que ’'on
cherche a exploiter la facon dont la solution s’étale dans I’espace au cours du temps pour
gagner des moments en £ sur la solution par rapport aux propriétés de base ci-dessus,
quitte a perdre un peu d’intégrabilité en temps. Pour cela, on va d’abord rappeler les
résultats connus établis dans le cas euclidien, pour ensuite exposer les résultats nouveaux
obtenus dans le cas d’une métrique variable.

2 Cas de la métrique euclidienne .

Dans le cas euclidien g = Id, I’équation de Liouville devient I’équation de transport

{ Of+&Vaf=0

f(O, z, f) = fm(x’ f)

Cette équation modélise 1’évolution d’une densité microscopique de particules qui se
trouvent au temps ¢, a la position x, et a la vitesse &.

On introduit les notations suivantes. On note T,(¢)(f™) la solution de l'équation de
Liouville (2) associée & une métrique g avec f* comme donnée initiale. Soit n € N et
soit A C R”™, on note I[4 la fonction indicatrice de 'ensemble A. On utilise la notation
f1 < fo pour dire que f; < Cfs ou C' > 0. On se servira aussi de la définition suivante.
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Définition 1 Soit (q,p,r,a) € [1,+00]t. On dit que le quadruplet (q,p,r,a) est admis-
sible sil vérifie les relations suivantes

2 1 1 1 1,1 1
—zd(———), —:—<——|——) et ¢>22>a.
q rop a 2\r p

Lorsque 'on integre f par rapport a la vitesse &, on obtient une nouvelle fonction de
densité macroscopique p donnée par

plt. ) = / f(tx,€)de

qui satisfait des propriétés de dispersion.

C. Bardos et P. Degond ont montré dans [2] que la fonction p vérifie I'estimation de
dispersion suivante

1 .
Ip(t, )lre S W\\fm||L;D(Lg<>) vVt € R.

Avec cette estimation, F. Castella et B. Perthame dans [6] ont montré les estimations de
Strichartz suivantes

||f||Lg(L£(Lg)) < C(g,p,m, CL)HJ”‘TZHL;’g

pour tout quadruplet admissible (¢, p, 7, a).

Ces estimations de dispersion sont fondamentales pour I’étude de certaines équations de
transport non linéaires comme par exemple I’équation de Boltzmann ou I’équation de
Vlasov-Poisson. On peut se référer aux articles de P.-L. Lions et B. Perthame [11], de
F. Golse et L. Saint-Raymond [9] ainsi qu’a l'article de B. Perthame [13] (voir aussi les
références dans [13]).

3 Cas d’une métrique variable.

L’objectif ici est de comprendre ce qu’il advient des propriétés qualitatives de 1’équation
de transport lorsque I'on remplace la métrique euclidienne par une métrique variable.
Pour traiter le cas d’une métrique variable, on s’intéresse d’abord au cas général ou
aucune hypothese géométrique n’est faite sur les trajectoires. Ensuite, on donne une ca-
ractérisation géométrique sur les trajectoires pour que la méme estimation de dispersion
que dans le cas euclidien soit vérifiée. Enfin, on traite le cas des perturbations a longue
portée de la métrique euclidienne non captives.

3.1 Cas sans hypotheéses géométriques.

Pour montrer des estimations de Strichartz dans le cas ou aucune hypothese géométrique
n’est imposée sur la métrique g, I'idée consiste a regarder ce qu’il reste de I’estimation de
dispersion établie dans le cas euclidien. Plus précisément, on adopte la stratégie suivante.
D’abord, on montre qu’il est possible d’obtenir des estimations de dispersion localisées
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en temps et en vitesse. Puis, en combinant ces estimations de dispersion localisées en
temps et en vitesse et les propriétés conservatives qui sont les mémes que dans le cas
euclidien, on obtient des estimations de Strichartz avec une perte de moments.

3.1.1 Estimations de dispersion localisées en temps et en vitesse.

Si I'on considere le cas général en dimension plus grande que 2, on remarque que,
par exemple, dans le cas ou il existe des trajectoires captées, I'estimation de dispersion
établie dans le cas euclidien ne peut pas étre vérifiée. Néanmoins, si I’on se donne une
vitesse de départ £ assez petite et un intervalle de temps relativement petit par rapport
a &, alors, la trajectoire X (¢, z,&) n’a pas le temps de s’enrouler ; et, de fait, la géométrie
associée a la métrique g ne se voit pas et la méme estimation de dispersion que dans le
cas euclidien est obtenue. Plus précisément, on a la proposition suivante.

Proposition 1 Soit h € R} et soit ¢ : R — R une fonction dans D(B(0,2)) telle que
¥ =1 au voisinage de la boule B(0,1). Alors, il existe C > 0 et Cy; > 0 telles que pour
tout t € [~Ch, Ch], pour toute donnée initiale f € Lglc(LgO) on a

Cl in
sgp/‘w(hf)f(t,x,f”dﬁ < W/sgp‘w(Cth (x,8)|dx. (4)

De plus, on peut construire une métrique g sur R% avec d > 2 telle que lestimation de
dispersion (4) soit optimale.

Remarque 1 En dimension 1, lestimation de dispersion est toujours vérifiée (voir
[17]).
3.1.2 Estimations de Strichartz.

On a le théoréme suivant.

Théoréme 1 Soit I un intervalle de temps fini, (q,p,r,a) un quadruplet admissible et
e > 0. Alors, il existe une constante C telle que la solution f de l’équation (2), satisfait
les estimations de Strichartz suivantes

1 in
Iy < ClIA+ e ") f Iz ,-

De plus, la perte de é moment est optimale pour I’équation de Liouville posée sur M xT M
pour toute variété compacte M.

Preuve du théoréme 1 Pour montrer ce théoréeme, on utilise la proposition 1 et un
découpage temps-vitesse sur la solution. Cette technique de découpage a été utilisée par
H. Bahouri et J.-Y. Chemin pour le cas des ondes dans [1], par N. Burq, P. Gérard, N.
Tzvetkov pour I'équation de Schrodinger dans [5] et par 'auteur dans [16].
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On introduit la partition de I'unité suivante. Soit ¢ € D(R?) et p € D(RY\{0}) telles

que
+Z<p 27F¢) = 1.

Lemme 1 Pour tout quadruplet admissible (q,p,r,a), il existe C > 0 et o > 0 telles que
pour tout k € N, pour tout intervalle Iy tel que |Ix| < a27F la solution f de ’équation
de Liouville (2) satisfait les estimations suivantes

le2 ") f(t, Olleg oy S lle(C27 SO S, O)lee -

En utilisant les propriétés de conservation, la proposition 1 et en suivant la méthode de
dualité TT* utilisée dans larticle de F. Castella et B. Perthame dans [6], out T" est donné
par ‘ ‘

T(t)f™ = p(27FO, ()T, (t) ™ avec |Ii] < a27F,
on en déduit que

H‘P(szf)f(h%f)”L‘}k(Lz(Lg)) N ||meL;}§-

En utilisant le fait que I’hamiltonien est conservé au cours du temps, on obtient qu’il
existe une constante C' telle que

P27 Ty (1) 7 (2. €) = (27RO T, (1) (p(C275) [ (2, €))

ce qui montre le lemme 1. O

Soit I un intervalle de temps fini et £ € N. On découpe I en petits intervalles de temps
dont la taille est de I'ordre de a2 % et on applique le lemme 1.

On écrit
Ng
I=> I
i=1

ou I, sont des intervalles disjoints de longueur |I; 1| ~ a27% avec N, < %2’“.
On obtient que pour tout k € N,

I f (2, Ty g iy an TOFE Ol )

Le lemme 1 donne
I (2 Ol a 1 1) S Nellp(C27H )™ (@, )1,

et donc
k

le@ &) £t 2, Oll Lz < 24 19(C27*€) F ™ (@,)lq,-

Dans la mesure ot la donnée initiale est localisée en ¢ dans une couronne de taille ~ 2%,
on en déduit que

le@ ) F (2, Ol (cpagy S 27N+ 1) (@, ) s
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De plus

+o0

LF& 2Ol par) S > H‘p(z_ké)f(taxaf)HLq(I)(Lﬁ(LZ))
k=0

+oo
1 i
S D 27N+ e M@, e,
k=0

< O+ [€[7) Fm (@, 6 e ..

Montrons que la perte de moment é est optimale sur M x T'M pour toute variété rie-
mannienne compacte M. Pour cela, on consideére la suite de données initiales

frZLn(xa‘S) = HM(x)H2n§|§|§2n+l(§) ou ne€N.

On a ) Lo ‘ L

||f||L‘}(L§(Lg)) ~Tap(M)r2 bl f™|za, ~ p(M)a2.
La condition @ = g + l sur (q,p,r,a) donne 'optimalité de la perte de % moment dans
les estimationg de %trichartz, ce qui termine la preuve du théoreme 1. O

Remarque 2 Concernant l’équation de Schrodinger sur une variété riemannienne com-
pacte, N. Burq, P. Gérard et N. Tzvetkov, ont montré dans [5] les estimations de Stri-
chartz suivantes

HUHL}I(LP(M)) . HUOHH%(M)-
La perte de % dérivée est remplacée dans le cadre de I’équation de Liouville par une perte

de % moment.
La question est maintenant de savoir comment on peut améliorer le théoréme 1 en
introduisant des hypotheses géométriques supplémentaires sur g.
3.2 Caractérisation des métriques telles que ’estimation de dispersion
soit vérifiée.

Dans cette partie, on donne une condition géométrique sur les trajectoires pour que
la solution de I’équation de Liouville (2) vérifie la méme estimation de dispersion que
dans le cas euclidien. Pour cela, on introduit les définitions suivantes.

1
Définition 2 Soit x € RY, on note ST := {§ e R €|, = (Zgij(x)fifj)Q = 1}.
(2]
On note o, la mesure de surface SI~1. On dit qu’une métrique g est défocalisante si

d—1
3C,Y(t, z,y) € R2H! ve > 0, %{e e S X (t,z,¢) € By, e)} <C (ﬁ) (5)

c’est-a-dire que les trajectoires vérifient la méme condition d’uniformité de propagation
dans toutes les directions que dans le cas euclidien.
Sinon, on dit que g est focalisante.
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Définition 3 Soit g une métrique de R:. On dit que g est dispersive si, d’une part, g
est défocalisante et si, d’autre part, la condition suivante sur les trajectoires est vérifiée

30, ¥(z,y) € RY x RY Ve > O,u{t cR,3ee Sl X(,z,e) € B(y,e)} <Ce,  (6)
ot (v est la mesure de Lebesgue.

On obtient les caractérisations suivantes qui montrent que si g est dispersive, alors la
méme estimation de dispersion que celle obtenue dans le cas euclidien est vérifiée; et
on a une réciproque partielle qui nous dit que si g est focalisante, alors I’estimation de
dispersion n’est pas vérifiée. Plus précisément, on a le théoreme suivant.

Théoréme 2 Soit g une métrique dispersive et f la solution de I’équation de Liouuville
(2). Alors, on a l’estimation de dispersion suivante

sup ( [15.2.6)1ac ) < ol [ sup([ 7. €))

Soit g une métrique focalisante. Alors, il existe une suite de données initiales (f*)nens,
une suite de réels (tp)nen+, telles que la suite de solutions (fn)nen+ de Uéquation (2)

avec pour données initiales (fL")nen+ vérifie

n
|t

sup /5 a2, E)]dE > C / s 172, €

Idée de preuve du théoréme 2. La premiere partie du théoréme 2 se montre en
considérant d’abord le cas particulier de données initiales f(z,£) = IB(ay,m) () avec
a; € R? et r; € RT pour lesquelles on peut appliquer la notion de métrique dispersive.
Le cas général f" ¢ L} (Lgo) se fait par un argument d’approximation. Le second point
du théoréme 2 se montre en considérant des données initiales fi" qui se concentrent en
espace au voisinage des endroits ou les trajectoires se focalisent. O

3.3 Cas des perturbations a longue portée de la métrique euclidienne
non captives.

Définition 4 On dit qu’une métrique g est une perturbation a longue portée de la
métrique euclidienne non captive si
~ les trajectoires sont non captées, i.e. pour tout & € R4\ {0}, pour tout x € R,

Jlim | X (t,2,€)] = +oo (7)

— la métrique g est une perturbation a longue portée de la métrique euclidienne, i.e.

Ca

3 > 0,lal < 2, € R\ {0}, 1D° (6"~ u)(0)] <
€T (03

(8)
ot 0y est le symbole de Kronecker.
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Dans le cas ou g est non captive avec g = Id en dehors d’un compact, on dit que g est
une perturbation a support compact de l’identité non captive.

Pour étudier ces métriques, on procede en trois étapes. D’abord on montre que, en général
pour ce type de métriques, I'estimation de dispersion obtenue dans le cas euclidien n’est
pas vérifiée. Ensuite, on montre que ’on peut néanmoins établir un effet de moments
pour ces métriques. Enfin, on établit des estimations de Strichartz en utilisant 1'effet de
moments.

3.3.1 Exemple de métrique ou ’estimation de dispersion n’est pas vérifiée.

La proposition suivante donne un exemple en dimension 2 de métrique g qui est une
perturbation a support compact de 'identité non captive et qui néanmoins est focalisante.

Proposition 2 Soit 1) € C°(R) une fonction positive telle que
=1 sur |—oo,R] et =0 sur [2R,+o0]

ot R est une constante assez grande. Soit S la surface de R® donnée par

S={(e..2) € B2 = 2%0(r), ob r= VP

2

1
On note ¢ le difféomorphisme de R? dans S donné par ¢(z,y) = (z,y, §r2w(7“)).

Soit g : R? — M(R) la métrique donnée par

05(2) = (Gl@)| (@),

Alors, g est une perturbation a support compact de l’identité non captive et focalisante.

Idée de preuve de la proposition 2. La preuve de cette proposition repose sur 1’étude
des géodésiques de S. D’abord, en étudiant I’équation des géodésiques sur S, on vérifie
que g est bien non captive. Ensuite, on utilise le fait que sur le paraboloide il existe deux
points conjugués, ce qui donne un phénomene de concentration des géodésiques suffisant
pour montrer que g est focalisante. ]

3.3.2 Effet de moments.

La proposition suivante donne un effet de moments pour la solution de I’équation (2)
pour les perturbations a longue portée de la métrique euclidienne non captives.

Proposition 3 Soit g une perturbation a longue portée de la métrique euclidienne non
captive. Soit R > 0, et soit v une fonction dans D(B(0, R)). Alors, il existe C > 0 telle
que la solution f de l’équation (2) vérifie pour tout a > 1 l’estimation suivante

lel= (@)t 2, Olzg ., < O™ zs -
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Plusieurs remarques peuvent étre faites sur cette proposition.
D’abord, concernant le cas particulier euclidien :

— P.-L. Lions et B. Perthame dans [12] ont montré des effets de moments et de
moyenne pour 1'équation de transport (voir aussi l'article de B. Perthame [13]).

— La proposition 3 dans le cas euclidien a été utilisée par 1. Gasser, P.-E. Jabin et B.
Perthame pour I’étude de I’équation de Vlasov-Poisson dans [8].

Ensuite, concernant le cas plus général des perturbations a longue portée de la métrique
euclidienne non captives :

— Cet effet de moments n’est pas relié a la dimension dans la mesure ou la preuve
de la proposition 3 est liée au fait que chaque trajectoire ne reste pas longtemps
dans un compact ; ce qui ne demande aucune condition d’uniformité de propaga-
tion dans toutes les directions sur les trajectoires contrairement a la condition de
défocalisation.

— La preuve de cette proposition est effectuée en terme de mesure et ne fait pas
intervenir la régularité des trajectoires (X, V). En particulier, avec cette méthode,
on obtient formellement (dés que l'on peut définir les trajectoires) un effet de
moments local en temps pour des équations de transport avec des termes peu
réguliers comme 1’équation

{atf+§- Vof + E(t,2)Vef =0
f(0,2,8) = f™(x,8).

ou F € LPO’T}(L,;O).

— Cet effet de moments est global en temps mais, en contrepartie, il donne un mauvais
controle sur les petites vitesses. De plus, un effet de moments global en temps
controlant bien les petites vitesses ne peut pas exister. En effet, sinon on aurait
I’estimation suivante

Iv@)f 2. Ollzs , S 15Nz, (9)

oi1 v € D(RY). Cette estimation ne peut pas étre vérifiée. Pour voir cela, on utilise
la condition d’échelle suivante sur I’équation de Liouville. Soit A € R*, et soit f la
solution de I’équation de Liouville

f(O,LU,f) = fzn(x7£)

Alors fi(t,x,€) = f(\t,z, \"1€) est solution de I'équation

{ O fx+1{H,fr} =0
fA(O,ZL’,f) = fln(xa )\71§>'

On en déduit que si 'inégalité (9) était vérifiée, on aurait pour tout A > 0

; 1
@) f (2, Ollzg, S 15 lzs A

ce qui est absurde.
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3.3.3 Estimations de Strichartz.

Dans cette derniere partie, on utilise ’effet de moments établi précédemment pour
montrer des estimations de Strichartz pour les perturbations a longue portée de la
métrique euclidienne non captives. On a les théorémes suivants

Théoréme 3 Soit g une métriqgue non captive et soit R > 0 tel que g coincide avec la
métrique euclidienne sur “B(0, R). Alors, il existe une constante C' telle que la solution
f de Uéquation de Liouville(2) vérifie

HfHLg(Li(Lg)) <C(g,p,m, a)(Z H@(Tjﬁ)fmnzg’g); ot 290(27]'5) =1 V¢eRN\{0}

JEZ JEZ
pour tout quadruplet admissible (q,p,r,a).

Remarque 3 — Ce théoréme donne une estimation de Strichartz globale en temps.
Néanmoins, la norme dans laquelle est estimée la donnée initiale est légérement
affaiblie par rapport au cas euclidien a cause du mauvais controle des petites vitesses
dans Ueffet de moments.

— Comme le montre le théoréme 2 et la proposition 2, il se peut que pour ce type de
métriques, ’estimation de dispersion ne soit pas vérifiée. Ceci met en évidence que
le fait d’avoir une estimation de Strichartz globale en temps est une information
plus faible que d’avoir une estimation de dispersion.

Théoréme 4 Soit g une perturbation a longue portée de la métrique euclidienne non
captive. Alors, pour tout € > 0, pour tout intervalle de temps fini I, pour tout quadruplet
admissible (q,p,r,a), il existe une constante C telle que la solution f de ’équation de
Liouville (2) vérifie ‘

I ligazcgy < I+ 16D F™ e

Idée de preuve du théoréme 3. L.’idée de preuve du théoreme 3 est a rapprocher de
celle adoptée par N. Burq pour traiter le cas de I’équation de Schrédinger dans [4] (voir
aussi G. Staffilani et D. Tataru dans [19]).

Soit v € D(RY) une fonction telle que sur le support de 1 —+, g coincide avec la métrique
euclidienne. On découpe f en deux parties f = vf + (1 —~)f.

Etude de (1 —~)f. On a la proposition suivante.

Proposition 4 Soit v une fonction de troncature telle que g = Id sur le support de
(1 —~). Alors, pour tout quadruplet admissible (q,p,r,a), il existe une constante C telle
que la solution f de l’équation de Liouville (2) vérifie

(1= W)f”Lg(Lg(Lg)) < C'||J”‘n||Lg7E- (10)

XXI-10



Preuve de la proposition 4. La fonction w = (1 — «)f est la solution de ’équation

w + {H,w} = —(Vgﬂ' Vx’Y)f
w(0,2,§) = (1 —7)f™(,§).

Comme sur le support de w, g = Id, la formule de Duhamel donne
. t
w(t) = Trg(t)(1 —~)f" — / Trq(t —s) (VEH. Vx'y)f(s)ds.
0
On en déduit que
lwllgapayy < 1T - ’Y)meLg(Lg(Lg))

+ ‘ /0 t Tra(t — s) (VEH- Vw)f (s)ds

L{(L5 (L))
On a ‘ ‘

[T1a(O) =" gy S 1" M - (12)
La proposition 4 est une conséquence du lemme suivant.

Lemme 2

H /Ot Tra(t — s) (vf H. vﬂ) f(g)ds‘

< n o .
snagy SV

Supposons que le lemme 2 soit vérifié. En utilisant les inégalités (11), (12) et le lemme
2, on obtient

||w||L§(L£(Lg)) < HmeLf;5

ce qui montre la proposition 4. O

Preuve du lemme 2. On utilise le lemme suivant da a H. F. Smith et C. D. Sogge
(voir [18]) qui est une variante du lemme de M. Christ et A. Kiselev (voir [7]).

Lemme 3 Soient X et Y deux espaces de Banach, et pour tout t,s € R, on considére
un opérateur K(s,t) : X — Y de X dansY. Supposons que l’on ait [’estimation suivante

H /RK(s,t)f(s)ds

LYR,Y) S HfHLj(R,X) avec 1< j <l < +o0.

Alors
H /s<tK(s,t)f(s)ds‘

LRY) Sl x)-

On utilise le lemme 3 avec j =a, l=¢q, X = L7 et Y = Lg(Lg). Les conditions sur les
quadruplets (g, p, 7, a) assurent que 1 < a < ¢ < 4+00. On est donc ramené & montrer que

<1

H /0+°° Tr4(t — s) (VEH. vx’y)f(s)ds‘

LI(LE(LY)
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On a
/O T = ) (vEH. vﬂ) F(8)ds = Tra(t) /O T T(es) (VgH. vﬂ) F(s)ds

En appliquant les estimations de Strichartz obtenues pour 'opérateur T7,4(t), on obtient
que

<B

~

H /0+°° Tr4(t — s) (VEH. vx’y)f(s)ds‘

LI(LE(LY)
avec

_ H /M Tra(— VEH Vx’y)f(s)ds‘

a

X
On utilise un argument de dualité. On a

B=  sup / / Tra(— ng-vﬂ) f(s)}¢dsdxd§.
SELY @l o =128 s
On en déduit que
+o00
B=  sup / / (ng-vﬂ) F(8)Tra(s)ddsdde.
1= 1 76 S

el Il

De plus,
IVeH - Vay| S [€lx(2)

avec x € D(R?) telle que x = 1 dans un voisinage du support de . On définit

By =

+o0
/ / (fo' va)f(S)TId(S)qbdsd:cdf .
z,§ Js=0

By < / ) / (Ex (@) (5) Tra(s)ldsdade.

Avec les inégalités de Holder, on obtient que

o5 |ld x@ 9], |leix@re)]
Lt,m,§
Avec la proposition 3, on obtient
B S 1000 177 e,

ce qui montre que

+00 )

det—s<VH-V ) sds‘ < ™| e
[ ot =) (Fett- 9o g0 o0 057,

et le lemme 2 est prouvé. O
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Etude de v f. Soit h €]0,1] et £ € Z. Dans la mesure ou, sur le support de 7, on n’a
presque aucune information sur la géométrie liée a g, I'idée est de découper la solution
vf en temps sur des intervalles [h¢, h¢ + h] et en vitesse sur des couronnes de taille h~!;
ol sur chaque morceau, on ne voit pas la géométrie liée a g. Ceci nous permet d’utiliser
les estimations de Strichartz localisées en temps et en vitesse données par le lemme 1.
La fonction v = v f est solution de ’équation

o+ {H,v} = (VgH' va)f
v(0,2,8) = 7f"™(x,).

Soit 1 € D(R*) et ¢ € D(] — 1,2[) valant 1 sur [0, 1].

On définit ;
op = Y(RPH(z,E))v et vpy= @(E — £)vp.

La fonction vy, ¢ est solution de

Ovne +{H,vne} = By
vp (Wl — h,z,&) = 0.

G t,2,€)] < CIEB(T — 0)f (t,2,€)7(2)]

et ot ¥ € D(RY) et ¢ € D(] — 2,3[). On peut donc controler By ¢ avec leffet de moments
donné par la proposition 3. Apres quelques calculs, on obtient que

1
HW(fL‘)fHL;?(L’;(Lg)) <C(g,p;m, a)(Z \\@(2’95)#”\\2;,5) ~ (13)
JEZ
En sommant les inégalités (10) et (13), on obtient le théoréme 3. O

Remarque 4 De nombreuses estimations de Strichartz ont été démontrées pour le modéle
quantique associ€é a une métriqgue asymptotiquement plate. Le cas des perturbations a

longue portée de la métrique euclidienne non captives a été traité par N. Burq dans [4]

et J.-M Bouclet et N. Tzvetkov dans [3]. L. Robbiano et C. Zuily dans [14] ont étudié le

cas des perturbations a courte portée de la métrique euclidienne non captives. A. Hassell,

T. Tao et J. Wunsch dans [10] se sont intéressés au cas des variétés coniques asymp-

totiquement plates. Enfin, G. Staffilani et D. Tataru ont traité le cas de métriques peu

réguliéres [19].
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