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ALENTOURS DE LA LIMITE INCOMPRESSIBLE

THOMAS ALAZARD

Le résultat principal de cet exposé énonce que le probleme de Cauchy
pour les équations adimensionnées d’un fluide général est bien posé sur un
intervalle de temps indépendant des nombres de Mach, Reynolds et Péclet.

1. INTRODUCTION

L’étude mathématique de la limite incompressible remonte aux travaux
de Klainerman et Majda [24, 25], et Schochet [34]. Le contexte général est
I’analyse d’un systeme dépendant d’un petit parametre €, qui est le nombre
de Mach. Pour les équations d’Euler, aprés mise a 1’échelle convenable, les
équations sont de la forme

r(Op +v - Vp) +e Ldive =0,
(1) p(Ow 4+ v - V) + e 1Vp =0,
8t0' 4+v-Vo=0.

Les inconnues sont la pression p, la vitesse v et ’entropie o. Les coefficients r
et p sont des fonctions régulieres de ep et o, strictement positives. L’étude se
fait en deux temps. On cherche d’abord a montrer I'existence des solutions
sur un intervalle de temps indépendant de € via ’obtention d’estimations
uniformes. Ensuite, on cherche & caractériser les limites de p, v, o quand
€ — 0 comme solutions d’'un systéme limite. On trouve dans les articles
cités des résultats dans le cas des équations isentropiques (o = 0) ou dans
le cas de données initiales préparées (oo = O(g)). Récemment, Métivier et
Schochet [31, 33] ont étendu l'analyse du systéme (1) au cas de données
initiales générales (o9 = O(1)). Un des phénomeénes nouveaux est que le
systeme linéarisé n’est pas uniformément stable. Il est donc remarquable
que l'on puisse obtenir des estimations uniformes dans C°([0,T]; H*), ol
s>14d/2 et T est indépendant de «.

Dans cet exposé, nous nous proposons de reprendre le probleme pour
les équations completes de la dynamique des fluides. Nous sommes con-
duits & étudier un systeme L(u,d)u 4+ e 1S(u,d,)u = 0, o L est mixte
hyperbolique/parabolique et S est non-antisymétrique et non-linéaire. Cela
change la nature du systéme limite. La contrainte S(u,d;)u = 0 implique
une relation qui donne la divergence du champ de vitesse en fonction de la
température. Les calculs formels sont bien connus, on renvoie au mémoire
de Majda [29] et & l'introduction du livre de P.-L. Lions [26]. On souhaite
précisément commencer une justification rigoureuse de ces études.
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2. LES EQUATIONS

On s’intéresse aux équations adimensionnées d’un fluide général :

atp + le(pU) = 07

A\
(2) O (pv) + div(pv @ v) + - = pdiv T,
O¢(pe) + div(pve) + Pdive = kdiv(kVT),

ou p € [0,1] est I'inverse du nombre de Reynolds, x € [0,1] I'inverse du
nombre de Péclet et ¢ €]0,1] le nombre de Mach. Les inconnues sont : la
densité p, la vitesse v, la pression P, la température T' et I’énergie e. Le
tenseur 7 est donné par 7 := ((Vv + (Vo)) + n(divv)ly. Par hypotheses
les coefficients de Lamé ( et 7, et le coefficient de conductivité thermique k
sont des fonctions C*° de (P, T), vérifiant ( > 0, k > 0 et 2¢ +n > 0.

Les variables thermodynamiques p, P, T, e sont reliées entre elles par des
relations d’état. Par exemple, pour les gaz parfaits, P = RpT et e =
CyT (R,Cy € R% ). Dans ce cas, comme on ne consideére que les solutions
classiques, le systeme (2) est équivalent a :

P +v-VP+~Pdive = (y — 1)kdiv(kVT),

P
(3) p(Orv +v - Vo) + V€_2 = pdivr,
pCyv (0T 4+ v -VT)+ Pdive = kdiv(kVT),

ouy =14 R/Cy. Dans le cas de gaz généraux, le triplet (P,v,T") vérifie un
systeme d’équations semblable & (3), ou les constantes R, Cy et v doivent
étre remplacées par des coefficients qui dépendent de P et T'.

Nous considérons le cas des solutions régulieres associées a des données
non préparées pouvant donner lieu & des variations de taille O(1) sur la
température 7. Concernant la pression, le cas général est celui qui autorise
des variations de taille O(e~!) sur d;v. Ce qui conduit & chercher P = P(t, z)
sous la forme P + Pi(t,x) ou P est une constante positive. Pour tenir
compte de la positivité de la pression, on posera plutot P = PeP. De
facon analogue, on cherche T sous la forme T' = Te’. Dans toute la suite,
I'inconnue est (p,v,0) & valeurs dans R x R? x R.

On vérifie facilement que (p, v, ) vérifie un systeme de la forme :
1
919 +v-Vp) + —dive = gﬂl div(BV),

(4) 92(0v + v - Vu) + éVp = puB(0y)v,
g3(00 + v - VO) + dive = k3 div(BVE),
ou les coefficients g;, 3;, 0, sont des fonctions C*° de 6 et ep :
gi = Gi(0,ep), Bi:=0bi(0,ep), [:=0b(0,ep).

Pour simplifier les notations de 1’exposé, on posera, par abus, B(9d,) = A.
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On s’intéresse a la limite ¢ — 0 des solutions réguliéres de (4). Le but est
de les comparer aux solutions du systéme

dive = k31 div(BVE),
(5) g2(0v + v - Vo) + V1 = pAv,
93(00 + v - VO) = k(B3 — f1) div(BVE),

ou les coefficients sont évalués en (6,0). Notons que la limite incompressible
(dive = 0) est un cas particulier de la limite £ — 0. On le rencontre dans
les régimes adiabatiques ou kVf@ = 0. Ce qui couvre les équations d’Fuler,
de Navier—Stokes isentropiques, et le cas de données préparées (fy = O(e)).

3. ENONCES DES RESULTATS

3.1. Hypotheéses. On suppose désormais que :
H1. Les fonctions Gy, b; (i = 1,2,3) et b appartiennent & C*°(R?) et sont
strictement positives. De plus, by < b3.
H2. 1l existe S et p tels que (6,p) — (S(0,p),p) et (0,p) — (0, 0(0,p)) sont
des diffSomorphismes C* de R? vers R?, S(0,0) = 0(0,0) = 0 et
oS oS Oo

Gl% = —Gga—p > 0, Glbg@ =

L’hypothese fondamentale est b; < bs. Cela joue un réle important dans la
démonstration des estimations d’énergie. Cette hypothese est naturelle, elle
signifie juste que la température limite 8 vérifie une équation parabolique.

Le changement d’inconnues (6, p) — (S(6,p),p) permet, dans le cas p =
k = 0, de se ramener au systeme (1) : si (p,v, ) est une solution réguliere
de (4) avec k = 0, alors o := S(6,ep) vérifie 0,0 + v - Vo = 0. Le second
changement d’inconnues permet d’écrire le systéme (4) sous forme mixte
hyperbolique/parabolique symétrique. Ce qui assure que le probleme de
Cauchy pour (4) est bien posé a e, p, k fixés.

Ces hypotheses sont vérifiées par les systemes physiques.

3.2. Stabilité uniforme. Pour simplifier la présentation, on se limite au
cas ou la variable d’espace appartient a l’espace entier. La problématique
pour les fonctions périodiques est en fait plus simple.

Dans toute la suite, on note

a:=(e,p, k) € A:=]0,1] x [0,1] x [0, 1].

Théoréme 3.1. Soit N 5 s > 1+ 3/2. Pour toute partie bornée By de
H*T(R3) il existe T > 0 et une partie bornée B de C°([0,T]; H*(R3))
tels que pour tout a € A et pour toute donnée initiale (pg,vo,6y) € By,
le probléme de Cauchy pour (4) admet une unique solution (p,v,0) € B.

Remarque 3.2. Ce résultat est vrai en dimension d > 3 (avec s > 1+d/2).
Il est vrai pour d > 1 quelconque si on suppose que (1 ne dépend pas de 6.
Cette propriété est vérifiée par les gaz parfaits. En effet, en partant de (3)
et en écrivant 9,P = Pe®P(£0;)p, on trouve B = (v — 1)/(7PeP).
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On présente aussi un résultat plus fort, avec une regularité additionnelle
sur Vp et dive. Un point important est également que 'on considere des
données de Cauchy (pg,vg) qui ne sont pas nécessairement uniformément
bornées dans L?(R3).

Notation 3.3. En s’inspirant de R. Danchin [10], on utilisera les normes
[ll rgrr = Null o + e lfuell grosa -

Définition 3.4. Soit a := (e,u,k) € [0,1]3. Posons v := /u+r. On
notera 'H; o lespace des fonctions (po,vo,6o): R3 — R x R? x R telles que

H(pOaUOyeO)HH;O = H(VPOuVUO)HHs—l + H(GOaEPOaEUO)HHgﬂ < +o00.

Définition 3.5. Soit T > 0, a := (g,u,k) € [0,1]>. Posons v := \/ji + k.
Notons HE(T) lespace des fonctions U = (p,v,0) € C°([0,T); H*(R3)), a
valeurs dans R x R3 x R, telles que
v(p,v,0) € CO[0, T H**Y), pw e L0, T; H*?), k0 € L*(0,T; H*?).
L’espace H5(T') est muni de la norme
H(p7vae)||HZ(T) = ||(vp7 VU)HL%OHS*1 + H(Q,EP,EU)HL%OHi-H
+ Vi HVUHL%H;# + VK Hve||L2TH3+1
+ v+ ElIVPlz s + vk [div vll 2 gs
NIE p .
ot || HLZ;X est la norme de LP(0,T; X).

Dans I’énoncé qui suit, B(X, M) désigne la boule de X centrée en 0 et de
rayon M.

Théoréme 3.6. Soit N> s > 1+43/2. Pour tout My > 0, il existe T > 0 et
M > 0, tels que pour tout a € A et pour toute donnée initiale (py,vo, o) dans
B(H; ¢, Mo), le probleme de Cauchy pour (4) admet une unique solution
(9,0,0) dans B(H(T), M).

On conclut cette partie en précisant la “portée” du théoreme 3.6.
Remarque 3.7. Le théoreme 3.6 implique le théoreme 3.1.

Remarque 3.8. L’intérét de pousser 'analyse pour obtenir un résultat de
stabilité uniforme sans contréle de la norme L2 de (p,v) est de pouvoir cou-
vrir ’exemple intéressant des équations de la combustion données par Majda
dans [29]. En effet, le théoreme 3.6 reste vrai (alors que le théoreme 3.1 est
faux) si on remplace la premiere équation de (4) par

g1(Op+v-Vp)+e tdive = ke 18, div(kV) + L f,
ot f= f(t,r) € C®(Ry; H®(R?)) est une fonction donnée.
Remarque 3.9. Enfin, il semble que le théoreme 3.6 est vrai en dimension

d =1, et aussi en dimension d = 2 sous ’hypothése technique supplémentaire
que ||{z)26|| (r2) est plus petit qu'une certaine constante (universelle).
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3.3. Passage a la limite. Il existe de nombreux travaux consacrés a 1’étude
de la limite incompressible des équations de Navier-Stokes isentropiques.
Citons les travaux de Lions et Masmoudi [27, 28], Desjardins et Grenier [14]
(voir aussi [15] et [6]) dans le cas des solutions faibles; ceux de Danchin [10,
11] pour des solutions fortes a régularité minimale. Citons aussi le résultat
récent de Dutrifoy et Hmidi [16] pour les équations d’Euler isentropiques
en dimension 2 avec des données particulierement mal préparées (autorisant
les poches de tourbillons). Les résultats de convergence quand ¢ tend vers
0 s’appuient, entre autres, sur des techniques de filtrage [17, 20, 35|, de
scattering [22] ou d’estimations de Strichartz. On renvoie aux textes de
revues de Danchin [13], Gallagher [18] et Schochet [36].

Pour les équations d’Euler non-isentropiques (1) et pour les équations
completes (4), I'équation d’onde sous-jacente est a coefficients variables.
Les techniques citées ne s’appliquent plus, au moins directement. Cepen-
dant, une fois obtenues I’existence des solutions et les estimations uniformes,
le passage & la limite dans RY s’écrit sans trop de difficultés en utilisant
le théoreme suivant de décroissance de 1’énergie locale pour des équations
d’ondes a coefficients lentement variables.

Théoréme 3.10 (Métivier & Schochet [31]). Soit T' > 0 et deux suites a° et

b* de fonctions positives, bornées dans C°([0,T]; H? (R%)), avec o > 1+d/2,

et convergeant dans C°([0,T); HZ,.(R?)) vers des limites a,b vérifiant

la(t,z) —a| < K |z|777,  |Va(t,z)| < K |z|>77,
b(t,2) —b| < K|z|™77, |Vb(t,z)| < K |z| 277,

pour des constantes a, b, K, v strictement positives.
Si uf est une suite bornée dans C°([0,T]; H?(R?)) telle que

201 (a®0puf) — div(b°Vud) — 0 dans L*(0,T; L*(R%)),
E—
alors uf — 0 dans L?(0,T; L2 (R%)).

loc

On renvoie a [2, 3] pour Iapplication de ce théoreme au systeme (4). Les
sections suivantes expliquent les étapes principales de la démonstration du
théoréme 3.6 de stabilité uniforme, les détails sont dans [2, 3].

4. SUR LA DEMONSTRATION DU THEOREME 3.6

Pénalisation antisymétrique. Commencons par rappeler pourquoi ’'on
a des estimations uniformes en € pour un systeme de la forme :

Opu+ Y Aj(w)du+e'Su=0, §:=) 850,

ou z € R? ou T¢, Aj(u) = Aj(u)t et S; = S;f, en sorte que S = —S*.
Posons U := Au, oit A® := (I — A)¥? et s > d/2 + 1, qui vérifie

O+ Aj(w)dsa +e ' S(0,)a = f,

XXIV



Comme S = —S* on a une estimation L? indépendante de ¢ :
1d -9 -~ ~
5@NMM2=§:H@AﬂWﬁuU>+&ﬁUX

On vérifie facilement que [|0;A;(w)||; o + [[fllz2 < C(||ul| ) ont la fonction
C est indépendante de €. Ainsi, le lemme de Gronwall implique directement
des estimations en norme H?® uniformes en ¢.

Cadre non-isentropique. La situation est différente si 'opérateur de
pénalisation est a coefficients variables. Considérons le systéme

(6) Ag(t, 2)0u + Y Aj(w)dju+ e Su =0,

ou Ay est symétrique définie positive. Les matrices A; et 'opérateur S sont
comme précédemment. Ce cas correspond aux équations non-isentropiques
avec données générales (puisque les coefficients g; dépendent de 6 = O(1)).

On dispose toujours, et de facon directe, d’une estimation L? sur la solu-
tion u de

(7) Ao(t, 2)0yt + Y~ Aj(w)dji+ ' St = f

La question qui se pose est d’en déduire des estimations sur A*u. On ne peut
plus obtenir des estimations uniformes dans C°([0,7]; H*) en commutant
simplement les équations avec A® et en utilisant I'estimation L? sur (7). Le
commutateur [Ag, A°|0yu est un terme singulier en ¢, incontrélable. Ceci
reflete I'instabilité du probleme linéarisé ! (cf [31, 32]). Le point délicat est
d’obtenir des estimations sur la composante pénalisée Su. Dans [31] ces
estimations sont obtenues en commutant les équations avec des opérateurs
a poids (d’ou le lien avec [4]). On peut aussi penser a une stratégie plus
commune, qui a pour avantage de s’appliquer dans les domaines a bords
[1, 21, 34, 37]. L’idée est de commencer par estimer les dérivées en temps,
puis d’utiliser la structure des équations pour estimer les dérivées spatiales.
On explique brievement la démarche pour le systéme (6). Les dérivées (0;)*
et A® sont liées par les estimations suivantes, qui se montrent par récurrence,

(8) Vk < s €]d/2+ 1L +oo, (600 ull i < C(llullgre)-

Posons w := (e0;)%u. Les estimations précédentes montrent que w vérifie (7)
avec 2 ||fll;2 < C(||ullys). L'équation (6) permet d’écrire (£0;)%u sous la
forme Aal(eat)s_lSu plus un reste O(e). Quitte & supposer € petit, cela
nous donne une estimation L? de (¢0;)° !Su = S(c8;)* tu. Pour faciliter
la discussion, supposons que S est elliptique. Puisque S est d’ordre 1, on
a une estimation de (£0;)* 'u dans H'. Par récurrence, on estime (£0;)*u
dans H*7%, et donc u dans H®. Ce procédé s’applique aux équations (4) via
de nombreuses modifications détaillées a la section 6.

IDes probléemes analogues se retrouvent dans plusieurs domaines de mécanique des
fluides : citons juste Gallagher et Saint-Raymond [19], Majdoub et Paicu [30] (fluides en
rotations inhomogenes), Benzoni, Danchin et Descombes [4] (probléme avec une perte de
dérivée), Cheverry [9], Bresch, Gérard-Varet et Grenier [8].

2Le point le plus important est [Ao, (£8;)°]0:u = O(1), car €8 Ao = O(e).
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Les équations complétes. Pour le systéeme complet (4), une autre partie
nécessite des modifications. Ce systeme s’écrit L(u, O)u + e~ 1S (u, 0, )u = 0,
avec

0 div rpdiv(BV:)

S=({V 0 0

0 0 0
Le coefficient (31 pouvant dépendre de 6, on ne pourra pas établir des esti-
mations sur le systeme L(u, d)u+e~1S(u,d,)u = f. L'idée est de considérer
une variante “linéaire”. Le procédé consiste a écrire :

AL div(BVE) = div(B16VE) — V51 - BV,

pour réécrire le systéme (4) sous la forme
1
910+ Vp) + — dive = gdiv(klve) + SF(Q, ep),

1
92(0pv +v - Vv) + -Vp = plv,
93(0:0 +v - V) + dive = kf3 div(8V0),

ou ki = 1B et F(0,ep) = -V - BV6.
On verra a la section suivante que cette réecriture est utile car on peut

établir une estimation de type L? pour la solution (p,,6) du systéme :
91(0p +v - Vp) + é div e — g div(k1V8) = fi,
92(8{17—1— v - V@) + éVﬁ— HWAD = fo,
g3 (8t§—|— v - Vg) + divv — k3 div(ﬂvg) = f3.

Dans les estimations des dérivées, on verra ke~ F (6, ep) comme un terme
source. Il n’est pas inutile d’expliquer pourquoi on peut voir ce terme de
taille O(e~!) comme un terme source.

— Trivialement, voir ke "'V 3; - BV comme un terme source n’est pas
surprenant si V31 = O(e), ce qui arrive si 1 ne dépend que de ep (cas des
gaz parfaits), d’ou la remarque 3.2.

— Pour les gaz généraux, 31 dépend aussi de 6. Cela ne gene pas car
les seuls opérateurs qui agiront sur les équations sont

Onr = (I — Jo,)A® et Qbp = J, A f(ed,)" (avec 1<0<s),

ou Jo, = j(evD,) avec 3 € C§°, 3(0) = 1, et v = \/u + k. Dans le régime
hautes fréquences (HF), on peut gagner un facteur ev quitte & perdre une
dérivée (pour la regagner on utilise les effets régularisants additionnels sur
vVp et vdive). Dans le régime basses fréquences (BF), on peut aussi re-
gagner un facteur ¢ : (e0;)[e 1V - BVO] = O(1) car 8,0 = O(1).

— Le fait que 'on puisse considérer des termes sources de la forme
e 1f(t,z,0,V0) est la raison pour laquelle 'analyse qui suit s’appliquent
aussi aux équations de la combustion (comme annoncé dans la remarque 3.8).
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5. ESTIMATION L2

Il existe de nombreuses symétrisations des équations de Navier-Stokes,
citons juste Danchin [12], Kawashima et Shizuta [23]. Mentionnons aussi
que Bresch et Desjardins [5] ont établi une identité remarquable qui ouvre
la voie pour une étude des solutions faibles des équations avec viscosité et
conduction thermique.

L’approche proposée ici differe des approches antérieures par : le but
(nous cherchons des estimations indépendantes de e, p et k) et le choix des
variables (qui effectivement joue un role).

Soit d > 1 (quelconque), a = (e,pu, k) € A et un temps 7' €]0,1]. On
présente une estimation de type L2 pour la solution (p, v, 5) du systeme :

G1(6)(0F +v- VF) + é aive — % div(ki (6)V6) = B,
9) G2(0)(00 +v - VT) + éVﬁ—uM= B,
G3(¢) (98 + v - VO) + divd — rk3(¢)A0 = F.

11 sllfﬁra de prouver des estimations a priori. On suppose que l'inconnue
(p,v,0), les coefficients ¢ = ¢(t,z) € R? et v = v(t,z) € R?, ainsi que les
termes sources Fy, Fy, F3 appartiennent & C°([0, T]; H>®(R?)).

Hypotheéses 5.1. Les fonctions G; sont C'™ et positives. Les fonctions &y
et k3 sont C'™ et vérifient 0 < k1 < k3.

Remarque 5.2. L’hypothese k1 < k3 est ’analogue directe de I’hypothese
b1 < bs. La condition de signe k1 > 0 donne l'effet régularisant sur \/k div v.

Posons v := /i + & et utilisons la notation ||u| yo+1 = [|ul| o + o ||ul] goia-
«@
Nous allons controler la norme

1B 5,0l = sup {NGE), T o, + 16011 }+
t€[0,T] /2
1

+ ( / IR R VB2 i + ) [V dt) ,
en fonction de la norme suivante de la donnée initiale
(B0 B0, 00)ll,0 = 1(B0), (0)) [ 71, + 19(0) 17 -
Théoréme 5.3. Supposons que (9) vérifie ’hypothése 5.1 et posons
Ro = 100 lymqasy - R= o0 16006, V60560, 90) (0 e -

1l existe une constante Cy ne dépendant que de Ry et une constante C' ne
dépendant que de R telles que

. . T
13,7, )l < Coe™ [|(Bo, Tos 00) 1,0 + C/O 1(Fy, o)l g, + ([ Fs gt
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Les étapes principales de la démonstration du théoreme 5.3 sont données
sur I’exemple suivant :

Op+etdive —e tAG =0,
o +e 'Vp=0,
0,0 + dive — BAH = 0,

ol [ est une constante vérifiant § > 1.
Pour symétriser la partie singuliere, introduisons v, := v— V6. Avec cette
nouvelle inconnue, le systeme se réécrit

Op+e tdive, =0,
e + e 'Vp — Vdivu, + (3 —1)VAI =0,
08 + divo. — (B8 —1)Af = 0.

Multiplions la premiere [resp. deuxieme] équation avec p [resp. ve] :

1d . .
5 77 12 ve)llZ2 + [ldiv e 72 — (8 = 1)( A, divve ) = 0.
En multipliant la troisieme équation par —npAf, nous trouvons ensuite
1d 9
5% ||(p7 Ve, \/ﬁvg) HLQ

+[|div oe[|72 — (8= 1+ n){ A0, divee) + (8 — 1) [|AG]|72 = 0,
En choisissant 1 :=  — 1 (> 0 par hypothese), nous obtenons

1d .
5 1P ves VB = 1V6)||%, + ||div v, — (3 — 1)A6)| %, = 0.

En intégrant cette identité, puis en utilisant 'inégalité triangulaire pour
obtenir une estimation ou v, est remplacée par v, on obtient

t
(10)  [[(p, v, VO)(#) 72 +/0 ldive — BAG| 72 dr < Kg ||(p,v, VO)(0)72 -

ol la constante K3 ne dépend que de 3. Nous avons trouvé une estimation

L? uniforme en e. Cependant, elle signifie peu, et on veut aller plus loin.
Cherchons une estimation sur Af. Pour ce faire, le procédé consiste a

chercher de nouvelles inconnues U; et Us telles que U := (Uy, Us, 0) vérifie

U + LU — BU =0, avec —(BU, U > ||V0]|]* et L antisymétrique.
Posons ¢ :=¢f8p — 0 et v, := v, en sorte que

-1
o + BT dive, = 0,
1 1
Oe Be

1
00+ _ divee — BAY = 0.
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(11) Opve + ==V + —V0 =0,



L’hypothese 5 > 1 permet de symétriser ce systeme, et ainsi d’obtenir

1d
5 7 |(V1/(B =10, /Bue, 0)lI72 + 5 V8|72 = 0.

Les coefficients étant constants, cette égalité en implique une autre identique
pour les dérivées de (, v. et 8. Une fois intégrées, ces identités donnent

t
(12) nvm%ﬁwwé+A\v%&wh<xﬂvm%ﬁmm;-

L’inégalité triangulaire transforme cette estimation en une estimation sur ep
et ev, qui & son tour permet d’écrire & partir de (10),

t 1/2
(2 v, 0) (@) 12 + V(0. ep, ev) ()] 12 + </0 Idivol|72 + VO] 70 dT>
< Kﬂ ||(p,’£),¢9)(0)HL2 + Kﬂ HV(Qv‘gva'U)(O)HLQ :

Pour conclure, il reste & estimer Vp. Pour cela, on multiplie I’équation
Oy + e 'Vp = 0 par eVp et on intégre par parties sur [0,7] x RY :

T T
| I9bls de == [ (0w, 9p) a
0 0
T
:/O (v, €8, Vp)dt —e[(v(t), Vp(t))]\—g
T

T
:/0 Idivol2 — (dive, A8 Y dt —e[(v(t), Vp(t))] ="

Tous les termes qui apparaissent dans le membre de droite ont déja été
estimés. Ce qui achéve de démontrer le théoreme 5.3 sur cet exemple.

Rappelons que pour obtenir une estimation sur A# on a utilisé un change-
ment d’inconnues qui fait apparaitre un opérateur de pénalisation (voir (11)).
Celui-ci n’apparait pas dans 'estimation d’énergie (12) par antisymétrie. On
peut se demander pourquoi cette propriété est vraie pour le systeme (9), qui
lui est a coefficients variables. Pour le systeme (9), Panalogue de ¢ est

(= eG1(d)ks(0)p — G3(d)k1(9)0,

et on vérifie que U := (, &0, ) est solution d’un systéme analogue a (11), de
la forme L1 (v, $)U — La(p, &, YU + 1.7 (d)U = F, ot L1(v, ¢) — La(p, &, )
est de type mixte hyperbolique/parabolique et . est donné par

0 mdiv 0

1
S = V(n-) 0 V() avec 1= m
0  ~ediv 0 1k3

et = Gk
2= Giks

Cet opérateur est bien antisymétrique.
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6. ESTIMATION DES DERIVEES

Dans [2] et [3], pour estimer les dérivées, on distingue deux régimes :
hautes et basses fréquences. A noter que l'on n’a pas besoin d’étudier les
moyennes fréquences.

Ici, on ne présente que l'estimation de la partie basses fréquences des
composantes pénalisées, a savoir VJ.,p et divJ,v ou v := /u+ Kk et Jop
est un opérateur qui localise aux fréquences plus petites que 1/(ev) (voir
le §6.1 pour une définition précise de J.,). Nous allons donner les grandes
lignes de la démonstration du résultat suivant.

Proposition 6.1. Soit un entier s > 1+ d/2. 1l existe une fonction C
continue et croissante telle que pour tout a = (g,u, k) € A, tout T € [0,1]
et tout U = (p,v,0) € CL([0,T]; H*®(R?)) solution de (4),
||JEVVPHL°°(O,T;HS—1) tv HJEVVPHL?(O,T;HS) < C(QO)G(\/T+E)C(Q)7
[div JquHLoo(o,T;Hsfl) + v ||div JEVUHL?(O,T;Hs) < C(Qo)e(ﬁ+6)0(ﬂ)-
ot v = /i F R, Qo = [[UO)lygs - Q2= [[Ullygg )

Pour obtenir un systéme clos d’estimations, il reste a établir des résultats
analogues pour les hautes fréquences, et les composantes lentes 8 et curlwv.
C’est dans cette derniere étape que la fonction S de 'hypothese H2 du §3.1,
ainsi que la restriction & R3, jouent des roles techniques importants.

6.1. Localisation dans 1’espace des fréquences. On utilise deux familles
pour localiser en fréquences :

{A7 = (I —h*A)"?|m <0, helo,1]} et {J,:=3(hD,) | h€0,1]},
ol j € C$°(RY) vérifie
0<y<1, y(§)=1pour [{| <1, (&) =0pour =2 3¢ =s(-F).

Nous utilisons deux familles d’opérateurs régularisants pour bénéficier de
deux avantages inconciliables. Les J, sont presque des projecteurs :

Jp = Jpden, pour 0 < c < 21

A T'opposé, les opérateurs AJ* sont inversibles, ce qui permet de distribuer
leffet régularisant de ces opérateurs, au sens de la proposition suivante.

Proposition 6.2. Soit o9 > d/2, (01,02) € R% et (m1,m2) € R% tels que
01+ o2 +m1 +mo < 209.
Il existe K = K(d, 00,04, m;), telle que pour tout h €]0,1],

1A, 7™ ()| < K|A™ 1A

Ho0—01—02 ulHHUo—fH UQHHG(J—Q'

Le résultat suivant complete le lemme de Friedrichs.
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Proposition 6.3. Soit s > d/2 + 1 et m € [0,1]. Pour tout o dans
Uintervalle [0, s — 1], il existe une constante K, telle que pour tout h €]0,1],
tout f € H*(RY) et tout u € H—*(R?),

[ Tn(fu) = fInull go—mer <HTK| S| ms 187, ul| e

Démonstration. Posons m = 1 pour fixer les idées.
a. Montrons d’abord une version plus faible :

[1C/3W T Ve PERER 1 VA 720
Décomposons le commutateur selon : [Jy, f] = [Jn, f]Jh/5+ [, fI(T =T 5)-
Pour estimer le premier terme, écrivons
11T SINGTT g5 e — e S Mo e —mre = RN = Jn), Sl e — e
S Al fllas-

Pour montrer la derni¢re inégalité on a utilisé le fait que h=1(I — .J;) est
uniformément bornée dans OpSlljo, ainsi qu’un peu de calcul paradifférentiel.

Pour le second terme, introduisons les notations U := Aff"_l (I=Jps5)u et
C(f,u) := [Jp, f]U. On veut démontrer que ||C(f,w)|l o S I fll g Ul go -

~

Pour cela, il suffit de savoir que Jj,(I — Jj,/5) = 0. En effet, on en déduit
C(f,u) = Jn(fU) = Ju(((I = Jn))U).

Pour conclure, il suffit d’utiliser trois ingrédients :

[T {(( = T FU Y| o S BT DN = T AU =y -
1T = ) F)U =1y SUNA = I Fll e 101 gr-ssr S BUF s U | ggoss
U -1y S IR DL | yyomny S BT | o -

b. La preuve précédente ne suffit pas a montrer le résultat si on rem-
place Aff"*l par Aff". Ceci a cause de lestimation de produit utilisée qui
traduit juste le fait que H~! est une algebre. On peut penser & utiliser une
estimation de produit plus fine, car douce. Le probleme est que ’on travaille
avec des indices négatifs. Il disparait par dualité (cf [2, §3.3]). O

6.2. Estimations non-isotropes. Lorsque u+x # 0, les dérivées en temps
et les dérivées en espace n’ont plus le méme poids. Pour utiliser la stratégie
décrite a la section 4, on introduit des dérivées en temps “rectifiées”.

Définition 6.4. Soit ¢ € N et (e,v) € [0,1] x [0,2]. On définit
ng,u = A;f(56t>£>
ou, comme dans le §6.1, AT = (I — h2A)"™/2.

On peut alors énoncer des estimations analogues a (8).
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Lemme 6.5. Soit un entier s > 1+ d/2. Il existe une fonction C(-) telle
que pour tout a = (e,u,k) € A, tout T > 0 et toute solution (p,v,0) €
C>=([0,T); H*®(R?)) du systéeme (4) , si v € [(u+ K)/2,2] alors la fonction
U définie par

(13) V= (¢,at¢,v¢) ot 1 :=(0,¢ep,ev),
vérifie
(14) S 28 ey < CU1P M1 gen),
0<U<s
(15) S 178 9] oo < OO ) 191
(\RA]

Remarque 6.6. L’estimation (15) est douce (linéaire par rapport a la
grande norme). Cela est utile pour démontrer des estimations indépendantes
des parametres p et k.

Pour montrer ce résultat on commence par remarquer qu’il existe une
famille { Boo|a € A, @ € N%, 1 < |a| < 2} uniformément bornée dans
C°(RN;RV*N) (avec N = (d + 2)?) telle que pour tout a € A et toute
solution (p,v, ) de (4), la fonction ¥ définie par (13) vérifie

(16) U= Y Boj(0)0;¥+e(p+r) Y 05(Baju(¥)0xT).

Iy<d 1<j,k<d
Lidentité ZM = AZ}Z™, (€9;) nous permet de démontrer les estima-
tions (14) et (15) par récurrence a partir de la proposition 6.2.
6.3. Estimations de commutateurs avec gain d’un facteur ¢.

Lemme 6.7. Soit deux entiers s > 1+d/2 et m. Il existe une constante K
telle que pour tout ¢ € [0,1], v € [0,2], T > 0 et f,u € C=([0,T]; H*(R?)),
sil<m<s

H [f: JEV(Eat)m]UHHg;m“ < KE{HfHHS + Z Hzf,u atfHHs—l—e}

0<f<m—1

X{HZQLVUHHg_m—I— Z HZaf,l/uHHsflfl}?

0<l<m—1

ets10<m<s—1,

m—1
1. oo (00 ull e < K1l + D 1250 0uF ] uae |
=0

m—1
{0128l g+ 20 12l e}
/=0

XXIV



Expliquons la premiére estimation. On décompose [f, Jz, (¢0;)™|u en deux
parties :

(17) [fa Jev] (56t>mu + Jev[fa (56t>m]u'
La proposition 6.3 permet de majorer le premier terme par
Kev|[fllgs A" (€0)™ ull gro—m

m
2]

dans (17) est une somme de termes qui s’écrivent J., ((£9;)¥ f(9;)‘u) avec
k>1et k+ ¢ =m. La proposition 6.2 permet d’écrire

[T ((£00)" £ (204) ) | paite1 S [ Tew ((00)% £(200) 0 || o
SIAZFTO((00)% £(200) w) || o-nme
SIS (00" fll pren 1A (€00) | o

1 suffit ensuite de noter que AZF(e0;)F f = eAZ)} Zf;l O.f et que A < I

Le second terme

qui est estimé (par définition) par Ke || f|| ;-

6.4. La récurrence. Cette partie est technique et nous nous contentons
d’esquisser la méthode.

Notons X™ := J.,(e0;)™ et fEp = (f'sp: fopr: fipr) le commutateur
des équations (4) et des opérateurs X" :

Fie = (91, X7 0p + [10,X™] - Vp = Z[B1 div(5V), 4],

fopr = [927Xm] O + [ggv,Xm] -V,

3 = 93, X[ 00 + [g3v, X™] - VO — £ [B3div(BV), X™]0.
Les lemmes 6.5 et 6.7 permettent de montrer que :

Lemme 6.8. I existe une fonction C(-) indépendante de a telle que
Vm € [17 8]7 H (f{?BF? fg:LBF){ Hg;m+1 + Hfg:LBFHHlS/*m+1 < (1 + R,)C(R)7
Vm € [0>S - 1]a H(ff}BFafngF) HHES;T” + Hfg?BFHHgfm < C(R)>

ou
R = [|(Vp, V)| gs—1 + [[(0,ep, ev) || s+ ,
R = Vol g + VE V0] o1+ VEFRIVEl g+ V7 [div ] ..

Cela étant acquis, on peut déja utiliser I'estimation de fip pour appliquer
le théoreme 5.3. Ce qui implique qu’il existe une constante Cy ne dépendant
que de Qp (défini dans I’énoncé de la proposition 6.1) et une constante C' ne
dépend que de €2, telles que

X% (p, v, Q)Ha,T < Coeﬁc.

1l s’agit ensuite d’énoncer le procédé de récurrence qui permet d’obtenir la
proposition 6.1 a partir de I'estimation précédente. C’est 'objet du lemme
suivant.
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Lemme 6.9. Notons ||ul| oy := [[ull oo 07,17 -1y + ¥ ull L2007 10 -

S

(18)

0it U = (p,v,0) une solution du systéme :
910+ e 1 dive — gﬂl div(BVE) = f1,
92000 + € 'Vp — pAT = fo,

93(0)0,0 + div s — kB3 div(3VE) = f5.

Si le spectre de U est inclu dans la boule {|¢| < 2/ev}, alors il existe Cy
[resp. C] ne dépendant que de Qo [resp. ] telles que pour tout o € [1,s],

(19)

IV Bll g ¢y + 11d1v Tl g
<C 1(€0)pllico (1) + C |(e0y) div’ﬁ”,cg_l(T)
+ C[VBll oo 0722y + CN0(0) | g1 + 2C |10 o1

+2C || (f1, F2)llcg ¢ry + vC I f3ll 20,1107

ou C = C’oe(ﬁ+€)c.

[
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